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DÉMONSTRATIONS  NOUYELLES 

do  tbéorèffle  de  Legendre  sir  les  triangles  sphériques  dont  les  côtés  sont 
très-petits  relatiTement  au  rayon  de  la  sphère  (^)  ; 

Par  M.  A.  TISSOT. 


Dans  la  résolution  de  chacun  des  triangles  que  Von 
forme  à  la  surface  de  la  terre,  soit  pour  déterminer  la 
longueur  d'un  arc  de  méridien,  soit  pour  construire  la 
carte  d'un  pays,  on  connaît  toujours  les  angles  ainsi  que 
Tun  des  côtés,  et  il  s'agît  d'obtenir  les  deux  autres  côtés 
du  triangle.  Si  l'on  voulait  alors  employer  les  formules 
de  la  trigonométrie  sphérique,  on  aurait  à  faire  usage  de 
la  plus  simple  de  toutes,  l'analogie  des  quatre  sinus ^ 
cependant  une  pareille  méthode  ne  saurait  convenir  pour 
la  rapidité  des  calculs,  car  c'est  la  longueur  du  côté  de 
dépari  qui  est  donnée  directement,  non  le  nombre  de 
subdivisions  du  degré  qu'il  contient,  et  c'est  aussi  eu  les 
rapportant  à  l'unité  de  longueur  que  Ton  veut  évaluer  les 

(■)  Voir,  t.  XV,  p.  354  et  t.  XVI,  p.  53,  une  discussion  sur  ce  théorème 
entre  deux  géomètres  de  grand  mérite  et  qui  m'a  aliéné  l'amitié  àb  Vuo. 
d'eux  :  Genus  irrilahile  geometramm.     Th. 


(6) 
deux  autres  côtés.  La  même  méthode  conviendrait  encore 
moins  pour  Texactitude  des  résultats  ;  en  effet,  quand  bien 
même  le  rayon  de  la  sphère  qu'il  faudrait  employer  se- 
rait suffisamment  connu,  les  angles  au  centre  correspon- 
dants aux  côtés  étant  très-petits,  les  Tables  trigonoméiri- 
ques  ordinaires  ne  fourniraient  pas  assez  d^ approximation . 
0|i  a  donc  imaginé  d'autres  procédés;  le  plus  générale- 
ment employé  est  celui  de  Legendre,  qui  consiste  à  sub- 
stituer la  résolution  d'un  triangle  rectilignc  à  celle  du 
triangle  sphérique. 

Les  appareils  destinés  aux  opérations  géodésiques  de 
1787,  pour  la  jonction  des  observatoires  de  Paris  et  de 
Greenwich,  ne  pouvaient  manquer  de  donner  à  la  mesure 
des  angles  une  précision  jusqu'alors  inconnue.  Tandis 
que  Ramsden  perfectionnait  le  théodolite  dont  les  Com- 
missaires anglais  fireiU  usage,  Lenoir  construisait  sous 
les  yeux  de  Borda,  et  en  appliquant  le  principe  imaginé 
par  Tobie  Meyer,  rinsiruraent  devenu  depuis  si  célèbre 
sous  le  nom  de  cercle  rcpénieur.  Il  fallait  mettre  les  mé- 
llwdes  de  calcul  à  la  hauteur  des  moyens  d'observation  5 
c'est  en  cherchant  à  atteindre  ce  but  que  Legendre  fut 
conduit  à  son  théorème  sur  les  triangles  sphériques  dont 
les  côtés  sont  très-petits  par  rapport  au  rayon  de  la 
sphère.  Il  en  donna  seulement  Ténoncé  dans  les  Mémoires 
de  V Académie  des  Sciences  (année  1787),  et  ne  publia 
la  démonstration  qu'en  Tan  VII  dans  un  travail  servant 
de  préface  à  un  ouvrage  de  Delambre  intitulé  :  Méthodes 
analytiques  pour  la  détermination  d^un  arc  de  méridien. 
Dans  ce  même  ouvrage,  se  trouve  une  autre  démonstra- 
tion imaginée  par  Delambre  qui  l'a  également  exposée 
dans  le  chapitre  XXXV  de  son  Traité  d^ Astronomie,  Le 
VP  cahier  du  Journal  de  V École  Polytechnique  ren- 
ferme une  troisième  démonstration  due  à  Lagrauge;  c'est 
celle  que  Legendre  a  adoptée  définitivement  et  qu'il  a  re- 


(7  ) 
produite  daus  sa  Trigonométrie  sphérique.  Enfin,  dans  le 

Journal  de  Crelle,  t.  XXII,  Gauss  en  a  donné  une  qua- 
trième dont  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et  ap- 
pliquées (année  i84i)  contient  une  traduction.  Dans  ses 
Recherches  générales  sur  les  surfaces  courbes^  il  a  même 
étendu  le  théorème  de  Legendre  aux  triangles  formés  par 
les  lignes  les  plus  courtes  sur  une  surface  courbe  quel- 
conque. 
Les  démonstrations  de  Legendre,  de  Delambre  et  de 

Gauss  ne  sont  à  proprement  parler  que  des  vérifications  à 
posteriori  :  la  première  manque  de  rigueur,  la  seconde 
est  compliquée  et  la  troisième  omet  uue  partie  impor- 
tante dans  les  applications,  celle  qui  est  relative  au  calcul 
de  Texcès  sphérique;  aussi  est-ce  la  démonstration  de 
Lagrange  que  Ton  reproduit  généralement^  mais  elle 
nécessite  des  calculs  assez  longs.  Après  avoir  développé 
renoncé  du  théorème,  je  me  propose  d'en  donner  deux 
autres  démonstrations  exemptes  des  inconvénients  des 
trois  premières  et  plus  simples  que  celle  de  Lagrange. 

A  un  triangle  sphérique  quelconque,  il  est  bien  clair 
qu'il  correspond  toujours  un  triangle  rectiligne  ayant 
les  mêmes  côtés  et  dont  on  peut  substituer  la  résolution  à 
celle  du  premier;  la  question  est  de  savoir  comment  on 
doit  modifier  les  angles  du  triangle  sphérique  pour  obte- 
nir ceux  du  triangle  rectiligne.  Soient  A,  B,  C  les  trois 
premiers,  A',  B',  G'  les  irois  autres,  a,  è,  c  les  longueurs 
des  côtés  communs  aux  deux  triangles^  le  rayon  de  la 
sphère  étant  pris  pour  unité,  enfin  x,  y^  z  les  différences 
A  —  A',  B  —  B',  C  —  G',  différences  qu'il  s'agit  de  dé- 
terminer et  dont  on  ne  connaît  encore  que  la  somme,  la- 
quelle est  égale  à  Texcès  sphérique  e.  Le  triangle  étant 
supposé  formé  à  la  surface  de  la  terre,  les  rapports  a,  &, 
c  sont  très-petits,  et  Ton  peut  ne  pas  tenir  compte  de 
leurs  quatrièmes  puissances  dans  les  valeurs  de  x^  y  y.  z  \ 


(8) 

cela  revient  à  altérer  les  angles  de  quantités  toujours  in- 
férieures à  o'',02  et  par  conséquent  bien  au-dessous  des 
erreurs  d'observation.  Si  Ton  néglige  ainsi  les  termes  du 
quatrième  ordre  (*),  chaque  angle  du  triangle  rectiligne 
sera  égal  à  Tangle  correspondant  du  triangle  sphérique 
diminué^du  tiers  de  l'excès  sphérique;  de  plus  les  deux 
triangles  seront  égaux  en  surface.  Ainsi  l'on  aura,  en 
appelant  T  la  surface  du  triangle  rectiligne, 

_____«  _  T  _  ^^c  sin  A^  __  fl^  sin  B^  sin  C^ 
'^~-^~'*""3""3~       6       ■"      6sinA' 

Tel  est  le  théorème  de  Legendre. 

Première  démonstration,  —  Nous  partirons  des  for- 
mules bien  connues 


tang-A  =  i/ — ^-r- T^. — -^ 

^^2  V        sin/?sin(/7  —  a) 


1  ^  __  .   Ain  (p  —  b)  sin  {p  ^  c) 

2  V        sii 


\p  —  b)(p  —  c) 


où  p  représente  le  demi-périmètre  pour  l'un  et  l'autre 
triangle;  dans  la  première,  nous  pouvons  remplacer  cha- 
cun des  quatre  sinus  par  son  développement  borné  à  deux 
ternies  et  prendre  par  exemple 

sinp=p-'^p'=p  y-^P'j'i 
alors  la  valeur  ci-dessus  de  tan  g  -  A'  se  trouvera  en  fac- 


(*)  Bientôt  une  méthode  où  l'on  tient  compte  da  quatrième  ordre  et 
même,  bI  Ton  veut,  d'un  ordre  quelconque,  par  M.  GrunerU    Tu. 


(9) 
leur  dans  le  second  membre,  el  Faulre  facieur  sera 


on  a  donc 


tangi  A  =  tangi  A' ^i-f-g  ^cj 


On  a  aussi 


tang  -  A'  -^-  lang  -  x 

tang- A=:  tang-(A'-|-ar)=r '■ —  : 

I  —  tang  -  A  lang  -  x 

or  X  est  du  môme  ordre  de  petitesse  que  e  ou  que  lajsur- 
face  du  triangle  spliérique,  c'est-à-dire  du  second  ordre; 
nous  pouvons  donc  négliger  x*  et  alors  la  dernière  éga- 
lité devient 

tang  -  A  =  tang  -  A'  (  i  -H  -; — -;  )  • 
°  a  ^  2       \        sinA'/ 

En  comparant  cette  nouvelle  expression  avec  la  première, 
on  voit  qu'il  faut  prendre 

0?=  -r  ôcsinA'  =  ^T; 
o  o 


à  cause  de  la  symétrie,  les  valeurs  dej^  et  de  z  seront 

I 

3 
Seconde  démonstration,  —  La  formule  qui  sert  à  cal- 


aussi  égales  à  ^  T  et  la  somme  6  à  T. 


(  lo) 

culer  le  côté  d'un  triangle  sphérique,  quand  on  connaît 
les  trois  angles,  est 


/        sin  -  I  sin  (  A  H-  -  «  I 

i.=  i  / l V Li_, 

*  y     sin  ^B  M- i  e^  sin  ^C  +  ^  «] 


sm 
on  en  tire 


siD(B  +  i.)sin(c  +  i.) 
m  -  f  =  tan«»  -  a ^^ 7-^ ^r i-  y 


sm  -  f  =:  tang 

sin  (  A  + 


ou,  en  négligeant  le  quatrième  ordre, 


Cela  posé,  on  a 


û'sînB'sînC 

f  = r-r-T—  =  T. 

2smA 


sin  A        sîn(A-j-a:)  ., 

-r-77  =  — \  77      =i-i--ycotA^ 
smA'  smA 

a  X  I  ^'  -f-  c^  —  ^hc  cos  A' 


sma  6  12  12 

=  I  H Z: — j: T  col  A'  ; 

12  3 


si  Ton  multiplie  membre  à  membre,  il  viendra 


=  iH K  r»  —  ô  T )  cotA'. 


sin  A'  sin  a  12 


Le  premier  membre  de  cette  dernière  égalité  ne  doit  pas 
changer  quand  on  y  remplace  a  par  6  et  A  par  B,  ou  en- 
core a  par  c  et  A  par  C5  il  faut  donc  qu'il  en  soit  de 
même  du  second,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 


tang  A'  tangB'  tangC 

e  — T 


=  0, 


tang  A'  •+•  tang  B'  -h  tang  C         ' 


(„) 

el,  par  coDséquent, 

Les  triaDglcs  relatifs  aux  opératioas  de  1787  sont  les 
premiers  pour  lesquels  on  se  soît  préoccupé  de  l'excès 
spbérique-,  auparavant  cet  excès  restait  confondu  arec 
les  erreurs  d'observation,  et  comme  on  répartissait  le 
tout  également  entre  les  trois  angles,  on  suivait  instinc- 
tivement, pour  les  triangles  principaux,  la  méthode  à 
laquelle  le  théorème  de  Legendre  a  conduit.  Mais  dans 
les  triangles  partiels  que  détermine  la  méridienne,  Tun 
des  angles  est  inconnu,  et  le  calcul  de  l'excès  sphérique, 
tel  que  permet  de  le  faire  la  méthode  de  Legendre,  de- 
vient nécessaire.  D'ailleurs  ce  calcul  a  l'avantage,  lors- 
qu'il s'agit  des  triangles  principaux,  de  donner  les  er- 
reurs d'observation  pour  la  somme  des  trois  angles. 


DIFFÉRENCES  ET  DÉRIVÉES 

d'iiD  ordre  qielconqae  des  deux  fondions  circnUires 

sin(flj:-f-  ^),  cos(ax-\-  b) 

(ToIrU  IX,  p.  29); 

Par  m.   P.-A.-G.  COLOMBIER, 

Professeur  à  Paris. 


1.  Notations,  —  Pour  sîmplicr  l'écriture,  on  convien- 
dra de  désigner 


asm et     


respectivement  par  A  et  B. 

2.  Problème  I.  —  Ti^ouver  la  différence  de  V ordre  m 


(  '2) 

de  la  fonction 

y  =  sin(ûrxH-ô), 

quel  que  soit  le  nombre  entier  et  positif  m. 

Solution,  —  Si  Ton  donne  à  la  variable  indépendante  x 
un  accroissement  Ax^  la  fonction  j^  prend  un  accroisse- 
ment correspondant  Ay,  et  Ton  a 

^j-  =z  sin  [ax  -{-  ô  -i-  a^x)  -^  sin(flrj?H-  b) 

/            ,        a^x\ 
=  A  cos  I  û'x  4-  6  H j  ; 


mais 


/           ,    ,  a^x\         .     / 
cos  {ax-^b-^ I  =  sm  ( 


ax  +  b  -^ 1  j 


donc 

Aj  =  A  sin  (//a?  -f-  ^  -4-  B), 

ce  qui  montre  que  la  différence  première  de  la  fonction 
sin  [ax-^b)  est  le  produit  du  facteur  constant  A  par  ce 
que  devient  la  fonction  donnée  lorsqu'on  augmente  Tare 
az  +  è  de  la  constante  B. 

Cela  posé,  si  l'on  a  égard  à  la  règle  qui  donne  la  diffé- 
rence première  d'un  produit  de  deux  facteurs  dont  Tun 
est  constant,  on  aura  immédiatement 

A'/  =  A'  sin  [ax  -^  b  -^  2B), 
b}y  =  A^sin(aj;-f-  ^  4- 3B), 

et,  en  général, 

(i)  A'"j  =  A'"sin  [ax-^-  b  4-»iB). 

On  démontrerait  la  généralité  de  cette  formule  par  l'em- 
ploi de  la  méthode  de  Newton,  dite  de  proche  en  proche. 

S.Obseivation.  — Dans  les  Traités  de  Calcul  infinité- 


(  '3) 
siinaloù  Ton  s'occupe  du  problème  précédent,  on  trouve 
deux  formules  pour  représenter  A'"j^.  De  plus,  dans  l'une 
de  ces  formules  ou  distingue  le  cas  où  m  est  simplement 
pair  et  celui  où  m  est  doublement  pair;  dans  l'autre  on 
fait  les  mêmes  distinctions  pour  m  —  i.  La  formule  (i) 
convenant  à  tous  les  cas,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  faire 
aucune  hypothèse  sur  m,  fournit  donc  une  réponse  plus 
simple  du  problème  ci-dessus. 

4.  Corollaire  I,  —  Si  l'on  divise  les  deux  membres  de 
l'équation  (i)  par  Ax"*,  on  aura 

Y  /    A   X*" 

~  =r  ««  ( )    sin  [ax'-{'b  +  wB). 


Ax« 


Si  l'on  suppose  que  Ax  décroisse  indéfiniment  de  ma- 
nière à  pouvoir  différer  de  zéro,  d'aussi  peu  que  l'on  vou- 
dra, on  aura  à  la  limite 

5.  Corollaire  II.  —  Si  l'on  fait  dans  cette  formule 
fc=:o,  et  «  =  I ,  il  vient 


d'"r  I 


2 


On  peut  trouver  la  formule  (3)  directement  en  suivant 
une  méthode  employée  dans  le  problème  I. 

6.  Problème  II.  —  Trouver  la  différence  de  V ordre  m  , 
de  la  fonction 

Xi  =  cos{aX'{'b)y 

quel  que  soit  le  nombre  entier  et  positif  m. 

Première  solution,  —  On  suit  une  méthode  semblable  à 


(  i4  ) 

relie  employée  dans  le  problème  I,  et  Ton  parvient  à  la 
formule  suivante 

(4)  à" Xi  =  A*"  CCS  {ax  -h  ^  4-  mB). 

Seconde  solution,  —  On  peut  faire  dépendre  la  solu- 
tion du  problème  II  de  celle  du  problème  I  de  la  manière 
suivante  : 

On  a  l'égalité 

CCS  {ax-i-  ù)  =  sin  (  éij:  -f-  ^  -h  -  )  ; 

prenant  la  différence  de  Tordre  m  de  chaque  membre,  on 
a  immédiatement,  en  vertu  du  problème  I, 

à"*Xx  =  A^sin  (a^  4-  à  4--  4-  wBj- 

Si  l'on  retranche  -  à  cet  arc  ,  le  sinus  se  change  en  cosi- 
nus, et  l'on  retrouve  l'équation  (4). 

7.  Corollaire  /.  —  La  formule  (4)  donne 


Ax™ 


(A    X*" 
)    ces  (ax'{'  b  -h  mB); 
aàxj 


faisant  tendre  Ax  indéfiniment  vers  zéro,  de  manière 
à  en  différer  de  moins  toute  quantité  donnée,  on  aura  à 
la  limite 

8.  Corollaire  II»  —  Si  l'on  fait  dans  cette  formule  a  =  i 
et  6  =  o,  il  vient 

(6)  ^?r=cos(^a:+m-j. 
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On  peut  trouver  la  formule  (6)  directement  en  suivant 
une  méthode  semblable  à  celle  du  problème  I. 

9.  Scolies.  —  Les  formules  (i)  et  (4)  donnent  les  rela- 
tions suivantes 

(A-/)«+(A*/.)'  =  (A'")» 

et 

— ^=lang(«x4-^-f-/«B). 
Les  formules  (9)  et  (5)  donnent 

10.  Historique.  —  Les  formules  (3)  et  (6)  sont  dues  à 
M.  Hoèné  Wronski.  On  les  trouve  à  la  page  45 1  de  celui 
de  ses  ouvrages  qui  a  pour  litre:  Philosophie  de  la  Tech* 
nie  algorithmique.  Ce  savant  est  arrivé  à  ces  deux  for- 
mules en  planant  les  dérivées  de  Tordre  m  des  deux 
membres  de  chacune  des  relations 


et 


I  /    ./— 


(7)  cosa:  =  -(e«*'-'-he-'»^-'), 

(8)  sinx  =  — 1=  (e'*'=^-  e-»'^). 

2  v  —  i 

Nous  dirons  en  passant  que  les  formules  (7)  et  (8)  sont 
dues  à  Jean  BernouUi,  bien  qu'elles  aient  été  pu]3liées 
pour  la  première  fois  par  Léonard  Euler. 
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DÉH03ISTRATI0N  D*IIN  THÉORÈME  DE  M.  STEIKER; 

Par  m.  J.  MENTION. 


Les  derniers  volumes  des  Annales  de  Gergonne  ren- 
ferment plusieurs  théorèmes  très-beaux,  énoncés  sans 
démonstration  par  M.  Steiner.  Il  me  semble  qu'ils  sont 
encore,  presque  tous,  à  démontrer.  J'extrairai  le  suivant 
du  t.  XVUI,  p.  3o2  :  a  Dans  chacun  des  quatre  triangles 
»  formés  par  les  côtés  d'un  quadrilatère,  il  y  a  un  cercle 
»  inscrit  et  trois  cercles  ex-inscrits^  ce  qui  fait  en  tout 
»  seize  cercles,  dont  les  carnres  sont  quatre  à  quatre  sur 
»  une  circonférence,  de  manière  à  donner  naissance  à 
»  huit  nouveaux  cercles.  Ces  huit  nouveaux  cercles  se 
»  partagent  en  groupes,  tels  que  chacun  des  quatre  cercles 
»  de  Tun  de  ces  groupes  coupe  orthogonalement  tous  les 
»  cercles  de  l'autre  groupe  5  on  en  conclut  que  les  centres 
»  des  cercles  des  deux  groupes  sont  sur  deux  droites  per- 
))  pendiculaires  l'une  à  l'autre.  Enfin  ces  deux  dernières 
»  droites  se  coupent  au  point  de  rencontre  des  cercles 
»  circonscrits  aux  quatre  triangles.  » 

La  propriété  relative  au  point  d'intersection  des  lignes 
de  centres  fera  l'objet  de  cette  Note,  le  reste  n^ofTrant  au- 
cune difficulté. 

I. 

L'occasion  se  présente  ici  de  revenir  sur  quelques  théo- 
rèmes de  géométrie,  d'où  la  proposition  actuelle  découle 
naturellement. 

Pour  éviter  de  très-longues  périphrases  j'appellerai  : 
1**  cercle  des  hauteurs  d'un  triangle,  le  cercle  ayant  pour 
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centre  le  point  de  rencontre  de  celles-ci  et  un  rayon 
moyen  proportionnel  entre  les  segments  dans  lesquels 
chaque  hauteur  est  divisée  au  centre  même,  2°  ligne  des 
hauteurs  d'un  quadrilatère,  la  droite  passant  par  les  points 
de  rencontre  des  hauteurs  dans  les  quatre  triangles  for- 
més par  les  côtés  du  quadrilatère  5  3**  triangle  diagonal j 
le  triangle  formé  par  les  trois  diagonales. 

On  se  souviendra  que  les  circonférences,  décrites  sur 
les  diagonales  d'un  quadrilatère  comme  diamètres,  ont 
pour  aice  radical  la  ligne  des  hauteurs  ;  la  médiane  étant 
d'ailleurs  un  aice  radical  commun  aux  cercles  de  hauteurs 
des  triangles  du  quadrilatère.  La  ligne  des  hauteurs  con« 
tient  aussi  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  dia- 
gonal. Si  les  circonférences  de  la  première  série,  c'est- 
à-dire  celles  décrites  sur  les  diagonales,  ne  se  coupent  pas, 
les  circonférences  de  la  seconde  couperont  la  médiane  en 
deux  points -limites y  qui  sont  les  centres  de  deux  hyper- 
boles équilatères  tangentes  aux  côtés  du  quadrilatère. 

Un  théorème,  déjà  démontré  directement,  comporte  cet 
éuoncé  plus  complet  et  plus  instructif  : 

«  Les  cinq  médianes  des  quadrilatères  qu'on  peut 
»  construire  avec  les  côtés  d'un  pentagone  se  coupent  en 
»  un  même  point,  centre  radical  commun  aux  quinze 
»  cercle»  suivants,  savoir  :  les  dix  cercles  de  hauteurs  et 
D  les  cinq  circonscrits  aux  triangles  diagonaux.  » 

Car  les  quadrilatères  ayant,  deux  à  deux,  un  triangle 
en  commun,  le  point  de  concours  de  deux  médianes  quel- 
conques sera  de  commune  puissance  par  rapport  aux  sept 
circonférences  de  hauteurs  différentes,  dans  les  deux  qua- 
drilatères correspondants.  Or,  parmi  les  sept  centres  de 
circonférences,  quatre  au  moins  appartiendront  à  une 
même  droite  qui  sera  la  ligne  des  hauteurs  d'un  troisième 
quadrilatère.  Donc. la  médiane  de  celui*ci  passera  par  le 
point  de  commuue  puissance. 

Ann.  de  Mathémat.,  2«  série,  t.  I*'.  (Janvier  18(12).  2 
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Il  est  à  remarquer  que,  d'après  le  beau  théorème  de 
M.  Faure,  on  constatait  l'existence  du  centre  radical 
commun  aux  cinq  cercles  déterminés  par  les  points  de 
concours  respectifs  des  diverses  diagonales. 

IL 

Théorème.  —  Les  bissectrices  tles  angles  d'un  quadri- 
latère complet  fournissent  douze  points  de  rencontre^ 
en  ne  combinant  que  celles  qui  partent  de  sommets  op- 
posés :  les  points  de  rencontre  des  bissectrices  internes 
et  ceux  des  bissectrices  externes,  d'une  part;  les  points 
appartenant  à  la  fois  aux  bissectrices  internes  et  ex- 
ternes  y  d^  autre  part  ; 

i®  Deux  points  internes  sont  en  ligne  droite  auec  le 
troisième  externe,  ainsi  que  les  trois  externes. 

2^  Trois  points  internes-externes ^  choisis  de  manière 
que  trois  bissectrices  similaires  n  aboutissent  point  à  des 
sommets  situés  sur  un  même  côté,  sont  également  en 
ligne  droite. 

Je  vais  démontrer,  par  exemple,  que  les  points  de  con- 
cours G,  G'  des  bissectrices  internes  issues  des  sommets 
A,  C,  B,  D,  et  le  point  H'^  des  bissectrices  externes  issues 
des  sommets  £,  F,  sont  en  ligne  droite.  Considérons  le 
triangle  l'F'I"'  ayant  pour  côtés  les  bissectrices  externes 
du  triangle  ABE,  et  celui  qui  aura  pour  côtés  les  bissec- 
trices DL,  CN,  FM  {fig.  i).  Leurs  sommets  se  trouvent 
évidemment  deux  à  deux,  sur  trois  droites  JNL',  MI"',  LI' 
concourent  en  un  même  point  I5  donc,  en  vertu  d'un 
théorème  bien  connu,  les  points  d'intersection  (FF',  MN), 
^I"l',  ML),  (l'I'^  ML)  seront  en  ligne  droite,    c.  q.  f.  d. 

La  démonstration  est  tout  à  fait  analogue  pour  les  au- 
tres points  de  rencontre  indiqués.  On  ne  les  représente 
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pas  tous  sur  la  figure,  qui,  pour  èlre  complète,  exigerait 
un  cadre  plus  large  que  celui  du  présent  recueil. 


Il  résnlte  de  là  que  les  douze  points  se  partagent  en 
deux  groupes  qui  sont  les  sommets  de  quadrilatères  com- 
plets. Le  théorème  s'applique  au  quadrilatère  spbérique, 
el  la  démoustraUon  précédente  ne  subit  aucun  cliange- 
ment. 

m. 

TnÉOHBHE.  —  Lf.s  deux  quadrilatères  ayant  pour  som- 
mets les  points  de  rencontre  des  bissectrices  opposées 
inlemes  ou  externes,  et  les  points  de  rencontre  internes 
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externes^  sont  tels,  que  la  médiane  de  Vun  coïncide  a^ec 
la  ligne  des  hauteurs  de  Vautre, 

Soit  IJL'K'  (fig-  i)  le  quadrilatère  iuscriptible  formé 
par  les  intersections  consécutives  des  bissectrices  ex- 
ternes; LII'  et  J'KK'  seront  les  bissectrices  internes  des 
angles  E  et  F.  En  se  rappelant  que  les  hauteurs  du  trian- 
gle diagonal  d'un  quadrilatère  inscrit  au  cercle  se  coupent 
précisément  au  centre  de  ce  cercle,  on  observe  que  le 
cercle  passant  par  les  points  I,  J,  L\  K'  a  son  centre  au 
point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle  CHH';  de 
même  pour  les  cercles  LJ'KI',....  Donc  la  ligne  des  hau- 
teurs du  quadrilatère  GG'HH'H'^G''  est  aussi  la  ligne 
des  centres  du  premier  groupe  de  cercles  définis  dans 
l'énoncé  de  M.  Steiner.  Pour  des  motifs  tout  semblables, 
la  ligne  des  hauteurs  du  quadrilatère  aux  rencontres  in- 
ternes-externes est  la  ligne  des  centres  du  second  groupe 
de  cercles. 

Remarquons  maintenant  que  les  circonférences  décrites 
sur  les  diagonales  comme  diamètres,  dans  les  deux  qua- 
drilatères actuels,  viennent  se  joindre  aux  deux  groupes 
de  cercles  IJL'K',...,  qui  en  sont  les  cercles  de  hau- 
teurs. Donc  la  ligne  dès  hauteurs  de  Tuu  est  la  médiane 
de  Tautre,  et  réciproquement. 

Les  deux  groupes  constituent  dès  lors  une  double 
série  de  cercles  orthogonaux;  ce  que  j'ai  annoncé  être 
susceptible  de  preuve  à  priori  et  très-facilement. 

Avant  de  poursuivre  mes  investigations,  je  récapitu- 
lerai ainsi  les  déductions  acquises  :  Les  deux  quadrilatères 
de  bissectrices  jouissent  de  la  même  double  série  de  cercles 
orthogonaux,  et  chaque  série  admethuit  cercles  différents, 
puisque  aux  cercles  de  M.  Steiner  s*ajoutent,  de  chaque 
côté,  les  trois  cercles  décrits  sur  les  diagonales  et  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  diagonal. 

(  La  fin  prochainement,) 
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DÉMONSTRATION  DlIN  THÉORÈnE  DE  M.  8TE1NER; 

Par  m.  Paul  SERRET. 


1.  Lemnie. —  Un  triangle  se  mouvant  dans  l'espace,  de 
manière  que  ses  trois  côtés  tournent  respectivement  au- 
tour de  trois  points  donnésy  en  ligne  droite  \  et  ses  deux 
premiers  sommets  décrivant  deux  plans  indéfinis  (ou  deux 
courbes  déterminées  situées  dans  ces  plans)  :  le  sommet 
libre  du  triangle  décrit. au  troisième  plan  (on  une  troi- 
sième courbe  plane),  et  les  trois  plans  se  coupent  suivant 
une  même  droite. 

Que  l'on  projette  y  en  effet,  le  triangle  mobile,  sur  un 
plan  quelconque,  par  des  droites  parallèles  à  l'intersec- 
tion des  plans  décrits  par  les  deux  premiers  sommets  ;  la 
projection  présentera  un  triangle  mobile,  dont  les  côtés 
pivotent  autour  de  trois  points  fixes  en  ligne  droite,  et 
dont  les  deux  premiers  sommets  glissent  sur  deux  droites 
fixes,  traces  des  deux  plans  donnés  sur  le  plan  de  projec- 
tion. Mais,  dans  ces  conditions  et  suivant  un  théorème 
connu,  le  sommet  libre  du  triangle  projeté  décrit  une 
droite  passant  par  le  point  de  concours  de  ces  deux  traces  : 
et  le  sommet  libre  du  triangle  primitif  se  meut  dans  un 
plan  qui  passe  par  l'intersection  des  plans  décrits  par  les 
deux  premiers  sommets. 

2.  Théorème.  Trois  cônes,  du  degré  m,  ont  leurs 
sommets  en  ligne  droite^  et  deux  de  leurs  trois  courbes 
^intersection  sont  planes  :  la  troisième  courbe  est  plane 
comme  les  deux  premières  ;  et  les  plans  des  trois  courbes 
se  coupent  suivant  une  même  droite.  (Steijser.) 
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Imaginons  que  Ton  ait  en  vue  de  construire  par  points 
l'intersection  de  deux  quelconques  des  trois  cônes  donnés  : 
Ton  devra,  suivant  la  méthode  ordinaire,  mener  une  série 
de  plans  auxiliaires  par  la  droite  de  leurs  sommets,  et 
combiner  les  génératrices  des  deux  cônes,  situées  dans 
chacun  de  ces  plans.  D'ailleurs,  comme  les  sommets  des 
trois  cônes  sont  ici  en  ligne  droite,  les  plans  auxiliaires, 
que  Ton  aura  menés  eu  vue  de  l'une  des  trois  courbes 
d'intersection,  serviront  encore  pour  les  deux  autres. 

Considérons  donc  l'un  de  ces  plans  auxiliaires,  menés 
par  la  droite  des  sommets*,  et,  dans  ce  plan,  Tun  des 
triangles  ayant  pour  premier,  second  et  troisième  côtés, 
l'une  des  génératrices  du  premier,  second  et  troisième 
cônes,  situées  dans  ce  plan.  Faisons  ensuite  tourner  ce 
plan  auxiliaire  et  le  triangle  qu'il  renferme,  autour  de  la 
droite  des  sommets  :  nous  aurons  un  triangle  mobile, 
dont  les  sommets  décrivent  les  courbes  d'intersection  des 
trois  cônes  pris  deux  à  deux-,  et  dont  les  côtés  pivotent 
autour  de  trois  points  fixes,  lis  sommets  des  trois  cônes, 
situés  en  ligne  droite.  D'ailleurs,  les  courbes,  décrites 
par  deux  des  sommets  de  ce  triangle,  sont  planes,  d'après 
l'hypothèse  :  la  courbe  décrite  par  le  troisième  sommet 
est  donc  plane  également,  d'après  le  lemme;  et  les  plans 
des  trois  courbes  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

Remarque.  —  On  peut,  à  l'aide  d'un  calcul  assez  simple, 
vérifier  analytiquement  la  proposition. 
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NOTE  SES  LES  ASYMPTOTES; 

Par  m.  Paul  SERRKT. 


L' asymptote  (Cuhe  branche  infinie  de  courbe  est  la 
limite  des  positions  occupées  par  une  tangente  dont  la 
point  de  contact  s'éloigne  indéfiniment  sur  cette  branche. 

L'asymplole  étant  prise  pour  axe  des  j^,  et  les  axes 
étant  rectangulaires^  que  Ton  considère,  en  même  temps 
que  la  courbe  proposée,  une  courbe  auxiliaire  à  ordon^ 
nées  réciproques  :  et  soient  sur  ces  deux  courbes,  M  et 
m  deux  points  qui  correspondent  a  une  même  abscisse. 

D'après  le  choix  des  axes  et  la  nature  de  la  courbe 
donnée,  à  mesure  que  le  point  M  s'éloigne  indéfiniment 
sur  cette  courbe,  son  abscisse  tend  vers  zéro,  et  son  ordon- 
née augmente  indéfiniment  :  les  deux  coordonnées  du 
point  correspondant  m  tendent  donc  simultanément  vers 
zéro;  la  courbe  auxiliaire  passe  par  l'origine,  et  la  sous- 
tangente  de  cette  courbe  a  pour  limite  zéro.  D'ailleurs, 
les  souS'tangenteSj  prises  en  des  points  correspondants 
de  deux  courbes  à  ordonnées  réciproques,  sont  égales  et 
de  sens  contraires  :  la  sous-tangente  de  la  courbe  primi- 
tive en  M  a  donc  pour  limite  zéro,  comme  l'abscisse  du 
poîntM  -,  et  la  trace,  sur  Taxe  des  x,  de  la  tangente  en  M  a 
pour  limite  l'origine,  c'est-à-dire  un  point  de  Tasymplole. 

En  outre,  en  désignant  par  /  Tinclinaison  de  la  tangente 
en  M  sur  l'asymptote  O^,  l'on  a 

,        .      S.T 
Mais  la  sous-tangente  S.T  a  pour  limite  zéro;  l'ordonnée 
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Y  grandit  iudéfiniinent  :  l'angle /a  donc  pour  limite  zéro; 
et  la  limite  des  tangentes  est  parallèle  à  l'asymptote  Oy, 
Donc,  etc. 

Remarque,  —  La  démonstration  serait  en  défaut,  en 
même  temps  que  le  théorème,  si  l'origine  des  coordonnées 
devenait  un  point-asymptote  de  la  courbe  auxiliaire. 


KOTE  SDR  ON  THÉORÈHE  DE  NEWTON; 

Par  m.  Paul  SERRET. 


1,  Si  quatre  forces  sont  représentées  en  grandeur^ 
direction  et  sens^  par  les  droites  qui  vont^  de  deux  sont- 
mets  opposés  (Van  quadrilatère  ABCD,  aux  deux  au- 
tres :  la  résultante  de  ces  forces  est  représentée^  de  la 
même  manière^  par  le  quadruple  de  la  droite  qui  réunit 
les  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère. 

L'évidence  de  ce  lemme  étant  reconnue,  imaginons  une 
ellipse  quelconque  inscrite  dans  le  quadrilatère  ABCD  ; 
et  regardons  chacune  des  forces,  représentées  par  l'un  des 
côtés  de  ce  quadrilatère,  comme  décomposée  en  deux 
forces  partielles  par  le  point  de  contact  de  l'ellipse  consi- 
dérée sur  ce  côté.  Il  résultera  de  cette  décomposition  huit 
forces;  soit  quatre  systèmes  de  deux  forces  :  les  deux 
forces  de  chaque  système  étant  appliquées  à  l'un  des 
quatre  sommets  du  quadrilatère,  et  représentées  par  les 
tangentes  menées  de  ce  sommet  à  l'ellipse,  ou  par  les 
prolongements  simultanés  de  ces  tangentes.  D'ailleurs, 
la  résultante  partielle  des  deux  forces  de  chaque  système 
est  évidemment  dirigée  suivant  un  diamètre  de  l'ellipse; 
les  qualre  résultantes  partielles  concourent  donc  au  cen- 
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Ire  de  Tellipse  :  el  ce  centre  appartient  à  la  résultante 
générale,  c'est-à-dire  à  la  (droite  des  milieux  des  diago- 
nales. C'est  le  théorème  de  Newton. 

2.  Le  théorème  analogue  dans  la  géométrie  de  Fespace 
est  celui-ci  :  «  Le  lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  à  une 
nappe  qui  passent  par  les  cd^é5  d'un  quadrilatère  gauche, 
est  la  droite  des  milieux  des  diagonales  de  ce  quadrila- 
tère; »  théorème  connu,  qui  renferme  le  premier,  et  qui 
est  à  peu  près  évident. 

Que  Ton  imagine,  eu  effet,  par  les  côtés  opposés  du 
quadrilatère,  deux  systèmes  de  plans  parallèles.  Les  deux 
plans  de  chaque  système  repiésenteront,  relativement  à 
l'un  quelconque  des  hyperboloïdes  considérés,  deux 
plans  tangents  parallèles ^  le  centre  de  l'hyperboloïde, 
équidistant  de  ces  deux  plans,  appartient  dès  lors  au  plan 
diamétral  des  deux  plans  de  chaque  système,  ou  à  Tinter- 
section  de  ces  deux  plans  diamétraux,  ou  à  la  droite  des 
milieux  des*diagonales. 

On  peut  ajouter  que  «  Les  deux  diagonales  du  quadri- 
latère, et  la  droite  de  leurs  milieux,  sont  parallèles  à  un 
système  de  diamètres  conjugués  de  tous  les  hyperboloïdes 
considérés.  » 

Le  théorème  plan  de  Newton  ne  serai t-îl  pas  suscep- 
tible d'une  démonstration  directe  analogue? 

3.  En  cherchant  à  appliquer  au  théorème  2,  les  consi- 
dérations mécaniques  du  n^  1,  Ton  est  conduit  à  un  cas 
particulier  du  théorème  suivant,  dont  la  démonstration 
directe  est  facile,  mais  qui  mérite  pourtant  d'être  énoncé  : 
«  Le  centre  de  gravité  d'un  système  de  poids  représentés 
par  les  côtés  d'un  polygone  circonscrit  à  un  cercle,  et 
aj^liqués  respectivement  aux  points  de  contact  de  ces 
côtés,  est  le  centre  même  de  ce  cercle.  » 


(  ^6) 

CONCOURS  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SIPÉRIEIIRB 

EN  1861. 


COMPOSITION    DU    VENDREDI    2    kOVT    l86l. 

(Section  des  sciences.  ) 
Matbématiques. 

D'un  point  P,  extérieur  à  une  conique,  on  mène  une 
sécante  PAB.  Aux  points  A  et  B  on  mène  des  tangentes 
qui  se  coupent  en  M.  De  ce  point  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire sur  AB,  l'un  des  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

Prouver  : 

1°  Que  le  lieu  passe  en  P  tangente  en  ce  point; 

2°  Que  le  lieu  est  le  même  pour  toutes  les  coniques  ho- 
mofocalcs  ; 

3°  Que  le  lien  peut  être  considéré  comme  le  lieu  des 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  P  sur  cer- 
taines droites  qui  sont  tangentes  à  une  courbe  dont  on 
demande  Téqualion. 

COMPOSITION    DU    LUNDI    5    AOUT    l86l« 

(Section  des  sciences,) 

Physique. 

Première  question.  Du  pendule  et  de  son  application 
à  la  mesure  de  l'accélération  produite  par  la  pesanteur. 

Deuxième  question.  Deux  aiguilles  aimantées  de  même 
disposition,  suspendues  successivement  à  un  fil  de  soie 
sans  torsion  de  manière  que  les  axes  soient  horizontaux, 
cxéculent  sous  Tinfluence  de  la  terre  un  même  nombre  n 
d'oscillations  en  des  temps  différents  t  et  t'. 

On  les  suspend  toutes  deux  à  un  même  fil  de  soie  par 


(  »7  ) 
rintermédiaire  J'une  lige   solide  non  magnétique,   de 
façon  que  leurs  axes  soient  horizontaux  et  que  les  moitiés 
australes  de.  ces  axes  fassejit  l'une  avec  l'autre  un  angle 
donné  a. 

On  demande  quelle  sera  la  position  d'équilibre  de  ce 
système  sous  l'influence  du  magnétisme  terrestre. 

On  appliquera  la  solution  générale  à  l'exemple  parti- 
culier suivant  : 


SUR  LES  SECTIONS  ANTI-PARALLELES; 

Par  m.  MARTIN, 
Élève  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Bouquet). 


La  propriété  des  sections  dites  anti-parallèles  ou  sous^ 
contraires  du  côuc  oblique  du  second  degré  a  été  démon- 
trée de  bien  des  manières;  mais  je  n'ai  trouvé,  dans  au- 
cun traité,  la  démonstration  suivante,  de  la  plus  grande 
simplicité,  qui  n'exige  aucune  figure  et  qui  enfin  a  l'a- 
vantage d'être  plus  générale. 

Tout  cône  du  second  degré  peut  être  considéré  comme 
cône  droit;  il  suffit  pour  cela  de  le  considérer  comme 
ayant  pour  base  une  section  perpendiculaire  à  son  axe. 
Le  cône  étant  symétrique  par  rapport  à  son  axe,  si  on  le 
coupe  par  deux  plans  symétriques  eux-mêmes  par  rap- 
port à  cet  axe,  on  obtiendra  deux  courbes  symétriques  et 
par  conséquent  égales.  Si  l'une  de  ces  deux  courbes  est  un 
cercle,  l'autre  sera  aussi  un  cercle. 

Or  deux  plans  symétriques  par  rapport  à  l'axe  du  cône 
sont  évidemment  an ti -parallèles.  Cette  définition  serait 
peut-être  même  aussi  bonne  que  l'autre. 


(a8) 

On  a  donc  l'énoncé  général  : 

Les  sections  faîtes  dans  un  cône  du  second  degré  par 
deux  séries  de  plans  anti-parajlèles  sont  des  courbes  sem- 
blables. Si  Tune  des  séries  de  sections  se  compose  de  sec- 
tions circulaires,  Tautre  série  se  composera  aussi  de  sec- 
tions circulaires. 

JYote  du  Rédacteur,  En  général ,  deux  courbes  symé- 
triques par  rapport  à  un  axe  principal  d'une  surface  du 
second  degré  sont  semblables. 


INTERSECTION  DE  COURBES  ET  DE  SURFACES. 


fi^yftyfz  sont  des  fonctions  des  mêmes  variables  en 
nombre  quelconque. 
Posons 

(a)  / -|-X/,  =  o, 

(c)  /,-|-v/s  =  o; 

multipliant  la  deuxième  équation  par  p,  ajoutant  à  la 
première  et  à  la  troisième,  on  obtient 

(^)  /(p-f-i)+/.(^-Hi)-H/»(vH-f*p)  =  o. 

Si  l'on  peut  déterminer  X,  pi,  v,  p  de  telle  sorte  que  l'é- 
quation {d)  devienne  identiquement  nulle,  les  valeurs 
des  variables  qui  satisfont  simultanément  aux  équations 
(a)  et  (&),  satisfont  également  l'équation  (G).  Cela  s'ap- 
plique aux  intersections  de  courbes  et  de  surfaces. 


(^9) 


QDESTIOKS. 


604.  Soient  donnés  uu  point  ayant  pour  coordonnées 
5'  ?'  ?'  axes  quelconques  x^y^  z,  et  trois  plans 


A.r         Bj         Cz 

—    -{--^H |-D=o, 

u  u  u 

A'j?      B'r      Cz      ^, 
u  u  u 

A"  or      Wy      Cz      ^„ 

1 ^H |-D"=o, 

u  a  u 

d  et  u  sont  des  quantités  quelconques.  Menant  par  le 
point  trois  plans  respectivement  parallèles  aux  trois 
plans,  on  forme  un  parallélipipède  dont  on  demande  à 

trouver  les  arêtes  en  fonction  de  -r?  t>  t  et  w. 

^   ^    ^ 

605.  Lorsqu'un  triangle  ABC  est  &  la  fois  inscrit  dans 
une  courbe  du  troisième  degré  et  circonscrit  à  celte  même 
courbe,  le  produit  des  rayons  de  courbure  aux  points  A, 
B,  C  est  égal  au  cube  du  rayon  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC.  (MANifHEiM.) 

606.  En  ordonnant  le  discriminant  û  de  Féquation 

aa^  -f-  4  hx^  -h  6rj:'  -f-  ^dx  4-^=0, 

suivant  les  puissances  de  e,  posons 

A  =  Ae' H-  3 Bc' 4- 3  Ctf  H- D. 


(3o) 
démontrer  qu^on  a 

A'  D«  —  6  ABCD  4-  4  AC»  +  4B»  D  —  3B»C» 

(MiGHAEL  ROBERTS.) 

607.  Soit  Sg,  la  somme  des  puissances  r  des  racines  de 
Téquation 


ax^-^-Sbx*  •+•  locx^  -f-  iodx*-^5ex-{-/=  o. 


Posons 


«•X 


Si 
Si 

Si 


Si 
St 

^4 


Si 

S3 

Si 
Si 


Sz 
Si 
Si 

Se 


=  P/»4-2Q/^R, 


alors  P,  Q,  R  ne  renferment  pasf.  Si 


'0    *i    S2 

Si      Si      s^ 
Si     s,     S4 


=  0, 


démontrer  qu'on  a  la  relation  suivante 


Q'  —  PR  =r  o. 

(MiCHAEL  RoBERTS.) 


608.  Posons 


K  ==  4  (fltf  —  4  W+ 3c»)  (/^/-.  4re  H- 3rf») 

—  (^—  ^be-h  ncd)*^ 
H  =  ^«  —  ac, 

I  =  ûf^  —  ^bd  -h  3c% 

J  =  nce-^  2bcd — ad*  —  eb*  —  c*. 


(3.  ) 
alors 

(MiCHAEL  BOBERTS.) 

609.  Soît  le  triangle  RFF';  les  sommets  F  et  F'  sont 
fixes  et  le  sommet  R  est  variable,  Yf^  F'^  deux  hauteurs 
du  triangle  passant  par  le  point  H,  point  de  rencontre 
des  trois  hauteurs;  C  point  de  rencontre  des  deux  droites 
jfjf',  FF'.  Par  les  trois  points  R,  H,  C,  on  fait  passer  une 
circonférence;  la  tangente  MT  menée  à  cette  circonfé- 
rence par  le  point  M  milieu  de  FF'  a  une  grandeur  con- 
stante pour  toutes  les  positions  de  R.  (Aethur  Lescàze.) 


THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  SYSTÈMES  DE  RAYONS  REGTILI6NBS 

(voir  t.  XX,  p.  889); 

Par  m.  E.-E.  KUMMER  (*) 


Grellb  ,  t.  LVn. 


Traduit  par  Mv  E.  DEWULF, 
Capitaine  du  Génie. 


§  VI.  —  De  la  mesure  de  la  densité. 

Considérons  les  quantités  ^,  m^  t^  qui  satisfont  à  Téqua- 
tion 


(•)  M.  Chaslos  traitera  cette  année 'en  Sorbonnc  les  propriétés  des  lignes 
daDs  l'espace;  oe  qui  attache  un  nourel  intérêt  au  Mémoire  Kummer,  que 


(3.  ) 

comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  d'une 
sphère  dont  le  rayon  est  i . 

A  tout  rayon  du  système  correspond  un  point  sur  la 
sphère,  et  à  toute  série  continue  de  rayons  correspond 
une  courbe  continue  sur  la  sphère. 

Par  un  point  d'un  rayon,  menons  un  plan  qui  lui  soit 
perpendiculaire  et  traçons  une  courbe  dans  ce  plan.  A  la 
série  des  rayons  qui  passent  par  les  différents  points  de 
cette  courbe  correspond  une  courbe  sur  la  sphère.  Ima- 
ginons que  la  première  courbe  s'écarte  infiniment  peu  du 
pied  du  rayon  auquel  son  plan  est  perpendiculaire  et 
qu'elle  détermine  tout  autour  de  ce  pied  une  aire  infini- 
ment petite;  la  courbe  correspondante  sur  la  sphère  sera 
fermée  et  son  aire  sera  infiniment  petite.  Dans  le  cas 
particulier  où  les  rayons  des  systèmes  sont  normaux  à  une 
même  surface  et  où  le  plan  perpendiculaire  à  un  rayon 
en  un  point  quelconque  est  remplacé  par  le  plan  tangent 
à  la  surface  à  l'origine  du  rayon,  le  rapport  de  ces  deux 
aires  infiniment  petites  a  été  pris  par  Gauss  pour  la  me- 
sure de  la  courbure  de  la  surface.  Dans  le  cas  le  plus  gé- 
néral d'un  système  de  rayons,  ce  rapport  a  aussi  une  très- 
grande  importance;  il  ne  donne  plus  la  mesure  de  la 
courbure,  mais  bien  la  mesure  de  la  densité  du  système. 
INous  définirons  de  la  manière  suivante  la  mesure  de  la 
densité  d'un  système  de  rayons  :  Si  par  un  point  d'un 
rayon,  on  mène  un  plan  qui  lui  soit  perpendiculaire,  et 


Vexiguïté  de  Tcspace  nous  a  forcé  de  morceler.  Sa  yéritable  place  était  dans 
le  Journal  de  M.  Liouville;  mais  le  célèbre  géomètre,  ainsi  que  M.  Poncelet, 
repoussent  les  déterminants.  Rapppclons-nous  que  Huyghens  repoussait  la 
hiérarchie  infinitésimale  leibnizienne;  que  Leibniz  repoussait  Tattraction 
newtonienne.  Cela  n''a  pas  empêché  Tune  et  l'autre  de  prendre  racine,  de 
pousser  de  vigoureuses  tiges,  couronnées  par  la  géométrie  universelle,  par 
la  mécanique  analytique,  céleste,  physique,  moléculaire. 

Il  en  sera  de  même  de  l'analyse  algorithmique.     {Note  du  Rédacteur.) 


(33) 

si  sur  ce  plan  on  trace  une  courbe  fermée  qui  s^ëcarte  in« 
animent  peu  du  rayon  et  dont  Taîre  soity,  si  l'on  désigne 
par  cp  Taire  de  la  courbe  correspondante  sur  la  spbère, 

^  sera  la  mesure  de  la  densité  du  système  en  ce  point, 

SoU  dq  la  distance  infiniment  petite  d'un  point  de  la 
courbey*au  pied  du  rayon  auquel  le  plan  de/" est  perpendi- 
culaire. Ce  point  est  déterminé  par  les  quantités  j:,  y^  z^ 
^,  r},  ^  et  son  abscisse  R.  Soient  x',  X',  ^fJ  les  cosinus  des 
angles  que  dq  forme  avec  les  trois  axes,  et  x  -H  dx^ 
y  -h  dy^  z  +  dz^  Ç  +  ^Ç,  W  +  dm^  ^-hd^  les  quantités 
qui  déterminent  le  rayon  passant  par  la  seconde  extré- 
mité de  q.  D'après  les  équations  (16),  §  P^,  on  a 

Soit  a  r  angle  que  forme  dq  avec  une  perpendiculaire 

au  premier  plan  principal  et  par  suite  -  tt  —  a  l'angle 

que  forme  dq  avec  une  perpendiculaire  au  second  plan 
principal,  on  a 


(cosa  =  x,y/-H^i^' 
sina  =  x3x'+>aV 


Multiplions  ces  deux  équations  par  dq  et  remplaçons 
yJdq^  y!dq^  fif  dq  par  leurs  valeurs  (i)  et  remarquons 
que 

XaÇH->îï)4-paÇ  =  0, 
AifR.  de  Mathémût.,  a*  série,  1. 1^.  (Janvier  1862.)  3 


(34) 

nous  obtenons  ainsi 


i/y  sîn  a  =  Xj  dj?  4- >  j 


Remplaçons  dans  ces  formules  X| ,  X^,  jczi,  Xs»  1^  Ps  P^i* 
leurs  valeurs  (5)  et  (6)  (§  III)  etr/.r,  dy^  dz^  Ç//>7,  rfÇ  par 
leurs  valeurs  en  fonction  des  quotients  différentiels  par- 
tiels et  des  différentielles  du  et  d\^^  nous  obtiendrons 

(4)  I         .  «  9é 

OÙ  nous  posonS)  pour  abréger, 

(M        e4-f'^i4-R(C4-^^i)    CM        e4-f'/24-R(C4-^r,) 

V|  Vj 

De  ces  detix  équations,  il  résulte  que 

fK\  »  51, 4- lu,/ 

et,  par  suite, 

,/,,  /3li  cosa  +^}SiDa 

^^^  ^"=""1!^ — ^|i    >     ' 

JPi  cosa  -4-  JPj 


sioa 


Soit  dâ  rélément  de  côwbe  sur  k  spbère  corre^pon- 
dtint  à  fj^,  les  coordotitièés  des  extr^iilés  de  cet  àrc  sont 
Çi  ''î  Çî  S  +  ^h  yi-i-dm,  ^+  dÇ.  On  a  donc 


(7)         dc=:  sJdÇ-^dn'  4-  dTC?  =:du^C+  li§t  4-  ^0\ 

les  Cosinus  des  angles  que  forme  d<i  sur  la  sphère  avec  les 


(35) 

troîfi  axes  des  coordonnées  ou  -t-î  -r-?  -r-  »  sonl  donc 

de   da    de 


Vc-f-2#^+fff»    ^/c^^TFT+Ç?    \/c-hi}Ji-hÇ(' 

Si  f^  représente  la  valeur  de  t  qui  correspond  à  ûe  =  o, 
on  a,  d'après  l'équation  (6), 

(9)  ''^~w: 

et  si  Ton  désigne  par  a'  l'angle  correspondant  à  a  sur  la 
sphère,  on  a 

,    .          ,      (a+a'^,)(a-f.a'/)-f.(b4-b'r.)(b4-b'/)^-(c^c'/.)(c-4-c'/) 
(10)  cosa  = .  -^       ■       ■ — i  — ^ 9 

ou,  en  simplifiant, 
11)  cosa'=-7--.     ■■  -    /  1    g=^> 

d'où  l'on  déduit  pour  tang;e'  la  valeur  suivante 
(î2)  tanga'  =r -^ — j-^ -. 

En  difTérentiant  cette  équation,  il  vient 

^dt 

et,  par  suite,  d'après  l'équation  (7), 

(l{)  da*dct=z^du^dt. 

Par  la  difTérentiation  de  l'équation  (6),  on  a 

(i5)  ^^=  tn  •  '  ^ai  '   ;;^ 

(»,  co$a  -+-  9i  sma)' 

3. 


(36) 
et  de  la  >preinière  des  équations  (4)9  en  y  remplaçant 

'-r'=^t  par  sa  valeur  en  a,  équation  (6),  on  tîre 

(16)  ^^="S Tsi"^ — ' 

UJii  cosa  +  1^2  sina 
donc 

(17)  dq'd7.=  {%,lSi^^%^%^du}dt. 

Cette  équation  et  Féquation  (i4)  donnent 

Puisque  dq  est  le  rayon  vecteur  et  a  Tangle  corres- 
pondant pour  la  courbe  infiniment  petite  f  et  que  de 
est  le  rayon  vecteur  et  aJ  Tangle  correspondant  pour  la 
courbe  infiniment  petite  f ,  on  a 

('9)       >"=lj       ''^''^**    '?  =  5j[      ^^''^*'- 

L^ntégration  de  Téquation  (18)  entre  les  limites  a=  o 
et  a  =  27r  qui  correspondent  aux  mêmes  limites  de  a', 
donne  donc 

Si  Ton  désigne  par  ©  la  mesure  de  la  densité,  on  a 

(21)  0  =  ^  = 


Des  relations  (4)  on  tire 


(  37  ) 
D'après  les  valeurs  de  pi  et  ps,  équation  ( lo)  (§  IV),  on  a 

eg  — ff'  =  f),f),A, 
gC—  (f -H  r)  ^  +  eg  =  -  (p.  +  p,)  AS 

et  puisque,  d'après  Féquation   (4)  (§  III) , 

V,V,  =  A(^-r.)> 


on  a 

(22)    5l,ll,-.5laîî.  =  A[f).f),-.(p,  +  p,)R-+-ï^']; 

donc 

^^  ^  ^^p.p7— (p.  +  p2)R  +  R' 

ou 

(24)  e  = 

Ainsi  : 


(p.-R)(p2~R) 


La  mesure  de  la  densité  en  chaque  point  d^un  rayon 
est  égale  à  la  réciproque  du  produit  des  distances  de  ce 
point  aux  foyers  du  rayon. 

Cette  mesure  est  toujours  réelle,  même  quand  les 
foyers  sont  imaginaires.  Pour  des  systèmes  de  rayons  à 
surfaces  focales  réelles,  celte  mesure  est  positive  pour 
tous  les  points  situés  en  dehors  des  surfaces  focales,  né- 
gative pour  les  points  situés  entre  ces  deux  surfaces,  et  sa 
valeur  négative  maximum  correspond  au  centre  de  chaque 
rayon  5  pour  les  foyers,  elle  est  infinie.  Dans  les  systèmes 
à  surfaces  focales  imaginaires,  cette  mesure  est  toujours 
positive  et  est  maxima  pour  le  centre. 

Si,  avec  un  rayon  donné,  on  prend  tous  les  rayons  in- 
finiment voisins  passant  dans  Tintéineur  de  la  courbe  in- 
finiment petite  ^tracée  dans  un  plan  perpendiculaire  au 


(38) 

rayon  donné)  on  Aura  un  pinceau  infiniment  peiU  de 
rayons,  terminé  par  la  surface  réglée  formée  par  tous 
les  rayons  qui  s'appuient  snvf.  L'aire  infiniment  petite^ 
est  la  section  de  ce  pinceau  infiniment  petit.  C'est  donc 
la  section  qui  correspond  à  Tabscisse  R.  Si  l'on  considère 
une  section  perpendiculaire  y  dont  Fabscisse  soit  R',  la 
courbe  qui  lui  correspond  sur  la  sphère  est  la  courbe  cp 
qui  correspond  à  f-^  car  tous  les  rayons  qui  s'appuient 
sur  le  contour  y*  s'appuient  aussi  sur  le  contour/^'.  Si  Ton 
désigne  la  mesure  de  la  densité  au  point  dont  l'abscisse 
est  R'  par  0',  on  a 


d'où 
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Donc  : 

Les  aires  des  deux  sections  d^un  pinceau  infiniment 
petit  sont  ini^ersement  proportionnelles  aux  mesures  des 
densités  aux  points  où  passent  ces  sections. 

Si,  au  lieu  de  considérer  les  mesures  de  la  densité,  on 
considère  les  densités  mêmes  des  rayons  d'un  pinceau 
infiniment  petit  en  ses  différentes  sections,  il  est  clair  que 
ces  densités  «ont  dans  le  rapport  inverse  des  aires  des 
sections  du  pinceau.  En  effet,  tous  les  rayons  d'un  pin- 
ceau se  distribuent  dans  toutes  les  «ections  de  manière  k 
en  couvrir  toute  Taire,  et  dans  chaque  section  ils  sont 
d'autant  plus  rapprochés  que  ces  aires  sont  plus  petites. 
Donc  : 

Les  densités  dans  les  différentes  sections  d^un  pin^ 
ceau  donné  sont  proportionnelles  aux  mesures  des  den- 
sités correspondantes. 
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Cçci  justifie  suffijsammeot  la  dénomination  de  mesure 
de  la  densité. 

Pour  d^ux  points  situés  ^ur  des  rayons  différents  ou 
appartenant  à  deux  pinceaux  in0uiinent  petits,  )e  rap- 
port des  densités  n'est  pas  nécessairement  le  mèiAeque 
celui  des  mesures  de  la  densité.  Ceci  devient  évident 
quand  on  considère  le  système  particulier  où  tous  les 
rayous  passent  par  un  même  point.  Ce  sysièmft  peut 
être  tel,  que  les  rayons  s'épanouissent  dans  tous  les  9ens 
d'une  manière  identique  ou  avec  la  même  densité,  ou 
bien  il  peut  être  tel,  que  le  rapprochement  des  rayons 
varie  avec  la  direction  des  rayons.  Dans  le  premier  cas,  la 
densité  est  la  même  pour  tous  les  points  également  éloignés 
du  point  de  départ  des  rayons  et  par  suite  elle  est  toujours 
proportionnelle  à  la  mesure  de  la  densité.  Dans  le  second 
cas,  la  densité  est  fonction  de  la  distance  au  point  de  dé- 
part, mais  elle  est  aussi  fonction  de  la  direction.  En  gé- 
néral, imaginons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait,  qu'un 
système  de  rayons  soit  déterminé  comme  il  suit.  De  cha- 
cun des  points  d'une  surface  donnée  part  un  rayon  dans 
une  direction  déterminée.  Nous  pourrons  considérer  la 
densité  des  différents  points  du  système  situés  sur  cette 
surface  donnée  comme  une  fonction  de  or,  y^  z  on^  ce  qui 
revient  au  mào^,  comme  une  Ibnction  des  variables  in- 
dépevidantas  u  et  v,  Par  $uite,  la  densité  ^n  un  point 
donoé  d'un  système  «era  déterminée  par  rapport  à  la 
den^li^é  d'un  poîm  situé  sur  le  rayo«  passant  par  le  point 
donnât  î^a  densité  en  u»  point  qw^çonque  ^t  igale  à  la 
mesure  de  la  densité  en  ce  point  muUipliéi^  par  i^ne  fonc" 
tîon  de  w  et  dç  »^  qui  né  renferme  jas  R  et  qui,  par  suite, 
est  la  même  pour  tous  les  points  appartenant  à  un  même 
rayon.  Lorsque  celte  fonction  est  constante  et  que,  en 
conséquence  de  cela,  la  densité  en  tous  les  points  du  sys- 
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tème  est  proportionnelle  à  la  mesure  de  la  densité,  on 
pourra  dire  que  le  système  est  homogène. 

Tous  les  points  des  différents  rayons  d'un  système  où 
la  mesure  de  la  densité  est  la  même,  sont  situés  sur  une 
surface  que  Ton  peut  nommer  surface  d^ égale  mesure  de 
densité.  Comme  Ton  peut  donner  à  la  mesure  de  la  den- 
sité toutes  les  valeurs  constantes  que  l'on  veut,  il  s'ensuit 
que  dans  chaque  système  de  rayons  il  y  a  une  série  de 
surfaces  d'égale  mesure  de  densité.  Toutes  ces  surfaces  se 
représentent  bien  simplement  au  moyen  de  l'équation  (2 3) 

Supposons  0  constant  et  résolvons  cette  équation  par 
rapport  à  R,  nous  aurons 
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R^P'  +  P'-4-4/(P'-P'):-L-i 

2      ~  V        a  e 


Pour  chacune  de  ces  valeurs  de  R, 

(27)  a/crrjr^-RÇ,      ^'=^--HR»,     z'  =  24-RÇ 

sont  les  coordonnées  de  tous  les  points  du  système  pour 
lesquels  la  mesure  de  la  densité  a  la  valeur  constante  0. 
Ces  équations  (27)  sont  les  équations  des  surfaces  d'é- 
gale mesure  de  densité,  en  ce  sens  qu'elles  déterminent 
les  coordonnées  des  points  de  celte  surface  en  fonction 
des  deux  variables  indépendantes  u  et  v^.  Pour  que  ces 

surfaces  soient  réelles,  il  faut  que  la  valeur  de  -  soit 
comprise  entre  les  limites  — Sîi—IlL  et  -+- 00  .  Pour 
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0  =r  oo  ,  R  n'est  ri^el  que  si  les  foyers  le  sont,  et  on  a 

R  =r  p,     ou    R  =  p„ 

de  sorte  que  les  surfaces  focales  sont  des  surfaces  d'égale 
mesure  de  densité.  Cette  mesure  est  infiniment  grande 
pour  tous  les  points  de  ces  surfaces. 

Si  les  deux  surfaces  focales  sont  réelles  et  données,  en 
sorte  que  tous  les  rayons  du  système  puissent  être  consi- 
dérés comme  des  tangentes  communes  à  ces  surfaces,  on 
peut  construire  facilement  les  surfaces  d'égale  mesure  de 
densité.  Il  suffit  pour  cela  de  déterminer  sur  chaque 
rayon  un  point  tel,  que  le  produit  de  ses  distances  aux 
foyers  du  rayon  (ou  points  de  contact  du  rayon  avec  les 
surfaces  focales)  soit  égal  à  une  constante  donnée.  Si 
cette  constante  est  positive,  le  point  se  trouve  en  dehors 
des  deux  foyers  ;  il  se  trouve  entre  les  deux  foyers  dans 
le  cas  contraire. 

[La  fin  prochainement.) 


THÉORIE  DES  POINTS  MULTIPLES  ET  DES  TANGENTES  ; 

D*APRis  SALMON. 


1.  Soit 

A  -H  Bo:  -f-  Cj  4-  Dx^  -h  Etj  +  Fr»-|-.  .  .  ==  o 

l'équation  en  coordonnées  cartésiennes  d'une  courbe. 
Si  l'on  a  A=:  o,  la  tangente  à  l'origine  est  alors 

ou  en  coordonnées  polaires 

p  (  B  ces  0  4-  Csin  0)  =  o. 


(  4a  ) 
Si  Ton  a  encore  B  =  o,  Taxe  des  x  est  une  tangente,  et 
si  C  =  o,  Taxe  des  j^  est  une  tangente. 

2.  SîA  =  B  =  C  =  o,  toute  droite  qui  passe  par  l'o- 
rigine rencontre  la  courbe  en  deux  points  qui  coïncident^ 
l'origine  est  alors  un  point  double,  et  sous  ccpoîntde  vue 
toutes  ces  lignes  sont  en  quelque  sorte  des  tangentes; 
mais  parmi  ces  lignes  il  y  en  a  deux  qui  touchent  plus 
étroitement  les  courbes  que  toutes  les  autres  :  ce  sont 
celles  qui  sont  déterminées  par  Téquation  polaire 

p' (D cos' 0  -H  Esin  Ôcos  ô  -h  Fsin^ô)  =  o; 

alors  Féquati on  polaire  devient  divisible  pour  jO*;  trois 
valeurs  de  o  deviennent  nulles  :  ce  sont  ces  deux  lignes 
qui  portent  exclusivement  le  nom  de  tangentes.  Le  sys- 
tème de  ces  deux  lignes  est  représenté  par  Téquation 

Dx'  +  Gxy  -i-  Fj'  =  o, 

3.  Si  Téquation  polaire  de  la  courbe  est 

«a  -4-  «s  4- . . .  =  o, 

M^,  c'est  f^  multipliée  par  une  fonction  trigonométrique 
de  9 ,  r/,  =  o  est  Téquation  du  système  des  doubles  tan- 
gentes. 

Il  y  a  trois  cas  à  distinguer  ; 

1®  Les  deux  tangentes  sont  réelles.  Alors  l'origine  est 
un  point  d'intersection  de  deux  branches  de  la  courbe, 
chaque  branche  ayant  sa  tangente  particulière.  On  en  a 
un  exemple  simple  dans  les  courbes  formées  du  système 
de  deux  autres  courbes  ;  soient 

P=:0,      Q  =  0 

deux  courbes  de  degrés  p  et  q  et  /;  -f*  ^  =  «  ;  alors 

U  =  PQ  =  o 
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est  une  courbe  de  degré  n  ;  les  courbes  P  et  Q  se  coupent 
en  pg  points ,  et  en  chacun  de  ces  points  il  y  a  évidem- 
ment deux  tangentes,  Tune  à  la  courbe  P  et  Tautre  à  la 
courbe  Q. 

là?  if«  est  un  carré  parfait;  les  deux  tangentes  réelles 
coïncident  en  une  seule  droite  double.  Le  point  porte  alors 
le  nom  de  point  de  rebroussement^  et  quelquefois,  d'a- 
prè  une  considération  cinématique,  point  station naire. 
Si  la  courbe  est  décrite  par  un  point,  lorsque,  ayant  par- 
couru une  des  branches,  il  arrive  au  point  de  contact  de 
la  tangente  double,  il  semble  s'arrêter  pour  changer 
subitement  le  sens  du  mouvement  dans  le  sens  opposé. 
La  tangente  double  touche  en  trois  points  consécutifs. 

L'exemple  rapporté  ci-dessus  ne  peut  pas  servir  ici  •, 
supposons  que  les  deux  courbes 

Prro,      Q  =  0 

se  touchent  ;  alors  il  y  a  en  ce  point  une  setde  tangente , 
mais  elle  rencontre  la  courbe  de  ce  degré  n  en  quatre 
points  consécutifs,  deux  sur  la  courbe  P  et  deux  sur  la 
courbe  Q.  Ainsi  quoiqu'il  y  ait  une  tangente  double,  ce 
n'est  pas  là  un  point  de  rebroussement  \  Téquation  po- 
laire a  alors  la  forme 

«î  -H  «i^*» -f-  «h  -4-. .  .  =  0, 

iii  =  o  réduit  Téquation  à 

u,  -+-. .  ,=  o. 

3^  Les  deux  tangentes  soniifnnginaires ,  alors  il  n  existe 
aucun  point  consécutif  à  l'origine  qui  est  ainsi  un  point 
isolé j  mais  conjugué  à  la  courbe  ;  toutes  les  droites  qui 
passent  par  ce  point  sont  des  espèces  de  tangentes  qui 
coupent  la  courbe  en  n  —  a  points,  si  n  est  le  degré  de  la 
courbe. 
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4.  Exemple.  —  Soîl  la  cubique  donnée  par  Téquation 

j*  =  (a?  —  a)  (x  —  b)  (x  — c);     c'^b^a^ 

la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x.  Soient 
A,  B,  C  les  trois  points  de  l'axe  des  x  correspondants  à 

X  =  <7,       X=:by       X=C| 

la  courbe  est  formée  d*un  ovale  passant  par  A  et  B  et 
d'une  branche  de  forme  parabolique,  ayant  pour  sommet 
C5  entre  B  et  C  il  n'existe  aucun  point. 

Si  i  =  c  ^  le  point  B  coïncide  avec  C  ;  l'ovale  et  la 
branche  forment  une  seule  ligne,  et  en  C  il  existe  deux 
tangentes  réelles. 

Si  a  =  &,  alors  A  et  B  coïncident  ^  l'ovale  se  réduit  en 
un  point  conjugué^  et  les  droites  qui  passent  par  ce 
point  ne  peuvent  rencontrer  la  branche  infinie  qu'en  un 
seul  point. 

Si  a  =6  =c,  les  trois  points  A,  B,  C  coïncident*,  il 
n'y  existe  qu'une  seule  tangente  simultanément  aux  deux 
branches  infinies.  A  est  un  point  de  rebroussement* 

5.  Si  a  =  fe  =  c  =  o ,  l'origine  devient  un  point  triple^ 
chaque  droite  qui  y  passe  rencontre  là  la  courbe  en 
trois  points  consécutifs ,  et  ne  peut  plus  la  couper  qu'en 
n  —  3  points,  il  y  existe  trois  tangentes  données  par  l'é- 
quation 

1^3  =  0, 

ce  qui  donne  lieu  à  quatre  espèces  de  points  triples  : 

1®  Les  trois  tangentes  réelles  et  distinctes  5 

a®  Une  réelle  et  deux  coïncidentes  \ 

3**  Les  trois  coïncidentes; 

4®  Une  réelle  et  deux  imaginaires. 

Ce  dernier  cas  est  remarquable  ,  car,  à  l'œil,  ce  point 
triple  ne  se  distingue  en  rien  des  autres  points  de  la 
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courbe;  il  n'y  a,  pour  ainsi  dire,  que  l'œil  analytique  qui 
aperçoit  une  difTérence. 

6,  Si  l'équation  polaire  est  de  la  forme 

w^-f-WA+i-h. ..  =  o, 

on  suppose  que  tous  les  termes  qui  précèdent  Ui  sont  nuls*, 
alors  l'origine  est  un  point  de  multiplicité  A;  il  y  a  là  A: 
points  coïncidents,  et  les  trois  qui  y  passent  ne  peuvent 
rencontrer  la  courbe  qu'en  n — k  points;  il  y  existe  k 
tangentes,  ayant /r+  i  points  en  commun  avec  la  courbe, 
et  ne  pouvant  rencontrer  la  courbe  qu'en  n — k — i  points. 


SVR  VNE  IDENTITÉ  DE  WARIN6; 

Par  m.  J.  DE  VIRIEU, 

Professeur  à  Lyon . 


1.  A  la  page  583  du  tome  IV  des  Nouvelles  Annales^ 
on  trouve  ce  qui  suit  : 

«  Soient  n  quantités  quelconques,  ai ,  a^ ,  •  •  • ,  a„ ,  on 
a  toujours  cette  identité  : 

«       fl,ai(«iH-«a)-4-(ûi-H«2)fl3(«i-h^a4-^3)-h  ••  • 
H-  («1-+-. .  .-+-fl„-i)<7»(«i-f-.  .  .H-tf») 

.  »  Warîng  déduit  cette  identité  d'une  propriété  de  la 
»  parabole  ;  il  serait  intéressant  de  l'établir  analytique- 
»  ment.  » 

2.  Il  suffit  de  démontrer  que  le  premier  membre  de 
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ridentité  proposée  esl  imc  fonction  symétrique  des  quan-^ 
tîtés  Otf  a%f' .  »y  a^'^  car  le  second  membre  se  déduit  du 
premier  en  remplaçant  cliacune  des  quantités  de  la  pre- 
mière des  deux  lignes  ci-dessous , 

Oiy    /72  >  •  •  •  9   ^j  »  •  •  •  >    ^n— I  9    Oj,j 
**•>    ^^K^^  •  •  •  9    ^n^l+if  •  •  •  >    ^2>   ^1  > 

par  la  quantité  de  même  rMi|^  dans  la  deuxième  ligne* 

3.  Soit  P„  le  premier  membredê ridentité  proposée; 
fi  est  un  entier  absolu  au  moins  égal  &  %^  et  Ton  a  par 
définition 

n^szn — I 

d'où 

(A)     ?„+,  =  P„  -h  (^,  -f- . . .  -^a^)  ûn+i  (a,-h. . . 4-«iH-i)' 

4,  Développons  quelques  valeurs  particulières  de  P„. 

=  [«,  -h  «a  -f-^3  («« «a)  -i-  </i  «8  -i-  «2  ^a]  —  «i ^ï^Tj, 
P4  rz  P,  4-  (a,  -I-  /ï,  4-  «,  )  04  (tf ,  -l-ir,  -îh  ^j  -4-^4  ) 

o«  Désignons  par  ^S^  la  somme  des  produits  diderenls 
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de  q  (ailleurs  qu'on  peut  former  avec  les  p  quantités  dis* 
tinctes  ai ,  a^y , .  ,^ap\  pS^  sera  une  fonction  symétrique 
de  ces  quantités,  et  les  formules  du  n^  4  deviennent 

Pa  ^^  »S|  X  |S|  I 

Pj  =  jSl   X    jSj   »—  jSj  y 

P4  ^^  «Si  X  iSa  —  48^  , 

d'où  par  induction  : 

(B)  *«  =5  A  "♦•  iiS>  —  n^Z » 

formule  quHl  faut  vérifier. 

H.  Supposons  celte  formule  exacte  pour  une  valeur 
particnlîère  v  de  tî,  on  aura 

Py  =  vSi  X  vS»  —  ySs  I 

et  en  vertu  de  la  formule  (A) 

PïH-i=  Py  +  C^'i-f".  .  •-H7»)«y+i  («iH--  •.•4-«v+t)» 

ou 

Pp4-i^=  AX  ySj—  iSa  -+•  (û|  ■+'.«»tf»)fîy+i  (tf|-f-«.»-f-tfv+i)  9 

mais 

vSj  -H  Ay^-i  (  tf  I  ^^ .  .  .  *+"  ^ïv  )  =  y<4>iS3 , 

donc 

Py+i  ^^  y+i^i  X  y4<tSa  "~"  y+i^s  • 

7.  Si  <k)nc  la  formule  (B)  est  vraie  pour  une  valeur 
particulièt^  de  /?,  elle  est  vraie  pour  la  valeur  de  n  immé- 
diatement supérieure  à  celle-là  •,  or,  en  vertu  du  n°  5,  elle 
est  vraie  pour  n  =  2 . 3 . 4  5  donc  elle  est  générale  \  la  fonc- 
tion P„ ,  mise  sous  celte  forme,  est  évidemment  une  fonc- 
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lion  symétrique  des  quanti  lés  ai , . . . ,  a^, ,  ce  qui  démon- 
tre l'idenlilé  proposée. 


ARITHHOLOGIE. 

Sor  le  earaetère  biqnadratiqne  da  nombre  2;         v 

Par  m.  DIRICHLET. 

Soit  p  un  nombre  premier  de  la  forme  4«  +  i  '•  on  sait 
que  l'on  a 

Posons 

h  —  af=p, 

où  p  désigne  un  multiple  de  p  etfun  nombre  qui  satis- 
fait à  la  congruence.  On  a  le  caraclère  biquadralique  sui- 
vant de  2 

24^'^  '-r  =p. 

Cet  extrait  d'une  lettre  posthume  de  Dirichlet  à 
M.  Stem,  de  Gottingue,  traduit  par  M.  Hoûel,  savant 
professeur  de  la  faculté  de  Bordeaux,  paraîtra  incessam- 
ment dans  le  Journal  de  M.  Liouville. 


QUESTIONS. 


610.  Soit  donnée  une  surface  du  deuxième  degré,  la 
sphère  exceptée,  et  un  poinVfixe,  lieu  d'un  spectateur; 
sous  quel  angle  verra-t-il  la  surface  ?  On  sait  que  cet 
angle  est  mesuré  par  l'angle  solide  du  cône  tangent. 

On  admettra  provisoirement  des  cas  particuliers. 

611,  Trouver  n  nombres  entiers  et  positifs^  dont  la 
somme  égale  le  produit. 


(49) 


TT- 


TflÉORIE  DV  MOUVEMENT  RELATIF^ 

Par  m.  BRESHMANN, 

Professsenr  à  rUnWersité  de  Moscou, 


Soient  O  ^,  O19,  O^  trois  axes  fixes,  Ox,  Oy,  Oz  trois 
axes  mobiles  autour  d'une  même  origine  O;  on  a  pour  un 
point  M  dont  les  coordonnées  sont  Ç,  >?,  ^ 

(l)  <   »=:«,a:-f-^jj-hr,z, 

Lorsque  la  position  des  axes  varie  sans  quils  cessent 
d'être  perpendiculaires  entre  eux,  on  aura 

i'  d\=zaxdx-\'b^djr'\-CydZ'^  xda^  -f-  jé?^,  -f-  zdc^ , 
</îQ  =  a,  fifcr  -f-  62  rfj  -h  c,  fl?z  4-  J^û^ûj  -H  J^^a  4-  ^fi^r,, 

/  d^l^zrzoxd^  X  -{-  bid^y  '\-Cid'*z 

4-  2  [da^  dx  -h  </^i  r/^  4-  dc^,  dz) 
4-  dxd^Oi-^djrd^  bi  4-  dzd^c^^ 

d^ n  z=z  Oïd"^  X  +  bi d^jr  -i-  Cid^z 
(3)  {  4-2(e/flrar/j:4-£/^,J^-|-£/c2fl?z) 

4-  //r</»  a,  4-  âTjfi?»  ^a  4-  dzd*  r , , 

d^  ^=:: a^d^ X  -{-  b^ d^y  4-  f 3 ^- s 

4-  2  (</^73 <r/ar  4-  db^  dy  +  ^Cg  di,) 
-\-dxd^a^  4-  ^îÇx^rf'  ^3  4-  ilzd"^  ^3. 
Iflrf^4-2Wa=r:0, 
crfla  4-  l^adc  =  0, 

(   2Z>^c  4-  l^cdh  ==  o, 
i4nn.  de  MaOtcmal.y  2*  série,  t.  K*",  (Février  l^('^^8. 


«1 


\    2. 


f 


(50) 

OÙ  Z  désigne  une  somme  de  trois  termes  qui  ont  respec- 
tivement les  indices  i,  2,  3,  par  exemple 

2adb  =zai  dbi-^r  Oicibi-^-  a^dbi. 
Mettons  en  ordre  cyclique 

/  ladb  =  — ^f 3  =  — ibda, 
(5)  <    lcda=  —  d^2  =  — '^adcj 

\  2 bdc  =  —  d(fi  =  —  Icdb , 
nous  aurons 

Ilad^b  =  '-'d^tf3  —  Idadb , 
lad^c  =  —  d^tfi—  Id^fdcy 
lad^a  =—l{da)\ 

La  dernière  de  ces  équations  est  la  seconde  différen- 
tielle de  Téquation  Sa*  =  i .  Il  nous  suffira  de  trouver  la 
valeur  de  d^  ^  pour  écrire  celles  de  d*  m^  d*  ^.  Supposons 
qu'à  la  fin  du  temps  t  les  axes  mobiles  coïncident  avec 
les  axes  fixes  et  remarquons  que  a,  i,  c  désignent  respec- 
tivement les  cosinus  des  angles  formés  par  les  axes  x,  j^ 
z  avec  les  axes  indiqués  par  les  indices  1,  2,  3,  qui  si- 
gnifient ^,  >3j  Ç,  on  aura 

û,  :=  I ,       ^2=1,      C3  =:  I  ,        da=:Oj      db^  =  O ,       e/cj  =  G  ; 

mais  d*  ay  d^  b^^  d^  c^  ne  sont  pas  =0,  tous  les  autres 
cosinus  ag,  a^^  ij,  63,  Ci,  Cj  disparaissent;  donc  les 
équations  (5)  et  (6)  deviendront 

Idbx  =  —  ^f  3  =  — diti , 
da:s  =:  —  rff  2  =  —  ^C,  , 
dci  ==  —  d^x  =  —  db^ , 

d^bi=-'  d^<f3  —  da^  dbi  =  —  ^*  ^3  -h  c^fi  r/cp^ , 
(  8)      {  r/* r,  =  a*  f  j  --  dui  dcj=  d^  tp,  H-  ^©3  rfç, , 

d'  «,  =  -  (da,Y  —  (^^3)=^  =  -  {d^,Y  —  {d^,Y. 


(5.  ) 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  première  des  équa 
tions  (3)  et  qu'on  mette  pour  abréger 

__«.,       -;^-«.,       7J7-<^3, 

on  obtient 


d^l^        d^x  (      dz  dy\  r/w2  r/wg 

La  loi  de  composition  du  second  membre  de  cette 
équation   donne  immédiatement  le  moyen  d'écrire  les 

d^  »    d^  C 
valeurs  de  -^-7'  -77-  Lorsque  l'origine  a  aussi  un  mou- 
vement d'entraînement  et  qu'on  désigne  ses  coordonnées 
par  a,  |3,  y  relativement  à   trois  axes  fixes  parallèles   à 
ceux  de  ^,  >?,  Ç,  on  a 

d^x,        d^l        d^oL 

■■      II»  z^z  ———  —4-  — —- —  « 

dt^  dt^         dt' 

r//'    "^  r//»   "*"  T^ï^"' 

donc 


^/^         rfr»     ■     dt'  ' 


(/'a:,  r/^a        d'x  /      dz  r/j\ 

lit^  dt^  dt^  \      di  dt  I 


dfÙ2  Cfû>3  ,  \  , 

-h  z  —  —  j  — -f-<»i{o.,J:-*- W374-W32)  —  w'-^; 

4. 


(52) 


rf'B       d^Y  l     dx  dz\  €/«.  d&. 

Y=  — î-  H ^  -4-2  («s «,  —  I  H-a;  — i  —  z  — - 

di^  ^  dt"^     \  '  dt         'de    ^      dt  dû 


M-  «a  (wi  X  4-  Wa^-  -4-  6)3  z)  —  w*  r  j 

„       £/'  7       «/'  z  l      dy  dx\  dtii 

«//  <//»  \      «^  dt  I       -^    dt 

-f-  »3  (wi  j:  —  «î^  +  «3  z)  —  w'z. 


Pour  faire  usage  de  ces  formules,  îl  faut  savoir  ce  que 
signifient  Ot)i,  ot)t,  tù^  dont  les  valeurs  sont  données  par 
les  équations  (7).  En  effet 

dby  =  dcos[yy  5)  =  —  ^?3  = —  r/cos(x,  >?) 
ou 

—  sin  (/,  Ç)/3?(r>  Ç)  =—  ^f3  =  sin(^,  »î)  </(^,  m  ), 

et  supposant  qu'à  lai  fin  du  temps  t  les  axes  x^j\  z  coïn- 
cident avec  les  ^,  y?,  Ç,  on  aura 

sin(/,Ç)=i,     sin(x,  Ç)  =  i, 

donc 

dtf^z=d{jr,l) 

ou 

dffi=z'^d{xy  Ç), 

c'est-à-dire  que  cfcfs  est  l'accroissement  positif  que  reçoit 
pendant  dt  Tangle  droit  [y^  Ç)  à  la  fin  du  temps  t  ou  la 
diminution  de  l'angle  (a:,  f).  Nous  regarderons  l'accrois- 
sement d'un  angle  comme  positif  ou  négatif  selon  qu'il 
sera  décrit  autour  de  l'axe  de  gauche  à  droite  ou  inverse- 
ment pour  un  œil  qui  se  trouve  sur  l'axe  positif,  mais 
le  signe  donné  à  l'angle  déterminera  la  direction  de 
l'axe  positif.  On  déduit  de  même  des  équations  (7)  que 
Y^cpi,  d(f^  sont  des  angles  infiniment  petits  décrits  autour 


(53) 
des  axes  ^  et  >?  ;  donc 

d(Di  dffi  dffi 

«.=_,  «,=-^,  ".=-5^. 

sont  les  vitesses  angulaires  autour  des  axes  l^^n^Ç*  Remar- 
quons que  les  déplacements  du  point  M  relativement  aux 
axes  fixes,  seulement  en  vertu  du  mouvement  des  axes 
Xyy,  z  autour  de  Torigine,  sont,  d'après  les  équations  (i) 

Id^Ç  ==  xdoi  +ydbx  -4- zdir,  =  Çi£y,  —  ^ndtf^^ 
d^n=:  xda^  -|-  ydb^  -H  zdç^  =  Ç</f3  —  Ç^f  1 , 
</«  l^  =  xda^  +  ydb^  -i-  zdc^  =  u  dtfx  —  Ç^'f  a» 

Tels  sont  aussi  les  déplacements  possibles  d'un  point 
quelconque  d'un  système  invariable,  qui  peut  se  mouvoir 
autour  d'une  origine  fixe.  Le  lieu  des  points  qui  restent 
immobiles  pendant  le  mouvement  des  axes  est  une  droite 
déterminée  par  les  équations 

c'est-à-dire 

>3^y,  —  Ç^ya  =  0, 

OU,  en  divisant  par  dt^ 

Çw»  —  ««3  =  o  7 
(/)  {  Ç«s  — Çw,  =  0, 

>î64i  • —  f  Wa  =  O  . 

On  tire  de  là 

dff\        dfi       dffj  dff 


(54) 
ou 


Ui        eù2       61)3  0) 


?      >3      ç      ^/irif^^riirç» 

où 

Ces  ëquations  donnent 

— -r====  =  €0S(/,  f)=r=--I.  =r  -, 

ï)^ ailleurs  les  équations  (1),  respectivement  multipliées 
par  ^,  yj,  Ç  ou  par  «icji,  t/cft,  r/cps,  donnent 

La  première  de  Ces  équations  nxohtre  que  le  déplace- 
ment dg(j  dont  les  projections  sont  dg\^  dgin^  dg^  se  fait 
sur  une  sphère  décrite  autour  de  Torigine,  et  la  seconde, 
mise  sous  la  forme 

dof.dgl        dffidevi        «/a>3^«Ç  ...     . 

prouve  que  l'arc  dgd  est  perpendiculaire  à  la  droite  (/). 

Soit  r=Mn  le  rayon  de  cet  arc,  MO  =  R,  ou  tire 
des  équations  (I) 

(d^Y^{dny-^{dl^y=dgfT'=zdf{i'--hn'-^K') 

z=K^drf'^Ii'dff\C0S'{i^K), 

:=^R'dfsïn'{ffl{)  =  r^df; 


{  55  ) 
donc 


(Iff 


r 


est  Tare  décrit  autour  de  Taxe  instantané,  et,  d'après  les 
équations  trouvées  ci -dessus, 

^^,  =  ^^C08(/,  Ç) 

ou 

(Oi  =  6i> cos (/,  Ç) ,     &>]  =  &> ces (/,  Y}),     6)3  =  b)cos (/,  C), 

c'est-à-dire  qu'en  connaissant  la  vitesse  angulaire  autour 
d'une  droite  (/),  on  trouve  sa  composante  autour  d'une 
autre  droite  \  en  multipliant  w  par  cos  (/,  ^)  (*). 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  603 

(TOlr  t.  XX,p.  899); 

Par  m.  COLOT, 

Professeur. 


Si  Ton  désigne  par  E  (a,  V)  la  circonférence  d'une  el- 
lipse dont  les  axes  sont  a  a,  2  &  et  si  Ton  pose 


on  a 


(Prouhet.) 


C^)  Ce  Mémoire  et  celui  de  M.  Quet  sont,  à  ce  que  je  sache,  ce  que  nous 
avons  de  plus  satisfaisant  sur  les  mouvements  relatifs,  les  seuls  qui  exis- 
tent dans  la  nature.    Tm. 


(56) 
Nous  représenterons  par  E  (  -  j  la  fonction  elliptique 

complète  de  seconde  espèce  qui  a  pour  module  -  » 


X  ''^\A-?^' 


Lemmel* — La  circonférence  d'une  ellipse  E  (a,  b)  est 
égale  2  a  E  à  (  - 1  •  (  Voir  tous  les  Trai  lés  de  Calcul  intégral .) 

Lemme  II,  —  Soient  X,   ij,  X,  trois  quantités  liées 
entre  elles  par  les  relations 

A,  — -— ■>        Aa  =  — r- 

et  p,  fX|,  /Xj  trois  autres  quantités  telles,  que  Ton  ait 

on  peut  poser 

(A)  fx,  (i  -f-  fxi)  E  (>)—  (2  -h  f*i)  K  (^,)  4-  (i-f-  X.)  E  {\,)  =  o 

(Verhulst,  Fonctions  elliptiques,  p.  162). 

Théorème.  —  Les  trois  ellipses  ont  pour  excentricités 

-,  — — 9  ,*  V égalité  à  démontrer  revoient  donc  à 

a    a-\-c    a-+'  0  ^ 

la  saii^antc 

(B)  E  (îU -fjtf,  E  (iiff  U  *  . -^  E  (îll-^V 
^    ^        \a)        T.a  +  b      \a+c)       «    2«-h6      \a  +  bj 

Posons 

a  —  b  c  2.  \ac 

^^  tf-7-^  'a  'a  +  c 


(  57  ) 
OU  vérifiera  sans  peine  que 


2  V^  2  v/X , 

^»  =^  — : — T'       ^a  — 


et  que  la  substitution  dans  Fégalité  (B)  des  valeurs  de  a, 
by  c  tirées  des  équations  (G),  la  rendra  identique  à  (A). 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  509 

(Toir  t.  XIX,  p  M)  : 

Pae  m.   COLOT, 

Professeur. 


Soient  p  ex.  q  deux  nombres  donnés,  p^  la  moyenne 
arithmétique,  q^  la  moyenne  géométrique,  p^  la  moyenne 
arithmétique  de  p^  et  q^j  q^  leur  moyenne  géométrique, 
et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que  ^«+1,  y„+i  sont  les  moyennes 
arithmétiques  et  géométriques  de  jl>„,  ^„.  Quelle  est  la  va- 
leur dey^Go  et  démontrer  que  poo  =zqco  .     (Gauss.) 

Il  est  facile  de  montrer  que  pco  =  qoo  .  En  effet  on  a, 
par  définition  des  quantités  qi  et  pi, 


^'=       2 


d'où 

P-^g—^^IFg  ^P—^sRislP"  sfq)  ^p--q, 
;,.-y.==  i 1 <-7~' 

on  aurait  de  même 

p.-q.<—^<—lÇ-^ 


(  58) 
tîl,  en  général, 

ce  qui  démontre  que  la  différence /^„ —- ^„  a  pour  limite 
zéro. 

Avant  de  chercher  la  valeur  commune  des  deux  quan- 
tités /;oo  ,  qço  ,  nous  établirons  quelques  lemmes. 

Lemmes,  —  Soient  c,  c\^  Cj,...,  une  suite  de  quan* 
tités  plus  petites  que  Tunité  et  croissantes,  liées  entre 
elles  par  les  relations 

C,  =  ; )         Cj  =  —  5  .  .  .  . 

I-4-C  i-l-r, 


Soient 


^r=  y/i  —  c%      ^,  =  y/i  — cî, 


on  aura 


(a  0  = 7-)      &,  =: — -—r 


a« 


^^  l-\-c  i-hc, 

(   D(r„)  =  (i  +  c)(H-^.)...(H-c„«i)D(c) 
(y)        s 

(  (Vbrhulst,  Fonctions  elliptiques,  p.  i48.) 

4" 

(3)         D  (6)  =  (i4- *„)(!  + 6„_,)...(H-*,)D(*„). 

5» 
(,)  D(fc)  =  — ? 2 —D(b,}. 


(59) 

[D  (6)  représente  la  fonction  elliptique  complète  de  pre- 

mière  espèce   i       ■.        ■  %  et  ainsi  des  autres.) 

Les  égalités  (a)  et  (jS)  se  vériGent  sans  difficulté. 

(d)  ne  diffère  de  (y)  qu'en  ce  que  les  modules  c,  Cj, 
Cj,...,  ont  été  remplacés  par  i„,  i„_i,.'-j  q^i  ^"^  entre 
eux  les  mêmes  relations. 

(e)  est  une  conséquence  immédiate  de  ((3)  et  de  [â). 
Enfin    en    résolvant    (y)    par    rapport    au    produit 

(i  +  c)  (i  +  Ci)...(i  H- c„_i),  on  obtient  la  formule  (X). 
Passons  maintenant  à  la  recherohe  àepco  . 

Posons 

P  Px  Pn 

Nous  aurons 

Z^"  = ?        y„  =  S/Pn^y  7«-i  > 


Pn         Pnr-i  -H  ^n-i 


OU 


C 


par  conséquent  tout  ce  qui  a  été  dit  précédemment  esl 

applicable  à  la  suite  de  rapports  -,  ~?  etc. 

P    Pi 


(6o) 
De  plus  on  a 

2/?2  =/>l  -f-  ^1  =/>!  (l  -f-  C,), 


Multipliant  membre  à  membre  et  supprimant  les  facteurs 
communs, 

2»/?.  =  ;? (i  -f. c) (i-H  c.) . . . (i  4-  ^ji-i), 
et  comme  (i-*-c)  (i  +  c,)...(i  +  c„_i)  =        ,^'  ? 

pour  w  =  00  ,  c„  =  I,  i„  =  o, 


donc 


i>(*«)  =  ^; 


remplaçant  b  par  sa  valeur 


v^ïir^=y/i-|;=iv^r=:7', 


nous  aurons  pour  valeur  définitive 

pic 


pco  = 


(6.  ) 


ÉOIIATIONS  TRIGONONÊTRIQUES 

(▼olr  BUI.LKTIII,  t.  V,  p.  4)  ; 

Par  m.  J.-Ch.  DUPAIN. 


Je  pose 


tango?  tang2x  -h  coto:  =  2. 


j==tangar. 


puis 


2-1-1 


12 

et  j'obtiens  successivement 

z3  —  .^5z -1-358  =  0; 

il  n'y  a  qu'une  racine  réelle  :  z  =  —  io,4'^23, 

r  =  -- 0,78769, 

x  =  — 38«i3'37''±i8oO/7. 


2  sin*  3ar  •+■  sin*  6.r  =  2. 

Je  pose 

j  =  sin3x, 

et  j'obtiens 

V*  —  3/'+i  =  o. 

sin  3x  =±:  1 ,  jr  =±  3o*>±  1 20*>  /ï, 

I  (    X=:dbl5"±I20*>//, 

^2      (  .r=±45**±i2o*»/7. 


cosnx  -\-  cos  (/î  —  2)0:=  cos  x. 
Je  rends  le  premier  membre  logarithmique 

2cos(x  —  i).rcosj?  =  C0SJ7; 

cosj?=o,  j:  =  ±36o®/î, 

I  ±36o°/î=h6o" 

COS(«  —  ljd:  =  — ,       J7=:  . 

^  '  2  « —  1 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  294 

(voirt.  XllI,  p.  81S); 

Par  m.  FAURE. 


Soient  Pi,  Ps,.">  ï^/o  ^  points  matériels  de  mêmes 
masses^  Gi  le  centre  de  gravité  de  Pi,  P^^  Gs  le  centre 
de  gravité  de  P3  et  de  la  masse  Pj  +  Pj  posée  en  Gj  ;  G* 
le  centre  de  gravité  de  P*  et  Gs,  et  ainsi  de  suite,  de 
sorte  que  G„  est  le  centre  de  gravité  de  P„  et  de  G„«i.  G„ 
est  indépendant  de  la  manière  dont  on  prend  les  masses. 
Désignons  par  A(,)  la  distance  de  G/_i  à  P,  5  la  quantité 

;  (A,)' 4- 1  (A,)»  +  I (A.)  +. .  •  +~^  (A.)' 

est    constante   dans   quelque    ordre    qu'on    prenne   les 

masses.  (Steijver.) 

Lemme. —  Soient  A,  B,  G  trois  points  en  ligne  droite, 
G  un  point  quelconque  ^  on  ^  la  relation 

G  A'.  BC  +  CB\  AC  =  AB .  AC  BC  -f-  GC^  AB. 


{  63  ) 
Si  aux  points  A  et  B  sont  appliquées  les  masses  respec- 
tives a,  j3,  et  que  C  soit  leur  centre  de  gravité,  Tégaliié 
précédente  devient 


Dêmonsi ration,  —  Ceci  admis,  au  lieu  de  supposer, 
comme  dans  le  théorème  de  M.  Steiner,  que  les  points  P 
aient  des  masses  égales,  je  suppose  qu'ils  ont  des  masses 
inégales  respectivement  représentées  par  p^^  /^t,...,  Pn* 

Soit  alors 

/?!  +  /^a  -h .  •  .  -H  /?*  =  S*, 

et  G  un  point  pris  arbitrairement;  joignant  ce  point  k 
tous  les  points  P  ainsi  qu  aux  points  Gj,  Gg,...,  G„,  les 
triangles  GP|  Pt,  GGjPs,...,  GG„_i  P„  donnent 

/>.Gp;-f-/^,Gp;  =  ^^'p.p;-+.s,GG;, 
s,gg; +/?3Gp;  =  î^  G=p; -t- S3GG;, 

*3 


S^,  GG._.  +pn  GP'  =  '^^=^  G._.  P^  -H  S„  GG;. 


'n 


Si  Ton  vient  à  supposer  que  le  point  G  coïncide  avec 
G„,  centre  de  gravité  de  notre  système  de  points,  le  terme 
GG„  est  nul,  de  sorte  qu'en  ajoutant  les  égalités  précé- 
dentes, on  trouve 

£i£î  p,  Pj  +  îî£î  G,  PJ  + . .  +^:=^"  G„ -,  p„ 

=/?.G«P;-l-/>,G„PÎ4-...H-/?«G,P^ 

Le  second  membre  est  constant,  le  premier  le  sera  aussi. 
Si  les  masses  sont  égales,  on  a  le  résultat  de  IVI.  Steiner. 
Ce  théorème  donne  des  corollaires  intéressants  que  Té- 
quation  indique  d^elle-mème. 


(64) 
SOLUTION  DE  LA  QUESTION  29S 

(voir  t.  XIII,  p.  818); 

Par  m.  FAURE. 


Par  un  point  P  pris  dans  le  plan  d'une  courbe  algé^ 
brique  M,  on  mène  des  normales  à  cette  courbe  qui  la 
rencontrent  aux  points  Ai,  Aa,.«M  -^n*  On  suppose  que 
la  somme  des  carrés  de  ces  normales  est  égale  à  ^•,  quan- 
tîté  constante.  Le  point  P  engendre  une  courbe  Mi  5  la 
normale  à  cette  courbe  menée  par  le  point  P  passe  par  le 
centre  des  moyennes  distances  des  points  Ai,  At,  etc. 

Cherchons  un  point  Q  tel,  que 

QAÎ-^QAJ^-...-f-QAi=:/?^ 

le  lieu  du  point  Q  est  une  courbe  Mj  touchant  la  courbe 
Ml  au  point  P.  Il  en  sera  de  même  pour  une  relation 
quelconque  entre  les  normales. 

Démonstration.  —  Des  points  Ai,  Aji,...,  A„  comme 
centre  avec  des  rayons  quelconques  je  décris  des  cercles, 
le  lieu  du  point  dont  la  somme  des  carrés  des  distances 
aux  centres  de  ces  cercles  est  constante  sera,  comme  Ton 
sait,  un  cercle  M,  qui  a  pour  centre  le  centre  des 
moyennes  distances  des  points  Ai,  Aj,...,  A„.  SoîtP'  un 
point  infiniment  voisin  du  point  P  sur  la  courbe  M,  les 
normales  menées  de  ce  point  à  la  courbe  M  seront  aussi 
normales  à  chacun  de  nos  cercles  et  passeront  ainsi  par 
leur  centre.  Donc  le  point  P'  est  sur  la  courbe  M,.  La 
droite  PP'  étant  tangente  aux  deux  courbes  Mi  et  M^,  la 
normale  en  P  à  la  première  passera  par  le  centre  des 
moyennes  dislances  des  points  Ai^  As,...,  A„.  Dans  le  cas 
où  la  courbe  Mj  ne  serait  pas  un  cercle,  c'est-à-dire  si 
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FoD  établissait  toute  autre  relation  entre  les  normales, 
cette  courbe  n'en  serait  pas  moins  tangente  à  la  courbe 
Ml  5  cela  est  évident  d'après  ce  qui  précède. 


•ÉMONSTRATION  D'UN  THÉORÈME  DE  M.  STEINER; 

(Tolr  page  16  )  ; 

Par  m.  J.  MENTION. 


IV. 

Théorème.  —  Le  point  d'intersection  des  deux  wé- 
dianes,  dans  les  quadrilatères  de  bissectrices^  est  situé 
sur  les  trois  cercles  de  neuf  points  correspondants  aux 
triangles  qulon  obtiendra,  en  prenant  les  points  de  ren- 
contre de  toutes  les  bissectrices  partant  des  couples  de 
sommets  opposés,  respectii^ement , 

Ainsi  je  dis  que  le  cercle  des  neuf  points  relatif  au 
triangle  PQH  [fig*  i,  p.  19)  contient  le  point  de  con- 
cours des  médianes.  En  effet,  il  est  clair  que  les  trois 
hauteurs  de  ce  triangle  passent  par  le  point  G,  et  que 
les  deux  médianes  rectangulaires  aboutissent  aux  milieux 
6,  9  de  GH  et  PQ,  ces  dernières  étant  séparément  diago- 
nales de  nos  quadrilatères  GG'...  HH'...,  PQ....  Or  le 
cercle  des  neuf  points  a  pour  diamètre  la  droite  îQ  \  donc 
le  théorème  est  démontré. 

Corollaire,  —  Le  cercle  des  neuf  points  passe  évidem- 
ment par  les  sommets  A,  C5  la  dia^^onale  AC  sera  vue, 
par  conséquent,  du  point  commun  aux  deux  médianes  sous 
le  même  angle  que  du  milieu  de  GH,  c'est-à-dire  sous 
un  angle  égal  à  deux  fois  AHC,  parce  que  A,  C,  G,  H 

Aan.  de  Mathêmal.y  2" série,  t.  l®"*.  (Février  1862.)  5 
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appartiennent  à  un  même  cercle.  Mais 

AHC  =  2ff  —  D  —  TT = . 

2  a 

La  diagonale  BD  sera  vue  du  même  point  sous  un  angle 
égal  à  A  —  C,  la  diagonale  EF  sous  un  angle  égal  à 
A  +  C.  On  reconnaîtra  bien  aisément  que,  du  point  de 
concours  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  du  quadri- 
latère proposé,  on  voit  les  diagonales  AC,  BD,  EF  sous 
les  angles  B  —  D,  A  —  C,  A  +  C. 

Ainsi  nous  avons  entièrement  prouvé  le  théorème  de 
M.  Steiner,  et  par  des  considérations  sans  doute  très-dif- 
férentes de  celles  qui  Tont  fait  découvrir.  Nous  serions 
curieux  de  savoir  comment  y  a  été  conduit  Fauteur,  si 
habile  dans  Tart  d'initier  aux  beautés  géométriques. 

V. 

Cas  particuliers. 

Je  n'ai  pu  entreprendre  de  dessiner  complètement  la 
figure,  sujet  de  toutes  ces  propriétés.  Ce  serait  une  vé- 
ritable épure,  et  fort  délicate.  JVxamincrai  encore  les 
deux  cas  où  le  quadrilatère  est  circonscriptible  et  in- 
scriptible  au  cercle,  pour  lesquels  des  figures  spéciales 
ne  sont  point  indispensables. 

/*''  Cas.  —  Un  des  cercles  de  la  première  série  devient 
infiniment  petit;  il  se  confond  avec  un  des  triangles  du 
premier  quadrilatère  de  bissectrices.  Autrement,  les 
points  de  rencontre  des  bissectrices  opposées  du  premier 
système  se  réduisent  à  quatre,  et  le  centre  du  cercle  est 
l'un  des  points-limites  de  la  série  orthogonale;  l'autre 
point-limite  est  la  projection  du  centre  sur  la  droite  unis- 
sant les  points  de  rencontre  externes. 

//*  Cas.  —  Les  bissectrices  issues  des  sommets  E,  F 
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forment  un  rectangle,  et  le  second  quadrilatère  des  bis- 
sectrices est  aussi  un  rectangle,  inscrit  au  même  cerd« 
que  le  quadrilatère  donné;  ce  qu'on  vérifierait  <la  reste 
immédiatement.  Donc  ce  cercle  fait  partie  du   second 
groupe,  et  le  cercle  décrit  sur  GH  ou  EF  comme  diamètre 
appartient  au  premier.   Enfin  le  point  de  concours  des 
deux  lignes  centrales  iest  précisément  au  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  du  cercle  proposé  sur 
EF.  Car  ce  centre  se  trouve  sur  les  cercles  des  neuf 
points  répondant  aux  triangles  PQH,  P'Q'H',  lesquels 
passent  aussi  respectivement  par  les  sommets  A,  C  ;  B,  D  : 
d'où  l'on  conclurait  que  leur  corde  commune  est  perpen- 
diculaire sur  la  droite  EF,  et  équidistante  du  centre  et 
de  cette  dernière,  qui  sera  la  ligue  centrale  du  premier 
groupe. 

De  nos  observations  se  dégagent  les  deux  théorèmes 
suivants  sur  le  quadrilatère  inscrit  : 

1°  Le  point  de  concours  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles  d'un  quadrilatère  inscrit  au  cercle  est  la  pro- 
jection du  centre  de  celui-ci  sur  la  troisième  diago- 
nale. 

2°  Le  cercle  décrit  sur  la  trcnsième  diagonale  comme 
diamètre  coupe  à  angle  droit  le  cercle  circonscrit  au 
quadrilatère. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  611 

(TOir  page  48)  ; 

Par  m.  HOUSEL, 

Professeur. 


Trouver  n  nombres  entiers  et  positifs  dont  la  somme 
égale  le  produit. 


^, 
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Considérons  d'abord  le  cas  où  ces  nombres  sont  tous 
différents,  et  soit  a  le  plus  petit  d'entre  eux  ;  les  autres 
sont  a-^-OL^^  a-l-aj,...,  a  H-  a„«i. 

La  condition  énoncée  s'exprime  par  l'équation 

a(aH-a,)(a-|-aa)...(fl-|-a;,_i)=/îâ!  -f-  a^  -h  a, -+- . .  .+  a«_, 
ou  bien 

«"  4-  «•»-•  2,  -f-  fl"""*  2a  -H ...  -h  û*  2„-.2  H-  « .  a,  «2 .  .  •  a„_, 

=  /za  -4-  2|y 
et  encore 

û  (W  —  <X,\  CL^  Ct-z  •  •  •  ^n— 1  ) 

=  a'»  4-  (a«  —  i)  2,  +  «"-^  2,  +  .  .  .  +  a'  2„.,. 

Le  second  membre  est  toujours  positif,  car  a  ^  i ,  ce  qui 
fait  que  a" — i  n'est  jamais  négatif:  donc  le  premier 
membre  doit  être  aussi  positif,  c'est-à-dire  que 

Puisque  tous  ces  nombres  a^,  ag,...,  a„_i  sont  différents 
d'après  la  supposition  que  nous  avons  faite,  et  que  le  plus 
grand  d'entre  eux,  «„.i,  est  évidemment  inférieur  à  /i, 
on  aura 

Mais  l'inégalité 

/i>i.2.3. .  .  {n  —  2)(«  —  i) 

est  généralement  fausse,  et  l'on  a  même 

«<(«  — 2)(/î  — i), 
car  la  quantité 

{n  —  2)(/î  —  i)  —  n-=:  n} —  ^n-^  2,-=  n[n —  4)H"^ 

<;st  toujours  positive  pour  «  ^  3  et  entier.  Ainsi  la  solu- 
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tion  est  impossible  à  moins  que  Ton  n'ait 

/l  =  3,      ai  =  i9      a2=:2. 

L'équation  primitive  devient  alors 

û (fl  H- 1)  (« -f-  2)  =  3a -h  3  =  3  ( fl  -f- 1), 

d'où  l'on  tire 

(fl  +  i)(a'-H2fl  —  3)==o, 

équation  résolue  pour  a  =  i .  En   effet  les  nombres   i , 
2,  3  vérifient  l'énoncé. 
Pour  /»  =  2,  on  aurait  l'équation 

a(û  4-  1)  =  2a-f- 1 

ou  bien 

«'  —  a  —  1  =  0, 

qui  n'a  pas  de  racine  entière. 

Donc  enfin  les  nombres  i,  2,  3  fournissent  la  solution 
unique. 

Le  cas  où  l'on  admet  que  deux  ou  plusieurs  des  nom- 
bres peuvent  être  égaux  ne  mérite  pas  de  nous  arrêter, 
car  tous  les  nombres  se  décomposent  suivant  la  condition 
indiquée.  La  somme  des  facteurs  d'un  nombre  quel* 
conque  étant  généralement  inférieure  à  ce  nombre,  il 
suffira  d'ajouter  à  cette  somme  des  unités  en  quantité 
suffisante.  Soit,  par  exemple,  le  nombre  10,  on  aura 

5.2.1.1.1  =5-f-a-f-n-i-|-i  =  io. 

Les  nombres  premiers  eux-mêmes  se  réduisent  à  cette 
règle  au  moyen  d'une  identité  telle  que  7  =  7,  c'est-à- 
dire  en  posant  /i  =  i , 

Enfin  nous  observerons  que  cette  règle  fournit  encore 
l'exemple  unique  des  nombres  différents 

3.2.1  =  34-24-1  =  6. 
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(lOIIRBE  DONT  LA  TANGENTE  POLAIRE  EST  CONSTANTE  ; 

Par  m.  GIARD, 

Sous-lieutenant  du  génie ,  Licencié  es  Sciences  mathématique». 


Équation  de  ta  courbe. 

Soit  k  la  valeur  constante  de  la  tangente^  Féquation 
différentielle  de  la  courbe  est 


f  =  X'cosV  (*) 


ou 


.-H-,-f- 


On  lire  de  là 


\dfù} 


'Il 

d(ù 


s^- 


Enfin 


:&> 


=  7Vf- 


Ï^renons  le  signe  -h  pour  le  radical,  alors  p  croit  quand  w 


croit  5 

nous  aurons 

l£ 

r/w  =: 

k.dp 

V- 

p' 

v- 

p' 

A' 

\J^)  V  angle  du  rayon  vecteur  et  de  la  tangente  prise  dans  le  système 
|rolatrc.     Tm. 


(7'  ) 
a* 


-(5)'  j  v/-a)' 


w  H-  C  =  arc  cos 


Or 

J»         dx 

s^obtient  en  posant 

I 

el  devient 

nous  aurons  donc 

En  se  reportant  à  Téquation  différentielle 

p 

!-  =  cosV, 

k 

on  voit  que  l'équation  Unie  de  la  courbe  résulte  de  l'élî- 
mination  de  V  entre  les  deux  équations 

p 

i-  =  cosV, 

A- 

—  (w-H-C)  =  tangV  — V. 

La  constante  C  nous  montre  qu'une  courbe  située  par 
rapport  à  une  droite  quelconque  passant  par  le  pôle 
comme 

M  ^        ^=cosV, 

(a)  .  fç 

—  0)  =  tan^V  — V 


M 
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Test  par  rapport  à  Taxe  polaire,'  répond  à  la  question.  Ce 
qui  était  évident  d'après  la  propriété  exprimée  par  l'é- 
quation différentielle. 

Si  nous  avions  pris  le  signe  —  pour  le  radical,  nous 
serions  arrivés  à 


k 


Ç  =—  cosV=cos(7r  —  V), 


—  w  =  tang  (tt  —  V)  —  (ff  —  V) 


ou 


w 


=:tangV-H7r— V, 


courbe  identique  à  (a)  située  symétriquement  par  rap- 
port à  Taxe  polaire. 

Il  nous  suffira  donc  de  discuter 

p 

!-  =:  COSV, 
k 

—  w  =  tangV  —  V. 

Si  Ton  change  p  en   — p,  où   ne  change  pas.   Donc  la 
courbe  a  le  pôle  pour  centre. 


Pour  construire  la  courbe,  décrivons  une  circonfé- 
rence de  rayon  h.  Si  MO  A  =  \^ 
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et 

TA  —  MA 


(Ù 


k 


on  voit  que  la  courbe  est  asymptote  au  pôle. 

Le  rayon  vecteur  diminuant  toujours  à  mesure  que  la 
valeur  absolue  de  co  augmente  et  la  courbe  faisant  avec  le 
rayon  vecteur  un  angle  qui  part  de  o,  croît  constamment 
et  devient  droit  au  pôle. 

Du  reste,  pour  avoir  cet  angle  en  un  point  quelconque, 
il  suffit  de  résoudre  l'équation  transcendante 

(— «3  =  tangV— V. 

Point  d'inflexion. 

D'après  la  forme  de  la  courbe,  il  doit  y  avoir  un  point 
d'inflexion  entre  «  ==  o  et  co  =  —  Cherchons  à  l'obtenir. 
Au  point  d'inflexion 


(itù 


Or 


rf(V-+-w)  rf(V-(-M)      rfV 


comme 


r/V 
w=V —  tangV  =  (2  —  séc'V)  -r-- 

En  diflerentiant  Téquation 

«=V —  tangV 
par  rapport  à  eo,  on  a 

i  =  — (i-sec^V), 
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d'où 


On  a  donc 


qui  donne 


3-=— cot»V. 


(séc'V—  2)cOt2V=  G, 


'      =2,        V=45% 


cos*V 
cotV=o,       V=go°. 

Interprétons  ces  résultats. 

V  =  45*^    nous    donne    un    point   d'inflexion    pour 

( —  w)  =  I  —  -  =  0,212101  : 

w  =  — (12  à  iS'»). 

Quant  à  y  =  90^,  cela  nous  donne  un  point  d'in- 
flexion au  pôle;  et  il  y  en  aurait  un  en  effet  si  la  courbure 
n'y  était  point  infinie,  car  toute  courbe  qui  a  le  pôle  pour 
centre  et  qui  y  passe  a  en  ce  point  un  point  d'inflexion. 

Aire, 
Aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  : 


Or 


donc 


d'où 


d\z=, A-^cos'V.û^w. 

2 


rfw=  —  lang'Vé/V; 


2 


X  =  C  -h  ^  X'  (  V  —  sinV cos  V). 
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C  =:=  o  si  l'on  prend  Taire  à  partir  de  V  =  o. 
Ainsi  Texpression  générale  de  Taire  est 


X  =  4^'(V  — sinVcosV). 
4 


Pour  V  ==  -  »  on  a 

2 

X  =  2  ^  ^■*' 
o 


Doublant,  on  aura  pour  Taire  totale 


r*'="(^)'' 


c'est  Taire  du  cercle  dont  le  rayon  est  —  Même  résultat 
que  pour  la  tractrice. 

Rectification  de  la  courbe. 


rf«  =  — tang»V.r/V, 
p  =  itcosV, 

^^        rf/'     ^V  cos'V 

dû)       rfV     a«  ^  '  sinV 

Donc 


rfS  =  4-  tang'  V. dW  v^X^cos»  V(i -h  cot' V; 

sin*  V  I 

==  * —  dv  •  -T-rir  =A  tancV.^V. 

cosV         sinV  ^ 

Donc 

S  =  C-|->î/sér.V. 


j 
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C=  o  si  Ton  compte  à  partir  du  point  où  V  =  o,  et 
l'on  a  pour  expression  générale  de  Tare  de  courbe 


S  =  Al  sec  V  =  kl  ^. 


Equation  finie  de  la  courbe. 

L'équation  finie  de  la  courbe  en  prenant  S  pour  va- 
riable indépendante  est  donc 


/  =  -, 


P 
d'où 

p  =  ke     *, 


Si  Ton  se  reporte  à  l'équation  finie  de  la  tractrice  en  S  et 
en  y^  on  verra  qu'elle  est 

X  =  ke     \ 

On  pourrait  donner  à  la  spirale  que  nous  venons  d'é- 
tudier le  nom  de  tractrice  polaire. 

Pour  la  construction  de  la  courbe,  les  points  à  tan- 
gente horizontale  seront  donnés  par  l'équation 

et  comme  0)  =  — (tangV — V)  =V — tangV, 

2V  —  tangV  =  nity 
n  étant  entier  quelconque. 
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Les  points  à  tangente  verticale  par 


V+ w=  fa/i  4-i)  -, 


€t,  par  suite, 

aV  —  tangV  =  (2/1  -hi)  — 


PROBLÈME  SDR  UNE  CONIQUE  PASSANT  PAR  QUATRE 

POINTS  DONNÉS; 

Par  m.  ViNGENzo  JANNI  (de  Naples). 


Construire  la  conique  qui,  passant  par  quatre  points 
donnés,  soit  perpendiculaire  à  une  droite  donnée. 
Soient 

y  —  ax  —  h  =  Oy     y  —  a!  x  —  A'=:o, 

les  équations  de  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère  qui 
a  pour  sommets  les  points  donnés ,  et 

y  —  ao: — p  =  0,      jr  —  oi.x —  P'=:  O, 

celles  des  autres  côtés.  LMquation  d'une  conique  quel- 
conque qui  passe  par  les  quatre  poinls  sera  de  la  forme 

[jr — ax  —  h)  [jr-^o! X  —  A') 
-+-^(7  —  aar  — p)(7  —  a'j:—  p')  =  o. 

Prenons  la  droite  donnée  pour  axe  des  a:,  et  concevons 
que  l'origine  soit  le  point  inconnu  où  la  conique  doit  cou- 
per la  droite  donnée;  alors  7z,  A',  (3,  |3'  seront  des  quan- 
tités inconnues  qui  doivent  satisfaire  aux  deux  relations 

hh'  4-  ^pp'  =  o,     ^  -4-  yi'  -+.  X-  ( p  4-  p')  =  o, 


(  7«  ) 

qui  donnent 

hh'     _     py 

Cela  posé,  soient  ÂC,  BC  deux  côtés  opposés  du  qua- 
drilatère et  AB  la  droite  donnée;  si  nous  recherchons  la 
courbe  dont  les  ordonnées  perpendiculaires  à  la  droite 

h  h' 

AB  soient  égales  à 77 ^  on  voit  qu'elle  est  une  hyper- 

h  -+- A 

bole  qui  passe  par  les  points  A,  B,  et  O  milieu  de  la  per- 
pendiculaire CP  à  AB,  et  qui  a  pour  son  asymptote  la 
droite  MN  perpendiculaire  à  AB,  et  pour  laquelle  on  a 
MH  =  HN  :  la  courbe  est  donc  déterminée. 

De  la  même  manière  on  construit  Phyperbole  dont  les 
ordonnées  perpendiculaires  à  la  droite  AB  soient  égales  à 

^^   7;  et  il  est  clair  que  les  pieds  des  perpendiculaires 


abaissées  des  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes 
sur  la  droite  AB  sont  chacun  un  cinquième  point  de  la 
conique  cherchée.  Puisque  les  deux  hyperboles  ont  deux 
asymptotes  parallèles,  on  n'a  que  trois  solutions* 


OÉHOKSTRATION  DE  QUELQUES  THÉORÈMES  DE  M.  STEINER; 

Pae  m.  VtHCENzo  JANNI. 


Si  deux  coniques  touchent  les  côtés  d'un  quadrilatère, 
les  huit  points  de  contact  se  trouvent  sur  une  autre  co- 
nique. 

L'équation  d'une  conique  qui  touche  les  côtés  d'un 
quadrilatère  est  de  la  forme 

w^R'—  2/w(AC-+-BD)  H-  F'=:0 

(Salmon,  Sections  coniques,  §  a88*) 
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dans  laquelle  A,  C  sont  les  équations  de  deux  côtés  op- 
posés du  quadrilatère,  B,  D  celles  des  autres,  E^  F  les 
diagonales.  Toutes  ces  quantités  sont  liées  par  la  relation 

AC  —  BD  =  EF. 

On  obtient  les  points  de  contact  en  mettant  successive- 
ment A  =  o,  B  =  o,  C  =  o,  D  =  o,  de  manière  qu^ils 
sont  déterminés  par  les  équations 

(A  =  o,  mE4-F=::o),     (C  =  o,  /îiE-{-F  =  o), 
(B  =  o,  mE  — F  — o),     (D  =  o,  wE  — F  =  o), 

où  Ton  voit  que  les  droites  qui  joignent  les  points  de 
contact  passent  par  Tintersection  des  diagonales  et  for- 
ment de  plus  un  faisceau  harmonique.  Une  conique  qui 
passe  par  ces.  points  de  contact  est  donc  de  la  forme 

/w> E«  —  2/w  ( AC-f-  BD)  +  F^  +  X  {m^ E'  —  P)  =  o. 

De  même  une  conique  qui  passe  par  les  points  de  contact 
d'une  autre  conique  qui  touche  les  côtés  du  même  qua- 
drilatère aura  pour  équation 

jw"  E»  —  2/7f'  (AC  -f-  BD)  -+-  F'  -H  X'  (m'»  E'—  F')  =  o. 
Or  ces  deux  équations  peuvent  devenir  identiques  faisant 

,         /il'— ./w  , 

k  =  —7 et     X-  =r  —  Â\ 

et  l'équation  de  la  conique  qui  passe  par  les  huit  points 
sera 

mm'  E'  —  (m  4-  m')  (  AC  -h  BD)  +  F^  =:  o. 
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THÉORÈME  SUR  IIN  QUADRILATÈRE  CIRCONSCRIT  A  UNE 

PARABOLE-, 


Par  m.  ViHCEirzo  JANNI. 


Si  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  parabole,  le 
produit  des  distances  du  foyer  à  deux  sommets  opposés 
est  égal  au  produit  des  deux  autres. 

L'équation  de  la  tangente  à  la  parabole  est  de  la  forme 

m 

X  cosa  -f- r  sin  a  H =  o 

cosa 

(Salmon,  Sections  coniques ^  §  224). 

Si  l'on  cherche  la  distance  du  foyer  au  point  d'intersec- 
tion de  deux  tangentes,  ou  a  immédiatement 

D  =  — ^ 


cosa  ces  a'' 


de  cette  expression  on  déduit  intuitivement  le  théorème 
énoncé. 


THÉORÈME  SUR  LES  CERCLES  OSCULATEURS  A  UKE  ELLIPSE^ 

Par  m.  Vincenzo  JANNI. 


Par  chaque  point  d'une  ellipse  passent  toujours  trois 
cercles  osculatcurs  à  trois  points  de  la  courbe,  et  Taîre  du 
triangle  qui  a  pour  sommets  ces  points  est  constante. 


(8i  ) 
Soit  x\j'  un  poiul  de  Tellipse 

T 

la  corde  commune  à  l'ellipse  et  au  cercle  osculaleur  qui 
passe  par  x\  y'  est 

r— r'=  — -7  (^  — ^*'); 

a^  y 
éliminant  j"  ou  r,  on  a 

4j?'»—  Sa'ar'  —  ^i^^  =  o,     4/'»  —  Zk'y'  —  h^y  =  o. 

Or  si  nous  regardons  fixe  le  point  a:,  j-,  il  y  a  trois 
points  x',  y  dont  les  cercles  osculateurs  passent  par  x^j\ 
parce  que  x'^  y'  sont  donnés  par  des  équations  à^  troi- 
sième degré  qui  ont  les  racines  toujours  réelles,  elles 
sont  identiques  à  F  équation  qui  sert  à  partager  un  angle 
donné  en  trois  parties  égales.  Or  en  mettant 

X 

-  =  COSf, 


on  a 


y 

T  =  siny. 


h 
Donc  les  racines  des  deux  équations  ci -dessus  seront 

x^=z  a  cos  -  ç, 
:*:''=flCOS^  (36o°  —  y), 

x"'  =  a  cos  -  (36o®  -h  ?)  ; 
j'=  A  cos -(270*  4- y), 
7''  =  A  cos  ^(90°  — f), 
7'"  =  Acos^(45o»  — ç). 

Ann.  de  JUathémaC,  a«  série,  t.  I".  (Mars  ;SCr.  )  ^ 
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Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 


I 

2 


X'        X 


II 


X 


m 


y   f  r" 

I       I       I 


3 

2 


x'     x" 


y  y 


parce  qu  on  a 

x'^  x"^x"'=  o,      /4./'4-y''=:  o, 

on  obtient  la  surface  du  triangle  =ijah  v/3. 


TDÉORIE  GÉNÉRALE  DES  SYSTÈMES  DE  RAYONS  RECTILIGNES 

rrolr  page  81); 

Par  m.  E.-E.  KUMMER. 


Grelle,  t.  LVII. 


Traduit  par  M.  E.  DEWULF, 

Capitaine  du  Génie. 


§  VII.  —  Angles  de  déifiât  ion  des  rayons  infiniment 

voisins. 

Supposons  que  l'on  donne  deux  droites  dans  l'espace, 
que  de  deux  points  de  la  seconde  on  abaisse  des  perpen- 
diculaires sur  la  première.  Soient  a  et  b  les  pieds  de  ces 
perpendiculaires.  JNommons  angle  de  déuiation  des  deux 
droites  pour  le  segment  ab  l'angle  que  ces  perpendicu- 
laires forment  entre  elles.  Cet  angle  devient  égal  à  deux 
angles  droits  quand  les  points  a  et  &  s'éloignent  à  l'infini 


(  83  )  ^ 

sur  la  droite,  Tuii  dans  un  sens,  Tautre  en  sens  contraire. 
Pour  tout  segment  fini,  l'angle  de  déviation  est  moindre 
que  deux  droits.  Si  les  deux  droites  sont  situées  dans  un 
même  plan,  l'angle  de  déviation  est  nul  ou  égal  à  2  7r  quel 
que  soit  le  segment.  Il  est  nul  si  le  segment  contient  le 
point  d'intersection  des  deux  rayons,  il  est  égal  à  2  7r  dans 
le  cas  contraire.  Soient  a,  è,  c  trois  points  de  la  pre^ 
mi  ère  droite,  l'angle  de  déviation  du  segment  bc  est  égal 
à  la  difTérence  des  angles  de  déviation  des  segntenta  ac  et 
ab.  Ainsi  l'angle  de  déviation  d'un  segment  quelconque 
donné  est  déterminé  par  les  angles  de  déviation  de  deux 
segments  comptés  à  partir  d'un  point  donné. 

Pour  étudier  les  déviations  des  rayons  d'un  système  in- 
finiment voisin  d'un  rayon  donné,  nous  compterons 
toutes  les  déviations  à  partir  de  l'origine  de  ce  rayon, 
point  dont  l'abscisse  est  nulle. 

Soit  dq  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée 
d'un  point  appartenant  à  un  rayon  infiniment  voisin 
d'un  rayon  donné;  soit  R  l'abscisse  da  pied  de  cette 
perpendiculaire  \  soit  a  l'angle  que  forme  dq  avec  une  ' 
perpendiculaire  au  premier  plan  principal.  De  plus, 
soient  dq^  et  «q  les  valeurs  de  dq  et  a  potlr  l'origine  du 
rayon  donné.  D'après  l'équation  (4)  (§  VI),  on  a  les 
équations 

(  dqcosoL  =  — 3^idu  —  Widf, 

(i)  {  .  «911 

r  c/çr  sin  a  =  4-  J2v,  du  -\-  |p,  dv, 

après  avoir  posé 

/A,= r= j  ^7= — »-* 

V|  Vj 

6. 
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En  conséquence,  pour  R  =  o,  on  a 


î  dq^  cosKo  =  —  -—^^~-  '^^  —     \y^''  ^^*'> 


et  aussi 

i  a^cosa  — a<yocosao  = ^— zz du *^ — ^  r/f, 

(3W 

De  ces  deux  équations,  on  tire 

dqsinoL  —  dqf^  sin  ao        «^-y  cos  a  —  dq^  ces  a, 

(4)i  ""       .  ^^'     ..  ^^^^  ' 

^_  (é/y  sin  a  —  é/^o  sin  a©)  /i       (c^^  cos  a  —  dq^  cosao  )  /j 

Si  l'on  a  égard  aux  équations  (  2  )  ainsi  qu'aux  relations 

e  +  (fH-f')'.  +  g'î=-'-.VÎ, 
e  +  (f+f')^  +  grî=:-7-,VÎ, 

e  +  i  (f -4- f ')  (^  4- *,)  +  g/.  ^  =  o, 
on  obtient 

RaTi^o  cosao  = —  r,  (é^^  cos  a  —  dq^  cos  a) 

( \[dqsmcL  —  dq^  sin  0L9  ) 

(5)  / 

R dq^  sinoo  =  —  (  )  [^9  COSa  —  dq^  cos a») 

—  Ti  (^^  sin  a  —  dq^  sin  ao  ), 


(85  ) 
et  puisque,  d'après  Tëquation  (i5)  (§  IV), 

/f_f'\2 

on  obtient  pour  dqcosa  et  dq  sina  les  expressions  sui- 
vantes 


(6) 


dqcosoL  =  I  I —  —  )  dq^  cosoco dq^  smao, 

\        P«  P»/  P«  P» 


RV£/»  — ^*  /       Rt-A 

rf^  sina= dq^  cosao  4-  (  i •-  1  dq^  sina. 

?^?^  \        P»P»/ 

Ces  deux  égalités  montrent  comment  pour  chaque 
point  d'un  rayon  la  perpendiculaire  dq  et  l'angle  corres- 
pondant a  se  déterminent  au  moyen  du  segment  compté  à 
partir  de  l'origine  du  rayon  jusqu'au  point  considéré.  En 
divisant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  on  obtient 


,   ,  R  ^d^  —  ^^  cosa©  -j-  (p,  pa  —  Rt-j)  smao 

(7)        tanga  = *^  .        ■    -: 

(pi  p2  —  R  r,  )  cosao  —  R  y^'  —  ^^  sin  a» 

L'angle  de  déviation  d'un  rayon  donné  avec  un  rayon 
infiniment  voisin  en  un  point  dont  l'abscisse  est  R,  est 
égal  à  a —  a©,  comme  nous  Tavons  dit  plus  haut.  Dési- 
gnons cet  angle  par  [3  : 

p  =  a  —  ai     et     a  =  ^  -+-  ao. 
L'équation  (7)  donne  donc 
ik\  fo««ft  R(v/5^--^^-€/8in2ao) 

(»}  tangp  = i-S—r ; H"^' 

pi  p»  —  R  ('•|  cos*  oo  -4-  r,  sin*  ao) 

La  tangente  de  l'angle  de  déviation  est  donc  nulle 
quand  R  =  o.  Elle  est  aussi  nulle,  et  par  suite^  =  o  ou 

P=:  27r,  si 

(9)  v'^2  — 5ï=ré/sin2«o, 
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OU  bien  si 

sin2«o       C0S7, 

ou  encore  si 

*       -4-' 

c'esl-à-dire 

olq  =  6>i      OU      ao  =  ei>3 , 

0)]  et  ot)9  étant  les  angles  que  forment  les  plans  focauK 
avec  le  premier  plan  principal.  Ainsi,  pour  les  deux 
rayons  infiniment  voisins  situés  dans  les  plans  focaux, 
Tangle  de  déviation  est  toujours  nul  ou  égal  à  d^ix 
droits.  Cela  résulte  d'ailleurs  ie  ce  que  chacun  de  C6s 
rayons  se  trouve  dans  un  même  plan  avec  le  premier 
rayon. 

Dans  leç  systèmes  de  rayons  à  surfaces  focales  imagi- 
naires, qui  n'ont  pas  par  suite  de  plans  focaux,  Tangle  de 
déviation  n'est  jamais  nul,  et  par  suite  la  déviation  ne 
peut  changer  de  signe. 

Si  deux  rayons  infiniment  voisins  d'un  pareil  système 
sont  tels,  que  la  déviation  de  l'un  autour  dp  l'autre  se 
fait  toujours  de  gauche  à  droite,  deux  rayons  infiniment 
voisins  quelconques  sont  nécessairement  dans  le  même 
cas.  Les  systèmes  à  surfaces  focales  imaginaires  peuvent 
donc  se  diviser  en  deux  classes  :  les  systèmes  ou  les  dé- 
viations d'un  rayon  autour  d'un  rayon  infiniment  voisin 
se  font  de  gauche  à  droite,  et  ceux  où  elles  se  font  de 
droite  à  gauche.  Du  reste,  à  tout  système  de  rayons  à 
surfaces  focales  réelles  ou  imaginaires  en  correspond  un 
autre,  symétrique  ou  équivalent,  en  ce  sens  qu'il  ne  dif- 
fère du  premier  que  par  le  sens  des  déviations  des  rayons 
les  uns  autour  des  autres.  Celte  différence  est  exprimée 
analytiquement  par  la  différence  des  signes  des  racines  de 
l'équation  quadratique. 
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Supposons  les  foyers  d'un  rayon  réels,  examinons  les 
angles  de  déviation  que  l'on  obtient  en  passant  de  l'ori- 
gine aux  foyers.  Soient  |3i  et  |3s  ces  angles.  Pour  |3i,  nous 
aurons  R  =  pi,  et  pour  |3„  R  =  p,.  Au  moyen  des  équa- 
tions (i4)  {§  IV),  d'où  il  résulte  que 

r,  cos' ao -f-  r, sin*  ai  =  /it  —  dcosnoLo, 

on  trouve 


(.0) 


—  o-h"COS2ao 


A  l'aide  de^i  équations  (i8)  (§IV)  qui  donnent  les  an- 
gles toi  et  Wi  des  plans  focaux  avec  un  plan  principal, 
nous  trouverons 


(") 


sm  2  6)|  —  sin  2ao 
langB,  = =  tangfw,  —  «o  , 

COS26>|  —  COS2ao 

_        sin  26>3  —  sin2a«  ,  . 

langp,  = =  tang  (w*  --  «o} 

COS2&>}  —  CCS  2  a] 


Donc 

Donc  les  angles  de  déviation  des  segments  compris 
entre  les  foyers  d'un  rayon  ont  la  même  valeur  quelque 
soit  le  rayon  infiniment  voisin  du  premier  que  fon  con- 
sidère, La  valeur  de  ces  angles  nest  autre  que  celle  de 
V inclinaison  des  plans  focaux  du  rayon  considéré. 

Si  l'on  se  donne  la  valeur  de  l'angle  de  déviation  j5,  on 
peut  déterminer  l'abscisse  R  pour  laquelle  l'angle  de 
déviation  d'un  rayon  donné  et  d'un  rayon  inlinimcnt  voi- 
sin a  cette  valeur.  L'équation  (8)   donne  celte   valeur 


(88) 
de  R 

(,4)R= ■ — -Miii^L: . 

(ri  cos'  ao  -h  Tj  si  n'  ao)  sin  p  4-  yd^—S^  cos  p — dsin  i  ao  cos  p 

En  mettant  pour  r^  et  r,  leurs  valeurs  m  —  c?  et  m  +  rf, 
nous  obtenons  l'expression  plus  simple 

(.5)     R  = , PiP''^'°P 

/wsinp-hV^^  —  5'cosp  —  rfsin(2ao-f-p) 

Supposons  que  R  soit  fonction  de  a,  seulement,  |3  étant 
une  constante  donnée,  R  sera  maximum  quand  on  aura 

sm  (2ao-f- p)  = -4- 1      ou     ao  =  -7  7r S; 

4  ^ 

R  sera  minimum  quand  on  aura 

3  I 

sin(2ao-j-P)=—  1,      ao=7  7r p. 

Désignons  le  maximum  de  R  par  Ri  et  son  minimum 
par  Rs,  nous  aurons 

j^ P'  P^  sin  p ^ 

,      '       /wsinS-j-  v^û?2  —  ^»  cos  S  —  cf 

« P»P»smp 

Jtiî  —  . — • 

/w  sinp  H-  V^»  —  ^2  cosp  H-  rf 

Nous  tirons  de  là 

I  1         [i  —  sin  (2ao-h  p)J^ 

R       Ri  pip,  sinp 

2 sin*  laoH —  p  —  -rir)  d 

"""  pip^sinp 

(17)  {    - 

1  I  [i  4-siD(2ao-h  P)]^ 

Ra       R  pi  p2  sin  p 

9.  ces'  («oH —  P  —  7^)^ 

= ■ 7— r- ~9 

p,  p,  smp 
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puis 

cos'  (a,  +  -B  —  ^l  w      sin» (a, +  -6  —  -jv 

^'^f  R-  Ri r; 

Supposons  que  Ton  veuiUe  prendre  sur  tous  les  rayons 
infiniment  voisins  d'un  rayon  donné  des  segments  tels, 
que  Tangle  de  déviation  correspondant  soit  constant.  La 
formule  (i8)  nous  donne  ces  segments  pour  un  rayon 
quelconque  infiniment  voisin  en  fonction  du  plus  grand 
et  du  plus  petit  d'entre  ces  segments  et  à  Tangle  que  fait 
la  direction  de  Torigine  de  ce  rayon  avec  la  direction  de 
Forigine  du  rayon  sur  lequel  se  trouve  le  plus  grand 
segment.  Cette  formule  est  tout  à  fait  analogue  à  la  for- 
mule d'Euler  qui  donne  le  rayon  de  courbure  d'une  sec- 
tion normale  en  fonction  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux et  de  Tangle  que  fait  la  section  normale  avec  une 
des  sections  principales.  La  formule  d'Euler  n'est,  du 
reste,  quun  cas  particulier  de  la  formule  (i8)  comme 
nous  le  verrons  plus  loin. 

.    Dans  le  cas  où  Tangle  constant  de  déviation  est  égal  à 
un  droit,  on  a 

,     .  1         cos*a«       sin^a^ 

('9>  R  =  -Rr+-Rr- 

La  propriété  exprimée  par  cette  formule  a  été  trouvée 
pour  la  première  fois  par  Hamilton  dans  le  supplément 
dont  il  a  été  question,  mais  par  des  considération^  diffé- 
rentes de  celles  que  nous  avons  employées.  Hamilton  n'a 
point  considéré  les  angles  de  déviation  si  utiles  dans  l'é- 
tude des  systèmes  de  rayons. 


■é 


{  9o) 

§  VIII.  —  Des  pinceaux  infiniment  petits  et  des  rayons 

principaux. 

Dans  les  deux  équations  (6)  (§  VII) 

dq  cosa  =  I  I •  1  a<7«  cosao "^o  SIBo»* 

(l)     {  P'P^/  /'•P» 

.           YislW—^.                   (        RrA^      . 
dq  sma  = rfûTo cos «o  H-  1  i  — 1  dq^  sina,, 

on  peut  considérer  dq  et  a  comme  les  coordonnées  po-^ 
laires  de  la  circonférence  de  la  section  d'un  pinceau  infi- 
niment mince.  L'abscisse  de  la  section  est  R,  dq^^  et  «^ 
sont  les  coordonnées  polaires  de  la  courbe  qui  donne  la 
section  passant  par  l'origine  du  rayon.  Ces  équations 
peuvent  servir,  non  pas  à  comparer  les  aires  des  sections 
d'un  pinceau  (ce  qui  a  déjà  été  fait),  mais  à  faire  voir 
comment  la  forme  d'une  section  quelconque  dépend  de 
celle  de  l'une  d'entre  elles.  Si  des  coordonnées  polaires  de 
deux  sections  on  passe  aux  coordonnées  rectangulaires, 
en  choisissant  des  axes  dans  les  plans  principaux  du 
rayon  auxquels  tous  les  autres  rayons  du  faisceau  sont 
infiniment  voisins,  on  a 

idq  cosa  =  j:  ,  dq  sin  a  =^, 

dq^  cos  ao  s=  j?o  7     àq,,  sin  a«  r=:  /o» 

X  Qi  y  sont  les  coordonnées  infiniment  petites  des  poinls 
de  la  circonférence  de  la  section. 
Les  équations  (i)  donnent 


/            /        RrA            fis^d'  —  è' 
x=     I——-     .^0 7o 

R  Jd^  —  ^'  ./         Rr,\ 

Y  =  — ^ J-„  -H  1   I ^0 

P,  p,  \  Plp2/ 


(9'  ) 

OU 


(p.— R)(p,-R)^„  =  (p.p,~R^)a:-4-Rv/rf^  — 5>7, 
(p.  —  R)(p,-R)jo=~RV^^'-^'.^-|-(p^P2— R/-.)r. 

Ainsi  les  circonférences  des  sections  d'un  pinceau  infi- 
niment petit  sont  des  courbes  du  même  degré,  et  elles 
sont  dans  le  rapport  de  coUinéation  exprimé  par  les  équa- 
tions précédentes. 

Les  sections  d'un  pinceau  passant  par  les  foyers  méri- 
tent un  examen  particulier.  Pour  ces  sections,  la  mesure 
de  la  densité  est  infiniment  grande,  leur  aire  est  donc  un 
infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur.  Si  l'on  pose 

R  =  p,      ou     R  =  pa, 

les  équations   (4)  sont  identiques  ainsi  que  les  équa- 
lions  (3)  et  elles  donnent 


(5)  ,_L 

pour    R  t=  p,. 


/d-hS 


Ce  sont  les  équations  de  deux  lignes  droites  infiniment 
petites,  puisque  les  coordonnées  x  ei  y  ont  des  valeurs 
infiniment  petites. 

Donc  les  sections  (Tun  pinceau  infiniment  petit  qui 
passent  par  les  deux  foyers  sont  deux  droites  infiniment 
petites. 

Cela  veut  dire  que  Tune  des  dimensions,  qui  dans  les 
élections  ordinaires  sont  des  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  devient  un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur. 
Il  résulte  aussi  de  ceci  que  la  surface  qui  limite  un  pin- 
ceau infiniment  petit  à  foyers  réels  peut  cire  engendrée 
par  une  droite  qui  s' appuierait  constamment  sur  une 
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courbe  infiniment  petite  et  sur  deux  droites  perpendicu- 
laires à  un  rayon  passant  dans  V intérieur  de  la  petite 
courbe  et  perpendiculaire  au  plan  de  cette  courbe. 

Pour  déterminer  les  directions  et  les  longueurs  des 
sections  passant  par  les  foyers,  il  est  bon  de  repasser  aux 
coordonnées  polaires  dq^  ol^  dq^^  et  a^.  Dans  les  équa- 
tions (i)  posons 

et  remarquons  que 

nous  obtenons  pour  la  section  qui  passe  par  le  premier 
foyer 

\  ^idq  cosa  =  ( ^  +  5)  dqf^  cosao  —  ^d^  —  B^  dq^  sin ao, 
f  pa  dq  sin  a  ==  y^^  +  <î'  ^^o  cosa©  —  (^  —  ^)  da^  sin  a« . 

Introduisons  dans  ces  formules  l'angle  a>i  du  premier 
plan  focal  avec  le  premier  plan  principal^  nous  aurons, 
équation  (i8)  (§IV), 


donc 


^idq  cosa  =  2«^cosft)|  cos(ao  -H  w,)rf«yo5 
p,ûf^  sina=:  2fifcos&>,  ces  (a©  H- Wi)^^o> 


(7) 

d'bù 

(8)  ranga=  tangot),     ou     a  =  &)|. 

a  est  constant;  donc  la  section  dont  les  coordonnées  sont 
dq  et  a  est  une  portion  de  ligue  droite  passant  par  le 
pôle.  L'équation  a  =  w,  donne  aussi  la  direction  de 
cette  droite. 

Pour  R  =  jOj,  ou  pour  la  section  passant  par  le  second 
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foyer,  on  obtient  d'une  manière  analogue 

!pi  dq  COSa  =  ^dcostdi  COS  (a©  4-  Wj  j  dq^ , 
p,  dq  sîna-=  2£/sin6)2COs(ao  +  »a)^^o» 

■ 

(10)  tanga  =  tangeO]     ou     a  =  &>3. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Les  deux  droites  infiniment  petites  qui  forment  les 
sections  focales  d'un  pinceau  infiniment  petit  sont  situées 
dans  ses  plans  focaux. 

Pour  la  section  passant  par  le  premier  foyer,  c'est-à- 
dire  pour  a  =  oHi^  on  a,  d'après  l'équation  (7), 

(11)  dq  z=:  —  ^oCOs(ao  "h  w,). 

Si,  comme  nous  l'avons  supposé,  la*  circonférence  de 
la  section  du  pinceau  qui  passe  par  son  origine  est  déter- 
minée et  donnée,  dq^^  est  déterminé  et  fonction  de  a^,  et 
par  Téquation  (11)  dq  est  déterminé  et  fonction  de  a^. 
Comme  d'ailleurs  la  courbe  dont  dq  est  le  rayon  vec- 
teur est  une  droite  passant  par  le  pôle,  la  longueur  de 
dq  est  égale  à  la  différence  des  deux  valeurs  extrêmes  que 
peut  prendre  dq  considéré  comme  fonction  de  a^,  ou 
plutôt,  Tune  de  ces  valeurs  étant  négative  et  l'autre  posi- 
tive, la  longueur  de  dq  est  égale  à  la  somme  des  valeurs 
absolues  de  son  maximum  et  de  son  minimum.  On  ob- 
tient de  la  même  manière  la  longueur  de  la  section  qui 
passe  par  le  second  foyer  au  moyen  de  l'équation 

2d 

(12)  dq  :=z — €/^oCOs(ao -+- Wa). 

Dans  le  cas  le  plus  simple  où  la  section  du  pinceau 
serait  un  cercle  infiniment  petit,  dqo  est  constant,  et  les 


{  94  ) 
valeurs  extrêmes  de  dq  pour  \û  section  qui  passe  par  le 
premier  foyer  s'obtiennent  en  posant 


et  sont  égales  à 


ao-+-&>i  =  o,      a, -1-w,  =7r 


—  dq     et dço» 

?1  p2 


La  somme  de  leurs  valeurs  absolues  est  donc  —  rfr/^.  La 
longueur  de  la  section  passant  par  le  second  foyer  est 
—  dt/f^,  Cesdeax  longueurs  sont  proportionnelles  k  la  dis- 
tance des  deux  sections  à  la  section  circulaire  qui  passe 
par  Torigine.  Si  Ton  cherche  dans  quel  cas  la  longueur  de 
la  section  qui  passe  par  l'un  des  foyers  est  nulle,  on  trouve, 
d'après  les  équations  (i  i)  et  (12),  que  ce  cas  se  présente 
quand  ^=  o  et  seulement  quand  d  =  o.  La  condition 
dz=io  entraîne  cî  =  o,  puisque  j  n'est  jamais  plus  grand 
que  d\  il  faut  donc  que  Ton  ait 


=  r,,     et     pj  =  p 


n 


c'est-à-dire  que  pour  ce  pinceau,  il  faut  que  les  points 
limites  et  les  foyers  viennent  se  confondre  avec  le  centre. 
Nommons,  d'après  Hamilton,  rayons  principaux  les 
rayons  tels,  que  tous  leurs  rayons  infiniment  voisins 
passent  par  un  de  leurs  points.  Ces  rayons  principaux  ne 
peuvent  exister  que  quand  les  deux  surfaces  des  points 
limites  et  avec  elles  les  deux  surfaces  focales  ont  des 
points  communs.  Dans  ce  cas,  il  existe  toujours  des 
rayons  principaux,  que  les  points  communs  soient  des 
points  de  contact,  des  points  d'intersection  ou  des  points 
situés  sur  des  courbes  d'intersection. 

Les  plans  principaux  des  Payons  principaiix  sont  indé- 
terminés. 
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Dans  le  système  tout  particulier  où  tous  les  rayons 
passent  par  un  même  pcrint,  tous  les  rayons  sont  des 
rayons  principaux.  Il  est  aisé  de  voir  que  ce  système  est 
le  seul  pour  lequel  ce  cas  se  présente.  Il  existe  utie  infi- 
nité de  systèmes  qui  ont  des  séries  continues  de  rayons 
principaux  •,  ces  séries  forment  des  surfaces.  Tel  est,  par 
exemple,  le  système  des  tangentes  communes  à  deux  sur- 
faces du  second  degré  confocales  ;  toutes  les  tangentes  à  la 
courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  sont  des  rayons 
principaux.  II  existe  une  iniinité  de  systèmes  qui  possè- 
dent des  rayons  principaux  isolés. 

Les  rayons  principaux  ne  se  présentent  pas  en  général 
dans  le  système  le  plus  géuérâl,  parce  que  les  valeurs  de  u 
et  de  ^  qui  correspondent  à  un  rayon  principal  sont  liées 
par  trois  équations. 

Puisque  les  plans  principaux  d'un  rayon  principal  sont 
indéterminés^  Téquaiion  quadratique  (4)  (§  II)  doit  s'é- 
vanouir ;  il  faut  donc  que  Ton  ait 

(i3)  /         eff  — g6  =  o, 

i(f4-f')^  — e^=o. 

Ces  trois  équations  se  réduisent  en  général  à  deux.  Ex- 
cepté le  cas  où  ^  =  o,  l'une  d'elles  est  une  conséquence 
des  deux  autres.  Mais  il  y  a  une  troisième  équation  ré- 
sultant de  ce  que  le  rayon  doit  avoir  un  foyer  réel^  il 
faut  que  $  =  o,  ce  qui  donne 

(i4)  f-f-f. 

Supposons  maintenant  que  pour  un  rayon  les  deux 
foyers  cœncident  avec  le  centre,  les  points  limites  né 
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coïncidant  pas  avec  le  centre.  Le  pinceau  infiniment  pe- 
tit correspondant  n'a  qu'une  section  rectiligne;  elle 
passe  par  le  centre,  renferme  en  même  temps  les  deux 
foyers  et  se  trouve  dans  le  plan  avec  lequel  coïncident, 
dans  ce  cas,  les  deux  plans  focaux.  D'après  Téquation 

s 

s.nT.  =  -, 

y  est  nul  en  même  temps  que  à  ou  T angle  des  sections 
rectilignes  est  nul  en  même  temps  que  la  distance  des 
foyers.  La  condition  pour  que  les  deux  foyers  coïncident 
ne  donne  qu'une  équation  entre  u  et  f^.  H  en  résulte  que 
les  systèmes  de  rayons  ont  des  suites  continues  de  rayons 
jouissant  de  cette  propriété  et  formant  des  surfaces  ré- 
glées, que  par  suite  les  surfaces  focales  se  coupent,  en 
général,  suivant  des  courbes  déterminées,  puisque  toutes 
les  tangentes  à  ces  courbes  sont  des  rayons  jouissant  de 
celte  propriété  que  leurs  deux  foyers  coïncident  avec  le 
centre.  II  existe  ainsi  toute  une  famille  de  systèmes  de 
rayons  pour  lesquels  tous  les  rayons  jouissent  de  cette  pro- 
priété, parce  que  leurs- surfaces  focales  coïncident  et  ne 
forment  qu'une  seule  surface. 

§  IX.  —  Comparaison  de  la  théorie  générale  des  sys- 
tèmes de  rayons  ai^ec  la  théorie  particulière  de  la 
courbure  des  surfaces  et  des  systèmes  de  normales 
aux  surfaces. 

Les  systèmes  de  rayons  dont  nous  venons  d'exposer  la 
théorie  générale,  renferment,  comme  cas  particulier,  les 
systèmes  dont  tous  les  rayons  sont  normaux  à  une  même 
surface.  Pour  ce  système,  les  expressions  que  nous  avons 
désignées  par  f  et  f  et  qui  sont  formées  par  la  combinai- 
son des  quotients  différentiels  partiels  dex,^,  ^,  ^,  y},  (*, 
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sont  égales  l'une  à  Tautre.  Si  Ton  donne  une  surface  i 

laquelle  tout  rayon  du  système  doit  être  normal,  si  Ton 
désigne  par  od^  j*^  J ^  les  coordonnées  du  point  de  cette 
surface  où  le  rayon  x^y^  z,  $,  >3,  Çrdoit  être  normal ^t 
par  r  la  distance  du  point  a/,  j^,  ^'  à  Torigine  a:,  jr,  ^;>^u 
rayon,  on  aura 

et  puisque  le  rayon  est  normal  à  la  surface  on  a  aussi 
(a)  Çrfr'4-iïrf7'-4-Ç^«'  =  o. 

Remplaçons  oi^j^y  z'  par  leurs  valeurs  dans  cette  relation, 
nous  trouverons 


et  par  suite 

(4)  çd:r-h>irfr-+-W2=  — ^'• 

ou 

(5)    (Çtf  +  »j*-hÇ«)rf«-f-(Ç«'-i-»ï*'  +  Ç4/)€*^  =  — rfr. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  doit  donc  être  une 
différentielle  complète  d'une  fonction  —  r  de  deux  va- 
riables indépendantes  zi  et  f^.  H  faut  donci  que 

(^^  di = —Tu 

et  puisque  Ton  a 

da^d^       db_db^       d£_dt^ 
dv        du         dv        du        dp       du 

(ma  aussi 

na'-hftb'  -hcc'  =  fl'a-4- A'b  -^e'c 
Attn.  de  Hathémat ,  3*  série,  1. 1^''.  (Mars  ]86q.)  7 


\ 
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Celte  équation  doit  être  identique  pour  que  le  système 
de  rayons  soit  un  système  de  normales  à  une  surface»  Si 
cétié  condition  est  satisfaite,  il  en  résulte  que  Ion  peut 
déterminer  r  en  fonction  de  w  et  de  f^  au  moyen  de  Téqua- 
tion  (4)* "Pour  une  telle  valeur  de  r,  les  équations  (i) 
représentent  une  surface  à  laquelle  les  rayons  du  système 
sont' normaux.  Comme  dans  l'intégrale  de  Téquation  (4) 
il  entre  une  constante  arbitraire,  on  a  non-seulement 
une  surface  qui  satisfait  à  la  question,  mais  on  a  une  série 
de  surfaces  connues  sous  le  nom  de  surfaces  parallèles. 

Pour  f  =  f ' Téqualion  quadratique  (5)  {§  IV),  dont  les 
racines  sont  Tt  et  Tj,  est  la  même  que  l'équation  quadra- 
tique (4)  (S^)  ^^"^  '^^  racines  sont  t^  et  r,.  L'équation 
(9)  (§11))  dont  les  racines  sont  p^  et  p^^  devient  aussi  la 
même  que  l'équation  (16  )  (SU),  dont  les  racines  sont  r, 
et  Tf  II  résulte  de  là  que 

Dans  les  systèmes  dont  tous  les  rayons  sont  normaux 

à  une  surface  y  les  deux  plans  focaux  de  chaque  rayon 

coïncident  avec  ses  deux  plans  principaux,  et  ses  deiix 

foyers  coïncident  a^ec  ses  points  limites  des  plus  courtes 

distances . 

Considérons  une  des  surfaces  auxquelles  tous  les 
rayons  du  système  sont  normaux  comme  la  surface  d'où 
ces  rayons  sont  issus.  Les  abscisses,  pi  et  jOs  des  loyers,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  les  abscisses  ri  et  r,  des  points 
limites,  deviennent  les  rayons  de  courbure  principaux  de 
la  surface.  Les  surfaces  focales  qui  coïncident  avec  celles 
des  plus  courtes  distances  ne  sont  autres  que  les  surfaces 
étudiées  par  Monge,  sur  lesquelles  se  trouvent  tous  les 
centres  de  courbure  de  la  surface.  La  théorie  de  la  cour- 
bure des  surfaces  peut  donc   être  considérée  comme  un 
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cas  particulier  de  la  théorie  générale  des  systèmes  de 
rayons.  Il  n'est  pas  sans  intérêt  d'examiner  quelle  est  la 
relation  qui  existe  entre  les  théorèmes  généraux  que  nous 
avons  démontrés  et  les  théorèmes  connus  de  la  courbure 
des  surfaces. 

En  examinant  si  la  théorie  générale  des  systèmes  de 
rayons  ne  nous  donne  pas  quelques  théorèmes  nouveaux 
pour  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces  et  celle  des 
normales,  nous  n'avons  rien  trouvé  de  bien  remarquable, 
comme  on  pouvait  s'y  attendre.  On  pourrait  citer  cepen^ 
dant  le  théorème  auquel  donne  lieu  l'équation 

rz=z  r,cos*w-f-  rjsin'w. 

H  exprime  une  propriété  générale  des  normales  à  une  sur- 
face et  pourrait,  p^r  conséquent,  entrer  dans  la  théorie 
particulière  de  ces  normales.  La  propriété  exposée 
(§VIII)  sur  les  pinceaux  infiniment  petits  donne  aussi 
un  théorème  sur  les  normales  aux  surfaces  qui  n'est  pas 
encore  connu,  je  crois.  On  peut  l'énoncer  ainsi  : 

En  un  point  d^une  surface,  les  deux  plans  normaux 
principaux  sont  coupés  par  toutes  les  normales  aux 
points  infiniment  voisins  de  la  surface  du  point  donnée  de 
telle  manière  que  les  distances  des  points  d* intersection 
au  point  donné  sont,  pour  Vun  des  plans  normaux, 
égales  au  plus  grand  rayon  de  courbure  et  pour  l'autre 
au  plus  petit  rayon  de  courbure. 

Si  l'on  parcourt  tous  les  théorèmes  donnés  dans  la 
théorie  de  la  courbure  des  surfaces  et  dans  celle  des 
normales,  on  trouve  toujours  des  théorèmes  corres- 
pondants dans  la  théorie  générale  des  systèmes  de  rayons. 

Considérons  les  deux  sections  normales  principales  en 
im  point  donné  d'une  surface,  elles  donnent  le  plus  grand 
et  le  plus  petit  rayon  de  courbure.  Dans  la  théorie  géné- 
rale, nous  avons  d'un  côté  les  plans  principaux   et  de 
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l'autre  les  plans  focaux.  Les  propriétés  des  normales  aux 
surfaces  se  divisent  dans  la  théorie  générale  :  une  partie 
des  propriétés  correspondantes  se  rapporte  aux  plans 
principaux  et  une  autre  aux  plans  focaux.  Les  plans  prin- 
cipaux jouissent  de  ces  propriétés  :  Ils  sont  toujours  réels 
et  perpendiculaires  entre  eux  ;  les  plans  focaux  renfer- 
ment les  deux  rayons  infiniment  voisins  dû  rayon  donné 
qui    le  coupent.  Aux  centres  de  courbure  principaux 
des  surfaces  correspondent  les  points  limites  des  plus 
courtes  distances  et  les  foyers,  et  par  suite  aux  surfaces  qui 
renferment  ces  centres  de  courbure  correspondent  les  sur- 
faces des  points  limites  et  les  surfaces  focales.  Les  surfaces 
des  points  limites  jouissent  de  cette  propriété  qu'elles  limi- 
tent dans  l'espace  une  région  où  se  trouvent  touteslesplus 
courtesdistances  de  deux  rayons  infiniment  voisins,  et  les 
surfaces  focales  jouissent  de  cette  autre  propriété  que  tous 
les  rayons  du  système  leur  sont  tangents.  Les  deux  belles 
propriétés  des  surfaces  des  centres  de  courbure  trouvées  par 
Monge,  savoir:  i°  que  leurs  contours  apparents  se  coupent 
à  angle  droit  quel  que  soit  le  point  de  l'espace  où  l'on  place 
lé  point  de  vue,  2°  que  les  arêtes  de  rebroussement  des 
surfaces  développables  formées  par  les  normales  sont  des 
lignes  géodésiques  su  ries  surfaces  des  centres  de  courbure, 
sont  des  propriétés  spéciales  aux  systèmes  de  normales  à  une 
surface.  Elles  n'appartiennent  ni  aux  surfaces  des  points 
limites,  ni  aux  surfaces  focales  des  systèmes  généraux. 
'  Les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  des  surfaces 
considérées  comme  les  lieux  géométriques  des  points  des 
surfaces  dont  les  normales  forment  des  surfaces  dévelop- 
pables, correspondent  dans  le  système  le  plus  général  aux 
deux  séries  de  surfaces  développables  îïi  et  îî,  {§  V).  D'un 
autre  côté,  on  peut  regarder  les  surfaces  réglées  Oi  et  Oj 
comme  correspondant  aussi  aux  lignes  de  courbure,  car 
elles  aussi  coupent  la  surface  suivant  des  lignes  de  cour- 
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bure  dans  le  cas  où  tous  les  rayons  du  système  sout  nor* 
maux  à  cette  surface. 

Les  ombilics  des  surfaces,  pour  lesquels  les  deux  rayoos 
de  courbure  principaux  sont  égaux,  de  sorte  que  toutes 
les  normales  infiniment  voisines  passent  par  le  même 
point  et  que  la  direction  des  plans  normaux  principaux 
devient  indéterminée,  correspondent  aux  rayons  princi*- 
paux  qui  sont  tels,  que  tous  leurs  rayons  infiniment  voi- 
sins les  coupent  en  un  même  point  et  dont  les  plans  prin- 
cipaux aussi  bien  que  les  plans  focaux  ont  une  direction 
indéterminée. 

Le  théorème  d'Euler  qui  montre  comment  le  rayon  de 
courbure  d'une  section  normale  est  déterminé  par  l'angle 
de  cette  section  avec  Tun-e  des  sections  principales  et  les 
deux  rayons  de  courbure  principaux,  se  trouve  comme  cas 
particulier  dans  la  formule  (i8)  (§  VII).  Cette  formule 
devient  la  formule  d^Euier  si  on  y  fait 

u 

P==— 9       r,  r=:  p,,      r2=p,. 

La  méthode  générale  exposée  (§  VII)  détermine  aussi  le 
rayon  de  courbure  d'une  manière  nouvelle  qui  n'est  pas 
dénuée  d'intérêt.  Elle  montre  que  l'angle  de  déviation  du 
rayon  de  courbure  d'une  section  normale  en  point  donné 
avec  une  normale  issue  d'un  point  de  la  surface  situé  dans 
le  plan  de  la  section  et  infiniment  voisin  du  point  donné 
est  touiours  égal  à  un  droit,  c'est-à-dire  que  : 

Si  par  deux  points  infiniment  voisins  d*  une  surface  on 
mène  les  deux  normales  et  que  sur  ces  normales  on 
prenne  les  deux  longueurs  pour  lesquelles  Fangle  de  dé^ 
yiatiom  est  égal  à  un  droUy  ces  longueurs  représentent 
les  rayons  de  courbure  aux  deux  points  infiniment  voi- 
sins pour  la  section  normale  qui  passe  par  ces  points, 

La  mesure  de  la  courbure  donnée  par  Gauss  se  retrouve 


(     I02    ) 

dans  la  théorie  générale  dans  la  mesure  de  la  densité.  Son 
expression,  qui  est  la  réciproque  du  produit  des  deux 
rayons  de  courbure  principaux,  se  trouve  dans  l'expres- 
sion (§  VI)  de  la  mesure  de  la  densité  qui  est  la  réciproque 
du  produit  de  la  distance  des  deux  foyers  au  point  consi- 
déré. Pour  les  systèmes  de  rayons  normaux  à  une  surface 
et  par  suite  normaux  à  toutes  les  surfaces  parallèles,  la 
mesure  de  la  densité  est  identique  avec  celle  de  la  cour- 
bure, parce  qu'en  chaque  point  de  l'espace  la  mesure  de  la 
densité  des  rayons  est  égale  à  la  mesure  de  la  courbure  de 
la  surface  parallèle  qui  passe  en  ce  point. 

On  voit  que  les  considérations  introduites  par  Gauss 
dans  la  science  possèdent  ce  degré  de  généralité  qui  leur 
^  permet  de  s'étendre  bien  au  delà  du  but  qu'on  leur  avait 
d' abord  fixé .  (  Fin ,  ) 


SUR  QUATRE  PRODUITS  D'ENTIERS  CONSÉCUTIFS, 

Par  m.  a.  -D.  GUIBERT. 


Le  produit  de  8,  de  9,  de  10^  de  11  entiers  consécutifs 
n  est  jamais  un  carré. 

Quand  il  s'agit  de  8  entiers  consécutifs  setdement,  la 
proposition  est  déjà  établie  (*)  5  mais  la  démonstration 
actuelle  s'applique  en  même  temps  à  ce  cas  et  aux  trois 
autres. 

Soit  w(«H-i)(/ï-f-a)...  le  produit  proposé  dont 
le  dernier  facteur  est  n -4- 7,  n  +  8,  n  +  Qy  w  4- 10^ 
suivant  que  le  nombre  des  entiers  consécutifs  est  8,  9, 


10,  II. 


(*)  Voir  le  t.  XIX  des  Nouvelles  Annales,  p.  2i3. 


(  'o3) 

Pour  abr^er,  nous  nommerons  /i,  /i  -H  i ,  w  -J-  2,  etc. , 
les  facteurs  en  n  de  leur  produit. 

Nous  admettons  que  le  produit  proposé,  qui  sera,  à 
Tolpntë,  Fun  quelconque  des  quatre  désignés  dans 
renoncé,  soit  un  carré,  et  nous  nous  proposons  de  faire 
ressortir  l'absurdité  d'une  telle  hypothèse. 

Quelques  observations  préalables  sont  nécessaires. 

Les  différences  entre  les  facteurs  en  n  prouvent  que  tout 
diviseur  premier  dommun  à  deux  quelconques  d'entre 
eux  est  nécessairement  Tun  des  nombres  2,  3,  5,  7. 

Par  conséquent,  le  produit  proposé  étant  un  carré,  si 
un  facteur  en  n  est  premier  avec  2x3x5X7,  il  doit 
être  un  carré.   - 

Si  un  facteur  en  n  n'est  divisible  que  par  un  seul  des 
nombres  2,  3,  5,  7,  il  est  le  produit  d'une  certaine  puis- 
sance de  ce  nombre  par  un  carré,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  eu  égard  à  l'exposant  de  cette  puissance,  il  est 
un  carré  ou  le  produit  d'un  carré,  par  ce  nombre  pris 
parmi  2,  3,  5,  7. 

Autre  remarque  :  Il  est  impossible  que  le  produit  pro- 
posé soit  un  carré,  lorsque  deux  fadeurs  en  n  sont  des 
carrés.  Cela  est  vrai  quels  que  soient  les  rangs  de  ces  fac- 
teurs; mais,  pour  notre  démonstration,  il  suffit  qu'ils 
appartiennent  aux  huit  premiers.  Leur  différence  est  alors 
comprise  entre  i  et  8. 

Or  la  différence  de  deux  carrés  n'est  jamais  ni  2,  ni  4 9 
ni  6.  Si  elle  est  égale  à  3,  les  facteurs  en  n  sont  i  et  4  ^ 
le  produit  proposé,  dont  le  premier  facteur  est  1 ,  n'est 
manifestement  pas  un  carré;  si  elle  est  égale  à  5,  les  fac- 
teurs correspondants  sont  4  ^t  9,  et  le  produit  proposé 
dont  le  premier  facteur  est  alors  l'un  des  entiers  2,  3,  4 
n'est  pas  non  plus  un  carré. 

Cela  posé,  nous  allons  examiner  tous  les  cas  qui  peu- 
vent se  présenter. 


(  io4  ) 

P'  G  AS.  n  est  premier  avec  2X3x5X7» 
Le  nombre  n  n'ayant  aucun  diviseur  commun  avec  les 
entiers  qui  le  suivent,  doit  être  un  carré.  Il  sera  de  la 
forme  Sg'  •+•  i,  de  lune  des  formes  5  A  -H  f ,  5A-f-  4  et 

de  Tune  des  formes  7/:  H-  i,  7  A  -+-  a,  yA  H-  4» 

Montrons  qu'un  autre  des  huit  premiers  entiers  serait 
un  carrée 

Lorsque  ;t  se:  5  &  -f- 1 ,  n  -f-  6  est  premier  avec  5  ^  il  est 
d'ailleurs  premier  avec  2X3;  s'il  est  premier  avec  7,  il 
serait  Un  carré;  s'il  est  divisible  par  7,  aucun  autre  fac- 
teur 1^1  n  n'est  divisible  par  7,  il  devrait  donc  être  encore 
un  carré. 

Lorsque  «  =  5 A -4-49  w-+-4=5A-+-8;  et  comme 
jiour  w  =  7/r-4-i,7i4-2,  7Ar-+-4îOna 

«4-4  =  7^-'- 5,  7^-h6,  7^^4-8, 

il  en  résulte  que  «  +7,  premier  avec  2X3,  est  aussi 
prunier  avec  5  X  7  5  ce  facteur  en  n  serait  donc  un  carré. 

II®  Cas.  n  dii^isibte  par  un  seul  des  nombres  2,  3, 
5,7. 

1®  n  divisible  par  2  et  premier  avec  3x5X7- 

n  est  un  carré  ou  double  d'un  carré. 

Soit  d'abord  n  égal  à  un  carré  :  il  aura  la  forme  3^  + 1  « 

«4-7  est  premier  avec  2  X  3,  il  l'est  également  avec 
5  X  75  car  pour/î  =  SAh-i,  5A4-4î  '»4-7  =  5Ah-»8, 
5A4-115  et  pour  »  =  7/:h-i,  7^4-2^  7t-f«4» 
714-7  =  7^:4- 8>  7*4-9)  7A  4-  II',  »  4-7  serait  donc 
un  carré  en  même  temps  que  /i. 

Soit  ensuite  n  double  d'un  carré  a*,  lequel  sera  de  la 

forme  3gr  4-1. 

/2  4-  5,  premier  avec  2  X  3^  est  évidemment  premier 
avec  5  5  s'il  est  premier  avec  7,  il  doit  être  un  carré^  et, 
de  même,  s'il  est  divisible  par  7,  aucun  autre  facteur  en 


(  io5) 
n  n'étant  alors  divisible  par  7;  inais,  pour  a'  =  5A  4-  i> 
5 A +4,   »H-5  =  ioAh-7,  .ioA-|-i3,  formes  qui  ne 
conviennent  à  aucun  carré. 

2?  n  divisible  par  3  et  premier  avec  2X5X7* 

#»est  un  carré  ou  triple  d'un  carré. 

Soit  n  égal  à  un  carré. 

Lorsque 71  =  5A«-hi,  5A-h4»'»  +  ^  =  5A4-3^5&+65 
quand  w  =  7*-+-i,  7/r-H2,  7*4-4t  /»-h  a  =  7AiH-3, 
7iH-4t  7A-f-6;  ce  facteur,  premier  avec  a  X  3,  est 
ainsi  premier,  avec  5  X  7  9  il  devrait  donc  être  un  carré. , 

Soit  n  triple  d'un  carré  a*. 

Pour  ^•=:5A  +  i,n-h4«  premier  avec  a  X 3,  éga- 
lant t5/i  +  7>  est  premier  avec  5  ^  donc^  s'il  est  premier 
avec  7,  il  devrait  être  un  carré  ^  et,  de  même,  s'il  est 
divisible  par  7,  aucun  autre  facteur  en  n  n'étant  alors 
divisible  par  7;  mais  15A-+-7  ne  représente  aucun 
carré. 

Pour  û*  =  5A-f-4>'*-+'4  =  ï5AH-i6;ce  facteur,  di- 
visible ou  non  par  7,  doit  être  un  carré. 

Or,  quand  n  -4-  4  est  divisible  par  7,  w  H-  2  ne  Test 
pas,  et  comme  n  H-  2  =  i5  A  -+- 14^  il  est  premier  avec  5; 
il  serait  donc  aussi  un  carré.  Lorsque  7}-f-4  n'est  pas 
divisible  par  7,  il  est  de  l'une  des  formes  7AH-1, 
jk'-^ay  la  forme  ^k-jr  4  supposant  n  multiple  de  7  :  si 
»H-4  =  7A-4-iî  »-+-  2,  égal  à  yk — i,  devrait  être  un 
carré^  6i«H-4  =  7'f-^"^>  »-+-i  premier  avec  3,  est 
premier  avec  5  X  7)  il  serait  donc  le  double  d'un  carré; 
mais  ra+i  ='jk — i  ne  correspond  au  double  d'aucun 
carré. 

3®  n  divisible  par  5  est  premier  avec  2X3X7- 

n  ne  saurait  être  un  carré;  car,  pour  n  s=iyk^^E^ 
7/t  H-  2,  7  A  H-  4^  Je  facteur  n  -f-  4i  premier  avec 
2X3x5,  prenant  les  formes  respectives  7A-4-5, 
7A  -4-69  7 A  +  8,  devrait  être  en  même  temps  un  carré. 


(  ,o6  ) 

Soit  donc  n  égal  à  5  fois  un  carré,  lequel  sera  dé  la 
forme  3^ -h  I. 

«  4-  6  est  premier  avec  a  X  3  X  5  ;  s'il  est  premier  avec 
7,  il  devrait  être  un  carré-,  et  de  même,  à  cause  de  son 
rang,  sHl  est  divisible  par  7;  mais  n-^6^  égal  à  i  Sg'  +1 1 , 
n'a  pas  la  forme  d'un  carré. 

^^  n  divisible  par  7  et  premier  avec  2X3x3. 

En  supposant  que  n  soit  un  carré,  on  trouve  que 
/i-+- 6  ou  n  -f- 4  serait  un  carré,  selon  que  n  égale  5  A  4- 1 

ou  5  A  4-4» 

Soit  n  égal  à  7  fois  un  carré  a',  lequel  sera  de  la  forme 

ig+i  et  de  Tune  des  formes  SA  +  i,  5A-|-4«  On  trouve 

ici  que  n +  6  =  35A -|- i3,  35  A  4- 34»  devrait  être  un 

carré.  Or  aucune  de  ces  formes  ne  peut  être  celle  d'un 

carré. 

IIP  Cas.  n  div^isible  par  deux  des  nombres  2,  3,  5,  7 

cl  premier  ax^edes  deux  autres. 

i^  n  divisible  par  2  X  3  et  premier  avec  5X7- 

«  4-  5  est  premier  avec  2X3x5,  donc,  divisible  ou 

non  par  7,  il  doit  être  un  carré;  mais,  pour 

/i  +  5  =  53^-M,  5A4-4, 

on  a 

/?  4- 7  =  5 A  4- 3,  5  A  4-6 ; 

donc  ce  dernier  facteur  en  n  devrait  être  aussi  un  carré. 

2**  n  divisible  par  2  X  5  et  premier  avec  3  X  7. 

//  4-  3  est  premier  avec  2X3x5. 

Quand  w  4-  8  est  premier  avec  7,  il  est  un  carré  ;  et  si 
l'on  pose  w4-3=3§'4-i,  ^4-7  devient  égal  à  3g^  4-  5; 
donc  ce  facteur  en  «,  premier  avec  2  X  5  X  7,  est  premier 
avec  3  ;  par  conséquent  il  serait  un  carré. 

Lorsque  /i  4-  3  est  divisible  par  7,  si  n  4-  3  =  3  m  4- 1 , 
Je  facteLU*  n-h  7  =  3  m  4-8   devrait  être  un  carré  :  si 


(  »«7  ) 
/i  4-  3  =  3m  -+-  2,  «  -h-  7?  premier  avec  2X5X7,  esl 
multiple  de  3;  mais  /i  +  2,  égal  à  3/n  + 1  et  premier 
avec  3  X  5  X  7^  n'a  pas  une  forme  compatible  avec  celle 
du  double  d'un  carré  ;  donc  il  doit  être  oin  carré,  el  /i  -+-  7 
serait  le  triple  d'un  carré ^  or,  pour  »H-2=5A4-i, 
7ï-+-7=5A4-6,  etpour/i-f-  2  =  5A-h4?  "-4-7  =  5^+9, 
chacune  de  ces  valeurs  de  n  4-  7  ne  saurait  être  celle  du 
triple  d'un  carré, 

3®  n  divisible  par  a  X  7  et  premier  avec  3x5. 

Soit  d'abord  /i  -f-  3  premier  avec  5  ;  ce  facteur  en  n 
sera  un  carré,  puisqu'il  est  évidemment  premier  avec 
2X3X7-  Mais,  pour  n-f*  3  ==:  54+  i,  5A  -f-  4,  on  a 

/i  +  i=:5A  —  I,     5A-4-3; 

«  + 1 ,  premier  avec  a  X  3  X  7,  est  premier  ainsi  avec  5, 
il  devrait  donc  être  aussi  un  carré. 

Soit  ensuite  n  H-  3  divisible  par  5  :  si  «  =  3  w  -f- 1 , 
n  -h  I  doit  être  un  carré,  et  w4-6  =  3m4-7,  premier 
avec  3x5X7?  serait  le  double  d'un  carré;  si 
/i  =  3m  -F  a,  n  -4-  5,  premier  avec  2  X  5  X  7,  est  pre- 
mier avec  3  ;  ce  facteur  en  n  devrait  être  un  carré,  ce 
qui  est  impossible  \  car,  d'après  l'hypothèse,  ii  4-  5  est 
un  multiple  de  5  plus  2. 

4**  n  divisible  par  3  X  5  et  premier  avec  2X7. 

/i  +  2  et  /i  +  6  sont  premiers  avec  2X3x5. 

Si  aucun  de  ces  facteurs  en  n  n'était  divisible  par  7, 
ils  seraient  des  carrés. 

Si  n  4-  2  =  7m,  n  +  4  est  un  carré;  n  -f- 1  =  ym  —  i, 
premier  avec  3x5X7,  devrait  être  le  double  d'un 
carré. 

Si  /i+4  =  7'''?  '^H*  ^  est  un  carré,  et  714-7  =  7m4-3 
devrait  être  double  d'un  carré. 

5*^  n  divisible  par  3  X  7  et  premier  avec  2X5. 

Les    facteurs     tî  ■+-  3,     «4-4    sont    premiers    avec 


M 


(  '«8) 
^  X  3  X7  •  si  ui  Vun  ni  Paatre  n  était  divisible  par  5^ 
îLs  seraient  tous  deus  des  carrés. 

Lorsque  it-ha=5m,  fi-+-4  =  5m4-a;ce  dernier 
£acteur  en  n  devrait  être  an  carré* 

Quand  /*  -f-  4  =  5m,  n  H-  2,  égal  à  5m  —  a,  serait  an 
carré. 

6^  n  divisible  par  5  X  7  et  premier  avec  2  X  3. 

/>  -f-  6,  premier  avec  2X3x5X7,  doit  être  un  carré. 

Si  w  =  3/n  +  I,  le  facteur  n-+-  4  sérail  un  carré  ^  si 
n  =  3m  4-^5  »  -+-  2  devrait  être  un  carré. 

rV®  Cas.  n  dmsible  peu*  trois  des  nombres  2,  3,  5,  7 
et  premier  a\^ec  le  quatrième. 

i^  n  divisible  par  2X3x5  et  premier  avec  7. 

n  4-  7  étant  premier  avec  2X3x5  doit  être  un 
carré  i  mais,  pour  p -J- 7  =  7*4- i,  7/r -f- 2,  7^4-4» 
on  a  n  4-  I  =  7A  —  5,  7^  —  4^  7^  —  î*  ;  ce  dernier  (ac- 
teur en  n  est  ainsi  premier  avec  7,  il  l'est  d'ailleurs  avec 
2X3x5,  donc  il  serait  aussi  un  carré. 

2*^  n  divisible  par  2  X  3  X  7  et  premier  avec  5. 

n  4-  5  doit  être  un  carré. 

Sin-|^5  =  5A4-i,w4-i,  égal  à  5  A  —  3,  est  premier 
avec  5,  il  serait  donc  un  carré  :  si  /i4-5  =  5A4-4j 
n  4-  2,  premier  avec  3  X  75  est  aussi  premier  avec  5  \  il 
devrait  donc  être  le  double  d'un  carré^  ce  qui  est  impos- 
sible d'après  sa  valeur  5^4-7. 

3*^  n  divisible  par  2  X  5  X  7  et  premier  avec  3. 

n  4-  3  est  un  carré  de  la  forme  3^  4- 15  n-\-i  serait 
un  carré. 

4^  n  divisible  par  3  X  5  X  7  et  premier  avec  2. 

Les  facteurs  n  4-  2,  n  4-  4  devraient  être,  des  carrés. 

%  r 

V®  Cas.   n  div^isible  par  2X3x5X7. 
71  4- 1  est  un  carré ^  w  4-  4  =  5A  4-  4  serait  le  double 
d'un  carré. 


(  »o9  ) 
r  La  propriété  objet  Je  cette  Note  est  ainsi  établie. 
On  verrait  semblablement  que  le  prodnit  de  iii,  de  i3 
entiers  consécutifs  n'est  point  un  carré.  Les  nombres  pre- 
miers à  considérer  seraient  2,  3, 5,  7  et  ii.  Pareille  pro- 
priété se  prouverait  pour  le  produit  de  14,  de  i5,  de  16 et 
de  17  entiers  consécutifs.  Ces  quatre  cas  se  rapportent  aux 
nombres  premiers  2,  3,  5/7,  9,  11  et  1 3.  On  peut  conti- 
nuer ainsi,  en  liant  entre  eux  plusieurs  cas ,  mais  la  dé- 
monstration devient  de  plus  en  plus  pénible. 

''111        I     l .  I    ■  Wi 

I6M9IISTRATION  DU  TIÈORÈNE  SUR  LES  COURBES  PLANES 

DE  N.  STREBOR 

CTOirt.XIX,p.88}; 

Par  m.  Joseph  SACGHI, 

Professeur  au  lycée  de  Porte-Neure»  à  Milan. 


Soient:  Mi  un  point  quelconque  d'une  courbe  don^ 
née  (*)  ;  Vi  et  pi  le  rayon  vecteur  OiVIi  et  la  perpendicu- 
laire OPi  à  la  droite  MiPj,  touchant  la  courbe  en  Mj  ;  Wj 
et  «1  les  angles  que  les  v^  et  pi  forment  avec  une  droite 
fixeOA.  Sur  le  prolongement  de  OM,  onpreudMiNirz  v^, 
le  lieu  des  points  N  sera  une  courbe  semblable  à  la  courbe 
donnée;  par  conséquent  Tangle  |3  que  la  normale  NM  à 
cette  seconde  courbe  forme  avec  ON  sera  égal  à  celui  des 
droites  Vi  et  pi,  c'est-à-dire  on  aura  j3  =  «1  — «,.  Sur  la 
normale  NM  que  Ton  prenne  NM=OM,  alors  MMi 
est  perpendiculaire  sur  OMi.  On  doit  prouver  que  la 
courbe  lieu  des  points  M  est  l'enveloppe  des  perpendi- 
culaires qu'on  mène  aux  extrémités  des  rayons  vecteurs 


(*)  On  prie  de  faire  la  figure. 


(no) 

de  la  courbe  donnée;  ou  bien  que  la  courbe  donnée  est 
la  podaire  de  celte  des  points  M. 

En  nommant  v,  p,  o),  les  quantités  relatives  au  point 
M  et  analogues  à  Vi^  pxy  w^  les  triangles  rectangles 
OMiM,OPi  Ml  donnent 

COS  (W|  —  û>J  ==  — ?       cos  (ai  —  «,)  =  — ? 

et,  ayant  MO  =  MN,  on  aura 

«i  —  «  =  p  ==  ai  —  Wi, 

desquelles  on  déduit 

(l)  »=s2«i  —  ai,      v==— ♦ 

^  fi 

relations  qui  montrent  que  la  courbe  donnée  est  la  po- 
daire de  la  courbe  lieu  des  points  M. 

En  faisant  la  dérivée  par  rappoi't  à  ot)|  des  équations  (i), 
et  en  la  désignant  par  un  accent,  en  posant 

r'^p^  =  q\      ',\—p\z=zq\, 

t 

et  eu  égard  aux  formules  connues 

'       qx  q^  qi^i 

on  obtient  /7  =  Vi,  laquelle  avec  la  seconde  des  équa- 
tions (i)  donne 

P' 

V 

En  remplaçant,  dans  F  équation 

d'une  courbe  donnée,  \espi^  Vi ,  par  ces  dernières  valeurs, 
on  a  Téquation  de  la  courbe  enveloppe  des  perpendicu- 
laires menées  aux  extrémités  des  rayons  vecteurs  de  la 
première  courbe. 


(  "«  ) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  426 

(TOirt  XVII.p.  SS); 

Pab  m.  RASSiœD. 


Le  lieu  du  point  P  est  une  conique.  Car  ce  point  est 
donné  par  l'intersection  de  deux  droites  BN  et  CM  pas- 
sant par  deux  points  fixes  B  et  C,  et  dont  le  mouvement 
est  réglé  de  telle  sorte,  qu'à  une  position  BN  de  J'une  en 
corresponde  sans  ambiguïté  une  et  une  seule  de  Vautre 
MC  (*),  ce  qu'il  est  facile  de  voir  ici.  Le  lieu  de  leur  in- 
tersection est  donc  au  plus  du  second  degré.  De  plus  ce 
n'est  pas  une  droite;  car  B  et  C  sont  deux  points  du  lieu 
(le  point  C  correspond  à  la  position  de  la  droite  AN  qui 
passe  par  le  point  O,  et  le  point  B  à  celle  de  la  droite  AM 
qui  est  parallèle  à  BC),  et  les  trois  points  B,  P,  C  ne  sau- 
raient être  en  ligne  droite.  Le  lieu  du  point  P  est  donc 
une  conique. 

La  même  démonstration  s'appliquerait  identiquement 
au  point  P. 

On  voit  de  plus  que  ceci  aura  lieu  quel  que  soit  l'angle 
MAN,  pourvu  qu'il  soit  constant.  Quant  aux  points  T  et 
T|,  ils  décrivent  la  polaire  du  point  A  par  rapport  à 
Tangle  BOM. 


(^)  Je  n'ai  pas  cru  qu'il  fût  nécessaire  de  rappeler  ici  la  démonslration 
d'un  théorème  connu. 


(  «»o 


SUR  LES  INTERSIGTMIIS  DES  COURBES  ALGÉBRI(K1ES 

PLANES; 

D'APBis  LB  Bir.  SALMON  (*). 


Théorème  I.  —  Par  — '    points  6xes   on  peut 

décrire  one  courbe  de  degré  ra  et  une  seule,  généralement 
parlant.  Si  parmi  ces points  il  s'en  trouve  un 

nombre  plus  grand  que  pn  —  ^^ ^ 1  sur  une 

courbe  de  degré  p,  où  p  <^  n,  alors  il  est  impossible  de 

faire  passer  une  courbe  de  degré  n  par  ces  — i — r— - 

points. 

Théorème  IF,  —  Toutes  les  courbes  du  n'*'~'  degré  qui 

passent  par  — ^ —  i  points  nxes,  passent  aussi  par 

In — i)(n  —  2)  .         ^ 

^ ^-^ autres  points  nxes. 

Théorème  III.  —  Un  polygone  de  an  côtés  étant  in- 
scrit dans  une  conique,  les  n  [n — 2)  points  d'intersec- 
tion des  côtés  impairs  avec  les  côtés  pairs  non  adjacents 
sont  sur  une  courbe  de  degré  n  —  2. 

Théorème  IV,  —  Si  parmi  les  n'  points  d'intersection 
de  deux  courbes  de  degré  w,  il  s'en  trouve  np  sur  une 


{*)  Ces  théorèmes  ont  déjà  été  démontrés  dans  les  Nouvelles  Annales. 
Nous  les  récapitulons  dans  l'intérêt  des  élèves. 


(  "3) 
courbe  de  degré  p  <C^n^  les  »*  —  np  points  d'intersection 
restants  sont  sur  une  courbe  de  degré  n  — p. 

Théorème  F.  —  Une  courbe  du  »**"**  degré  qui  passe 
par  np  —  -^ — points  d*une  courbe  de  degré 

^                                                       \.         [p  —  ^)(p  —  a) 
D  <r  w,  rencontre  encore  celte  courbe  en  ^— '-^ - 

points. 

,  Théorème  FI.  —  Deux  courbes  de  degré  m  et  n  se  cou- 
pant en  mn  points,  une  courbe  de  degré  r  qui  passe  par 

(/W-I-/1  — r  —  i)(/ii  +  «  —  r — 2)  , 

i — : — -^ ^de  ces  points,  ou  /•  est 

supérieur  à  m  ou  à  n,  mais  non  supérieur  à  m  -f*  'i—  3, 
passe  aussi  par  les  points  restants  des  mn  points* 

Note  historique.  —  Euler  paraît  être  le  premier  qui 
ait  signalé  le  paradoxe  de  deux  courbes  du  n^^"^  degré  qui 
passent  par  un  nombre  plus  grand  de  points  qu'il  n'est  né« 
cessai re  pour  déterminer  une  telle  courbe  (  Mémoires  de 
{Académie  de  Berlin ^  1748)?  1^  même  difficulté  a  été 
énoncée  par  Cramer  dans  son  Introduction  à  F  analyse 
des  lignes  courbes^  lySo.  Toutefois  les  importants  théo- 
rèmes qui  découlent  de  ce  paradoxe  sont  d'une  date  très- 
récente  \  ainsi  le  théorème  IV  est  de  Gergonne  [Atinales, 
t.  XVU,  p.  2205  1827);  le  théorème  n,  aussi  de  1827, 
appartient  à  M.  Plûcker  (Enlwickelungen^  vol.  I,  p.  228, 
et  Gergonne  AnnaL^  vol.  XlX,  pp.  97,  129)^  le  théo- 
rème V  est  le  sujet  de  deux  Mémoires  envoyés  eu  même 
temps  à  Crelle,  l'un  par  Jacobi  (t.  XV,  p.  285),  un  autre 
par  Plûcker  (t.  XVI,  p.  47)  5  le  théorème  \I,  le  plus  gé- 
néral, est  de  M.  Cayley  {Cambridge  MatheniaticalJour" 
naly  t.  III,  p.  211). 


Ann.  de  Malhémat.,  2«  st'rie,  t.  I^*".  {Mats  iSGq  )  8 


(  "4) 


SOLUTION  COMPLÈTE  DE  LA  QUESTION  4S6 

(f  Olr  t.  XYII,  p.  65)  ; 

Par  m.  R.  ALBARET, 
Élève  du   lycée  Saint- Louis. 


Il  s'agit  de  mener  dans  un  plan  donné  par  ses  deux 
traces  une  droite  dont  les  deux  projections  ne  forment 
qu'une  seule  et  même  droite. 

On  donne  pour  solution  l'intersection  du  plan  donné 
par  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

Il  est  évident  qu'en  outre  il  y  a  encore  l'intersection 
du  plan  donné  avec  le  plan  bissecteur  de  Tangle  dièdre 
formé  par  la  partie  postérieure  du  plan  horizontal  et  la 
partie  inférieure  du  plan  vertical. 


SÉRIE  BONOGRAPIIQBE. 


Lemme.  —  Soient  a^^  a^,  as, . . . ,  ûj^,  etc.,  une  série 
de  termes  telle,  que  dans  quatre  termes  consécutifs  la 
somme  des  extrêmes  surpasse  la  somme  des  moyens  de 
la  quantité  constante  n. 

Termes  généraux, 

faciles  à  trouver. 

Corollaire,  p  termes  quelconques  étant  liés  par  une 
équation  linéaire,  on  calcule  facilement  les  termes  géné- 
raux, par  la  théorie  des  séries  récurrentes. 


(  "5) 

Termes  sommatoires. 

Soit  la  série  at,  a^^  a^;  • . . ,  a^nt  et  Si„  le  terme  som- 
matoire 

n{n  —  i)  ,  -  /     . , 

n(n  —  i).  .  - 

SîiKHi  =-^ (aj  — a,)-f-/ï«i  -h  2.4"-»,^. 

Sommé  totale  : 

Soient  ai,  Af,  As,  . .  • ,  les  trois  premiers  termes  d'une 
série  telle,  que  dans  les  termes  consécutifs  le  produit  des 
extrêmes  divisé  par  le  produit  des  moyens  donne  uii  quo- 
tient constant  log  k. 

Faisons 

la  solution  énoncée  s'écrira  ainsi  : 


d'où 

M?|  "T"  ^tL        '  JJj  "~—  «Tj       ■    n  m 

D  après  le  lemme  ^ 

^m  =  (/î  —  l)(x3  — X,)  4-ara  -H  2"-'^, 

^an-i  ^^  'ï  («^s  *""  «^i  j  "4"  ^1  "4~  2  ~  A" , 

jraH.i=  «  (ar,  —  X, )  -f-  Xa  -h  2"^ , 

x,iH-s  =  («  H- i)(*>  —  '*i )•+■*•  -Ha*^'^, 
on  a 

X^n  =;  ^ • 

Substituant  les  valeurs  de  x^^^x^  ^in^-«9  ^tn+s?  on  aura  Xtn 

8. 


(1.6) 
en  fonction  de  x^^  x^  Xi, 


Prenant  les  logarithmes,  on  a 


«3^"- 


Donnant  successivement  à  n  les  valeurs  1,2,  3,.  ..,4? 
on  trouve  sans  difficulté  le  terme  sommatoire. 

Remarque,  —  Il  est  évident  que  cette  méthode  s'ap- 
plique à  une  relation  qui  comprend  un  multiple  quel- 
conque de  rapports.  Le  plus  simple  est  le  produit  binaire 
autrement  dit  anharmonîque. 

A  chaque  relation  correspond  une  propriété  géomé- 
trique, correspondance  que  M.  Chasles  a  brillamment 
établie  pOur  le  rapport  binaire  (*). 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  609 

(Toir  p.  81); 

Par  m.  Paul  G.  DE  SAINT-MICHEL, 

Elèye  de  Técole  des  Carmes  (classe  de  M.  Dardeone). 


Je  conserve  les  notations  de  Ténoncé.  Soit  maintenant 
RD  la  troisième  hauteur  du  triangle  RFP;  dans  le  qua- 


{*)  Nos  deux  illustres  géomètres  derralent  publier  une  nouTelle  édition 
beaucoup  raccourcie  de  ces  codes  de  la  nouvelle  géométrie,  créations 
glorieuses  de  la  France.  Ils  augmenteraient  considérablement  le  nombre 
des  lecteurs.  La  vie  de  chacun  est  aujourd'hui  tellement  absorbée,  qu'il 
faut  attacher  des  locomotives  aux  œuvres  scientifiques.  La  Theoria  motus 
corporum  cœlcstium  ne  contient  que  227  pages  in-4 ,  et  les  Disquisilionesy 
chef-d^œuvre  des  chefs-d'œuvre,  environ  5oo  pages  în-8. 


(  »«7) 
drilatère  complet  RF'HF,  la  diagonale  FF'  est  partagée 
harmonîquement  par  les  deux  autres  aux  points  C  et  D  ^ 
donc  par  une  propriété  connue  des  conjuguées  harmo- 
niques, on  a 

(i)  MF^  =  MCXMD. 

SoitC  un  point  tel,  qiie  CD  =  DM  5  je  vais  démontrer 
que  ce  point  appartient  à  la  circonférence  HCR.  Sur  FF' 
comme  diamèlre  je  décris  une  demi-circonférence  qui 
coupe  RD  en  V  ;  le  triangle  rectangle  MVD  donne 

(2)  MF»=VD'-f-MD». 

Des  égalités  (1)  et  (d)  on  tire 

MC  X  MD  ==  VD'  4-  MD» 

ou 

DM(MC  — MD)  =  MDXCD  =  VD'; 

mais 

VD»  =  DFXDF'; 
donc 

DFXDF'  =  DCXMD; 

et,  puisque  MD  =  DC, 

DFXDF'  =  DCXDC'; 

•  ■  • 

les  triangles  FHD,  F'RD,  sont  semblables  comme  ayant 

les  côtés  perpendiculaires  et  donnent 

FDX  DF'  =  RDXDH; 
on  a  donc 

RDXDH  =  DCXDC'; 

par  suite  le  point  C  appartient  à  la  circonférence  RHG; 


(..8) 
on  en  déduit 

Mr  =  MCX  MC  =  MC(MD  -f-  DC) 
ou 

et  comme  MC  X  MD  =  MF%     MT«  =  2  MF% 

FF'  i/2 

Mï  ==  MF  v^  = ^  =  constante. 

^  2 

€•  Q.   F.   D. 


SOLUTION  DE  LA  HUESTION  «01 

(  Totr  t.  XX ,  p.  400 }  ; 

Par  m.  MOGNI, 

Professeur  à  Tortone, 

Kt  m.  h.  delorme. 


Le  produit  (p  -{-  i)(p  -^i). ,  .{p -hq)  est  divisible 
par  1.2.3...^  lorsque  p-^i  est  premier  avec  ^  et  il 
n'est  pas  divisible  dans  le  cas  contraire.  (GATALAir,) 

On  sait  que  (p  -i- 1)  {p  -h  ^) .  >  •  (p  -h  q)  est  divisible 
par  1.2.3. .  .^,  et  que  (p  H-  2)  (p  -f-  3). .  .(/y +  9)  est 
divisible  par  i  •  2. . .  (^  —  i).  Posons 

l  .9..  .  .q 


on  aura 


--_ — ff^ . —  . , 

1 .2.O. . .^  g 

la  division  devant  se  faire  exactement,  A  étant  un  nombre 


(  "9  ) 
entier  lorsque  q  est  premier  avec  (p  ^i)^q  doit  diviser  A; 
donc,  etc. 

Dans  le  cas  contraire  on  ne  saurait  rien  affirmer, 
parce  que  le  théorème  en  question  parait  en  défaut  dans 
quelques  cas,  par  exemple  : 

5.6.7:8.9 2         9.10.11.1213.14  i5.i6.i7 

2.3  4'5,6  ''  2.3.4-5.6.7.8.9.10  * 

Dans  le  premier  cas  p  =  3,  p  4- 1  =  4i  qui  n'est  pre- 
mier avec  q  =  6, 

Dans  le  second  cas  p  =  7,p-hi  =  8,  qui  n'est  pas 
premier  avec  qf  =:  10. 


THÉORIE  DES  DIAMÈTRES  REGTILIGNES  ET  GURYIIIGNES 

D'APRis  LE  Riv.  SALMON. 


{Uigher  Plane  Curves,  page  4B.) 


i.Lemme.    l]  =  (p(j:,j): 

En  développant,  il  faut  changer  (■^)    en   ( jj 


\d^)  U  )  ''"  ^^'  ''"' 


2.  L'équation  polaire  d'une  courbe  donnée  par  une 
équation  de  degré  n  en  .r,  y  s'obtient  en  remplaçant  a:, 
y  par  jO  cosô,  p  sinO  (pour  des   axes  rectangulaires,  ou 


(    "O    ) 

par  m,  n  {tour  des  axes  quelconques)  et  Ton  obtient 

I 

Ap-  4-  A.  p'^'  -h  Aap"-'  4-. . .  4-  A„  =  o;  ' 

les  A  sont  des  fonctions  de  sin  ô,  cos  9  :  — -'   est  la  somme 

A 

des  distances  à  T origine  de  ces  intersections  de  la  corde 

faisant  un  angle  0  avec  Taxe  des  xi  -^  la  somme  de  ces 

A 

mêmes  distances  prises  detix  à  deux,  etc.  (Albert  Girard). 
3.  Soit 

U  =  w„  -h  i/„-i  -H .  .  .  -h  a^  4-  .  . .  4-  a», 

itp  est  une  fonction  homogène  de  degré/;  en  x^y. 

Si  l'on  transporte  l'origine  au  point  xf^y,  l'on  obtient 


f  •  •  » 


Si  l'on  passe  aux  coordonnées  polaires,  le  coefficient  de 
p"~*  s'obtient  en  substituant  cos  0,  sin0,  au  lieu  de  jr,  y 

dans  M,_i  et  dans  x  -7-^4-  y^  -r- 

dx       '^    dy 

Le  coefficient  p"~*  s'obtient  en  faisant  les  mêmes  substi- 
tutions dans  ii„.|. 

4.  Diamètre  du  premier  degré,  —  Etant  donnée  une 
corde  faisant  ayec  l'axe  des  x  un  angle  0,  le  lieu  du  point 
dont  la  somme  des  distances  aux  n  points  d'intersection 
est  nulle  est  donné  par  l'équation 

dUn  dUn 

équation  d'une  droite  (Newton). 

Diamètre  du  deuxième  degré.  —  Même  donnée^  le 


(...  ) 

lieu  du  poinl  dont  la  somme  des  distances  prises  deux  à 
deux  est  nulle,  est  donné  par  Téquation 

équation  d'un«  conique. 

Et  de  même  pour  les  diamètres  d'un  d^ré  plus  élevé. 

5.  Conique  diamétrale,  —  C'est  le  lieu  des  points  mi- 
lieux des  cordes  parallèles.  Soit  M  un  point  de  la  courbe 
et  ;^i  son  ordonnée;  N  un  point  correspondant  de  la 
conique  diamétrale  et ^  son  ordonnée;  MN  distance 
du  point  de  la  conique  au  point  de  la  courbe  y  —  yx^ 
y — jty  etc.  On  a  par  définition 

2(r— r.)(r— r2)  =  o, 

ou  bien 

nin  —  i) 

-H: — ^r'  — («  — i)r2r,  -+.2j,j,=:o. 

1°  Le  produit  des  deux  racines  est  ^—^-^22-, 
^  n\n — i) 

Ainsi  le  produit  des  deux  distances  de  Torigine  aux 
deux  points  de  la  conique  est  égale  à  la  moyenne  des  pro- 
duits des  distances  de  Torigineà  la  courbe  prises  deux  à 
deux. 


2^  La  somme  des  deux  racines  est  — ^  ;  la  moyenne 

n 


2t  Y 

pour  la  courbe  est  — '  pour  un  point  de  la  conique^  et 


par   conséquent  - — ^  pour  les    deux  points;  les  deux 

moyennes  donnent  le  même  point  ;  donc  la  conique  et  la 
courbe  ont  le  même  diamètre  rectiligne. 


(  "2  ) 

6.  Cubique  diamétrale.  —  Même  désignation  que  ci- 
dessus  \  on  aura 

T  .2.  O 

(/I  —  l)(/l 2)     .  «  —  2     ' 

— T^T j'^y  H — —  rîj.r»  —  sj^.  j»  js- 

1  •  2  I 

On  conclut  alors  que  la  courbe  et  la  cubique  ont  le 
même  diamètre;  car  la  moyenne  pour  un  point  de  la  eu- 

bique  est  — ^  et  pour  les  trois  points  — ~ 

Centres. 

Ce  mot  est  pris  dans  une  double  acception. 

Lorsque  dans  Téquation  polaire  de  degré  n  les  termes 
du  degré  n  —  i  manquent,  le  pôle  peut  prendre  le  nom 
de  centre. 

Lorsque  Téqualion  ne  contient  que  des  puissances 
paires  du  rayon  vecteur,  alors  le  pôle  est  un  centre  dans 
le  sens  le  plus  général.  Si  l'équation  en  j:,j^  est  de  degré 
pair,  pour  que  Torigine  soit  un  centre^  dans  le  sens  géné- 
ral, Téquation  rendue  polaire  doit  avoir  la  forme 

Mo  +  «3  -f-  W4  H- . . .  =  o  ; 

les  iùdices  indiquent  les  puissances  du  rayon  vecteur. 

Et  si  l'équation  en  x,  y  est  de  degré  impair,  elle  ne 
doit  contenir  que  des  puissances  impaires  de  la  variable; 
par  conséquent  le  centre  est  sur  la  courbe,  puisque  l'é- 
quation est  satisfaite  par  x  ^^y  =  0;  rendue  à  la  forme 
polaire,  elle  sera  divisible  par  le  rayon  vecteur  et  ne 
contiendra  plus  que  des  puissances  paires  de  ce  rayon  vec- 
teur. 


(  ^^i) 


NOTE  SUR  LES  RAYOKS  DE  COURBURE^ 

Par  m.  MANNHEIM. 


Une  transversale  passe  par  un  point  fixe  O  et  rencontre 
en  A,  Al,  Ai,...  des  courbes  données  (A),  (Ai),  (Ai),..,; 
on  prend  sur  cette  droite  un  point  M,  tel  que  Ton  ait 


OA       OA,        OA,  OM 

X,  X|,  Xs,...,  |!ji  étant  des  constantes  ;  lorsque  la  transversale 
tourne  autour  du  point  O,  le  point  M  décrit  une  courbe 
(M)  et  Ton  a 

i)       — r -^ r--^ h— -+-•••  =  5~-^' 

pcos'a       p,  cessai       pscos'a,  Rcos'<j> 

p  est  le  rayon  de  courbure  de  (A)  au  point  A  et  a  Fangle 
de  ce  rayon  et  de  la  transversale,  de  même  pour  pi,  «i,. . ., 
et  enfin  pour  R  et  y  relativement  à  M  (*). 

Si  A,  Al,. . .  sont  tous  les  points  d'intersection  d'une 
transversale  issue  du  point  O  avec  une  même  courbe 
d'ordre  m  et  que  l'on  pose 

III  m 

4-  ...  ==5    rrrri 


OA       OAi       OA,  OM 

d'après  le   théorème  de  Cotes,  lorsque  la   transversale 
tourne  autour  de  O,  le  point  M  décrit  une  ligne  droite  et 


(*)  M.  Maonheim  n'ayant  pas  fait  connaître  ici  comment  il  est  arrlyé  à 
la  relation  (i),  nous  insérerons  les  démonstrations  de  cette  relation  qu'on 
▼cadra  bien  nous  enYoyer. 


{  "4  ) 

la  relation  (i)  devient  simplement 

/     X  ï  '  ' 

2)  —H 1 j_4-...  =  o. 

pcos'a        p,  cos^a,        pscos'aj 

Cette  formule  étant  indépendante  de  la  position  du  point 
O,  est  vraie  pour  une  transversale  arbitraire  qui  coupe 
une  courbe  algébrique  d'ordre  quelconque.  On  peut  la 
déduire  d'une  belle  relation  due  à  M.  Liouville  (voir 
Journal  de  Mathématiques^  t.  VI,  p.  ^li)* 

La  formule  (a)  conduit  à  des  conséquences  intéres- 
santes, parmi  lesquelles  on  peut  citer  la  suivante  : 

En  deux  points  quelconques  A,  Ai  d'une  courbe  quel- 
conque du  second  ordre  les  rayons  de  courbure  sont  entre 
eux  comme  les  cubes  des  tangentes  AT,  AiT,  issues  de  ces 
points  et  limitées  au  point  T  où  ces  tangentes  se  cou- 
pent (*). 

Si  l'on  n'a  que  deux  courbes  (A),  (Ai),  le  point  M 
étant  déterminé  par  la  relation 

I  I  2 

en  appliquant  la  relation  (i)  on  a 

(3) 


p  CCS*  a       p ,  ces''  ai        R  cos'  y 


Le  point  M  est  dans  ce  cas  l'harmonique  conjugué  de  O 
par  rapport  à  A  et  Ai.  Lorsque  le  point  O  est  à  l'infini. 


(*)  M.  Peaucellier  a  retrouTé  dernièreiqeDt  ce  théorème  (Nouvelles  An- 
nales, t.  XX,  p.  439);  je  rayais  aussi  rencontré  {Annales  de  Toriolini,  1. 11, 
p.  313)  après  M!Vf.  Liouville  (Journa/  de  Mathématiques»  t.  IX,  p.  35o]  et 
Umpfenbach  (Journal  de  Crelle,  t.  XXX,  p.  96).  On  y  est  aussi  conduit 
par  la  transformation  par  polaires  réciproques  ;  la  démonstration  directe 
de  ce  théorème  est  du  reste  très-simple. 


(  .25  ) 

les  transversales  issUes  de  ce  point  sont  parallèles  entre 
elles,  la  courbe  (M)  est  alors  une  ligne  diamétrale  et  Ton 
a  toujours  la  relation  (3). 

Eu  combinant  les  relatious  (2)  et  (3),  on  peut  arriver 
à  de  nombreuses  conséquences.  En  voici  une  : 

Ou  coupe  une  courbe  du  troisième  ordre  par  une  traufr- 
versale  A,  Ai,  A 29  on  prend  le  milieu  M  de  la  corde 
AAi,  ce  point  fait  partie  d'une  ligne  diamétrale  (M)  cor- 
respondant à  la  direction  fixe  A  Ai  ;  si  l'on  décrit  une  co- 
nique osculatrice  à  la  courbe  donnée  en  Ai  et  tangente  à 
(M)  en  M,  le  rayon  de  courbure  de  cette  conique  en  M 
est  la  moitié  du  rayon  de  courbure  de  la  ligne  diamétrale 
au  même  point. 

Au  lieu  de  faire  intervenir  une  conique  osculatrice,  on 
peut,  au  moyen  de  (2)  et  de  (3),  établir  une  relation  très- 
simple  entre  le  rayon  de  courbure  de  (M)  en  M  et  le 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  donnée  en  Aj. 


QUESTIONS. 


612.  On  donne  sur  le  même  plan  deux  circonférences 
O,  O'  et  un  point  fixe  P,  on  décrit  des  circonférences  pas- 
sant par  P  et  tangentes  à  O,  Ton  prend  les  axes  radi- 
caux de  ces  circonférences  etdeO;  on  demande  T  enve- 
loppe de  ces  droites,  héiernimer ^direciement  le  point  de 
contact  de  chaque  axe  radical  avec  cette  enveloppe. 

(Mànnbeim.) 

613.  On  donne  une  conique  et  un  point  fixe  O  dans 
son  plan.  Du  point  O  on  mène  deux  droites  OA,  OB  per- 
pendiculaires entre  elles  qui  coupent  la  conique  en  A  et 


(  «ae  ) 

B.  On  joint  lé  point  A  au  point  B  et  Ton  mène  en  cha- 
cun de  ces  points  les  tangentes  AT^  BT  à  là  conique;  on 
projette  le  point  O  sur  les  trois  côtés  du  triangle  ABT, 
par  les  trois  points  ainsi  obtenus  on  fait  passer  une  cir- 
conférence. Pour  chacune  des  positions  de  Tarigle  droit, 
on  obtient  ainsi  une  circonférence  ;  démontrer  que  toutes 
tes  circonférences  sont  tangentes  à  une  même  circonfé- 
rence. (Manhbeim.) 

614.  Désignons  par  F  le  foyer  d'une  ellipse  donnée. 
En  un  point  quelconque  M  de  cette  courbe  menons  la 
tangente  MT  qui  coupe  le  petit  axe  en  T,  soit  Q  la  pro- 
jection du  point  T  sur  le  rayon  vecteur  MF*,  on  demande 
le  lieu  des  points  tels  que  Q,  lorsque  M  décrit  Tellipse 
donnée.  (MAiïifnBiM.) 


THÉORÈME  SUR  LES  SÉRIES; 

Par  m.  h.  LAURENT, 

Elève  de  TËcole  Polytechnique  (*). 


Je  prends  la  liberté  de  vous  envoyer  la  démonstration 
d'un  théorème  assez  singulier  sur  les  séries,  théorème 
que  j'ai  trouvé  en  étudiant  les  propriétés  des  spirales.  3q 
ne  sais  si  ce  théorème  est  déjà  connu,  mais  à  coup  sur  la 
démonstration  que  je  vais  vous  donner  ne  Test  pas.  Elle 
vous  semblera  sans  doute  singulière  et  même  pis,  mais 
je  la  donne  telle  qu'elle  s'est  présentée  à  moi. 

Considérons  une  spirale  ayant  un  point  asymptotique 


{*)  Fils  du  célèbre  chimiste  philosophe  si  prématurément  perdu  pour  la 
-science.  Né  à  la  Folie,  près  Langres,  le  i4  novembre  1807,  mort  à  Paris  le 
4  5  avril  i853. 


(  "7  ) 
en  O,  supposons  que  le  rayon  vecteur  de  la  spirale  aille 


en  décroissant  quand  l'angle  de  ce  rayon  avec  l'axe  OX 
croît;  menons  une  série  de  rayons  vecteurs OA,OB, OC,,.. 
faisant  avec  l'axe  OX  des  angles  8,  a  S,  3  d, ... ,  nS, . . .; 
soient  r,,  »■,,  r,, . . . ,  /■„, ...  les  longueurs  de  ces  rayons. 
Par  un  point  O  du  plan  de  la  spirale,  menons  une  droite 
oa  égale  et  de  même  sens  OA,  par  le  point  a  ime  droite 
égale  à  OB  et  de  même  sens  que  OB,  etc.;  nous  forme- 
rons ainsi  une  espèce  de  polygone  spiral  dont  les  côtés 
seront  asymptotiques  à  un  certain  point  A. 

En  eSet,  considérons  deux  côtés  consécutifs  bc  et  cri  du 
polygone  spiral,  prolongeons  cd  d'une  longueur  dtf  telle 
que  C(/ ^  ic  ;  le  cercle  passant  en  è,  c,  tP  contiendra 
dans  son  intérieur  tous  les  côtés  du  polygone  spiral  qui 
suivent  bc,  car  il  serait  circonscrit  à  ce  polygone  si  on 
lui  supposait  tous  ses  côtés  égaux  à  bc,  or  à  mesure  que 
les  côtés  du  polygone  spiral  vont  en  diminuant,  le  cercle 
qui  passe  par  les  extrémités  d'un  côté  et  le  point  obtenu 
en  prolongeant  le  côté  suivant  d'une  quantité  qui  le  rend 
égal  au  premier, vaaussi  en  diminuant',  tout  en  restant  in- 
térieur au  cercle  qui  passe  en  b,  c,  d,  ce  cercle  finit  par  se 
réduire  à  son  centre  qui  sera  le  point  H. 

Il  résulte  de  là  que  les  droites  ob,  oc,  od,. . .  tendent 
vers  une  position  limite  oCl,  Projetons  alors  le  contour 
abc. . .  g,  sur  l'axe  OX,  nous  aurons 

r, cos  e  +  r, cos  2  9 -t-...-(-r,cosn9  ~  ngcm{^,  tiX), 


(  128  ) 
et,  en  passant  aux  limites, 

r,  cos  8 -f- /"a cos  2  0  -h...H-''iiCO5/î0H-...=  oacos(ôïi,  OX)' 

En  projetant  sur  une  droite  perpendiculaire  à  OX  on  au- 
rait trouvé 

r,  sîn0-|-r,sin2  9-h...-}-r„sin  /iO...=  o£l  sin  (oil,  OX). 

Ces  résultats  sont  inexacts  quand  l'angle  0  est  un  multiple 
de  TT,  car  les  cercles  dont  j'ai  parlé  ont  des  rayons  infinis. 
On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  Ti,  Tf,  r», . . . ,  r„. . .  sont  des  nombres  indéfiniment 
décroissants j  les  séries 

/•,  COS  ô  -f-  Ta  COS  2  0  -h  ...  , 

/•,  sin  0  -h  Ta  sin  2  0  H- ... , 

sont  convergentes. 

i<>  Si  0  =  ->  on  retrouve  un  théorème  connu. 

2 

2®  Si  l'on  prend  une  spirale  hyperbolique  et  si  l'on 
mène  des  rayons  vecteurs  angulai rement  équidistants  le 
polygone  spiral  de  tout  à  l'heure  va  nous  fournir  les  deux 

séries  convergentes 

« 

-  $m  0  H sm  2  0  -h... , 

0  20 

--  ces  0  H cos  2  0  H- .  . , 

0  20  ' 


ou 


sin0H — sin  2  0  -f-  -  sin  3  0..., 
2  6 

COS  0  H —  cos  2  0  -h  -  cos  3  0.... 
2  3 


Je  vous  avouerai,  Monsieur,  que  lorsque  j  ai  trouvé  le 


(  ^^9  ) 
théorème  précédent  je  ne  le  cherchais  pas  :  la  marche  que 
j'ai  suivie  le  montre  assez  ;  ensuite  je  vous  dirai  aussi  que 
c^est  en  appliquant  la  théorie  des  imaginaires  de  M.  Mou- 
rey  et  non  en  projetant  le  polygone  spiral  que  je  suis 
arrivé.  C'est  ainsi  que  je  démontrais  la  convergence  de  la 
série 

.    r, (cosô-h  ^ —  1  sinô)  +  r,  (cossO  -4-  ^—  i  sinaô)  -+•..., 

Je  n'ai  pas  voulu  vous  donner  la  démonstration  telle 
que  je  l'avais  trouvée  :  les  idées  de  M.  Mourey  n'étant 
pas  goûtées  de  tout  le  monde,  j'aurais  pu  sembler  par 
trop  excentrique. 

Il  y  a  une  chose  qui  aurait  besoin,  je  crois,  d'être  éclair-^ 
cie.  Lorsque  l'on  a  égalité  entre  deux  séries  convergentes 

t 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  a  ou 
entre  '• —  a  et  H-  [3,  a  et  |3  étant  positifs,  Cauchy  démontre 
dans  son  Analyse  algébrique  que  l'on  a  en  général  a„  =  i„. 
En  est-il  encore  ainsi  quand  les  deux  séries  précédentes 
ne  sont  égales  que  lorsque  x  varie  de  H-a  à  -hj3?  Ceci 
revient  à  démontrer  que  si  une  série  telle  que 

A.0  "T"  A.\X  —f—  A.2JC   *T—  •  .  > 

est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les 
deux  nombres  positifs  a  et/3,  elle  est  identiquement  nulle, 
c'est-à-dire  que  Ao  =  o,  Ai  =  0, . . . ,  A„  =  o.  Ces  ques- 
tions me  semblent  d'une  haute  importance. 


Ann.  de  Maihémat.,  2*  série,  t.  I«f .  (Avril  1862). 


(  i3o  ) 


Mo 


nsieur 


î 


Dans  une  Noie  insérée  page  435  du  numéro  de  No- 
vembre de  voire  Journal,  je  lis  : 

«  3**  La  formule  Lemonnier  (p.  197)  se  Irouve  dans  le 
»   Traité  des  Différences  de  Lacroix.  » 

Je  suis  étonné  de  cette  rectification,  car  rien,  il  me 
semble,  ne  pouvait  y  donner  lieu  dans  l'article  que  je 
vous  ai  adressé  en  Mars  dernier  et  que  vous  avez  bien 
voulu  insérer  dans  le  Cahier  du  mois  de  Mai,  p.  197  et 
suivantes. 

Il  y  a  dans  cet  article  deux  formules  distinctes.  Je  ne 
me  suis, nullement  attribué  Pinvention  delà  première, 
puisque  je  commence  par  dire  : 

((  Dans  le  grand  ouvrage  de  Lacroix,  t.  III,  §  940, 
»  p.  73,  se  Irouve  pour  le  calcul  de  cî"ao  la  formule 

^-a.==[(i-f-A)*  — i]"ao 

1  ^ 

»  z  étant  le  rapport  j«  » 

Je  n'ai  eu  là  pour  objet,  et  je  le  dis,  que  d'en  présenter 
une  démonstration  qui  fût  à  la  portée  des  élèves  de  Ma- 
thématiques spéciales. 

H.  Lemonkier, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  lycée  de  Lyon, 


(  î3^  ) 


SOLUTION  ÉLÉNSmiRE  DUNE  QUESTION  DE  PROBABILITÉS; 

Par  m.  R.  BLAZEJARSKI. 


Si  l'on  a  des  nombres  A,,  Aj,  A3,. .  .  (par  exemple,  les 
chiffres  des  tables  de  mortalité)  déduits  d'un  nombre  très-' 
grand  d'observations,  et  si  Ton  répèle  les  mêmes  observa- 
tions sur  un  nombre  plus  limité  de  faits  (par  exemple, 
les  chiflbes  /^ ,  /«,...,  de  défunts  d'une  compagnie  d'assu- 
rance), on  attend  avec  probabilités  Pj ,  Pj, . . .  que  ces  nom- 
bres seront  Li  -H  /i,  L,  -+-/,,... ,  aux  écarts  /i,  /j, .  • . 
Trouver  la  probabilité  que  la  somme  Lj  -|-  Lj  -h  La-}-. ,. 
aura  un  écart  l. 

Pour  simplifier,  prenons  deux  valeurs  seulement  Lj,  Ls. 

Les    probabilités  des    écarts    /,,     /,  sont  -7=  e      ^ dx^^ 

—  e      Vxi,  ovLXi  =T-?  ^«  ==  T"  (At>    A2   ce   sont    les 

modules  de  convergence).  Trouver  la  probabilité  que 
/j-l-/,  aura  la  valeur  /,  c'est-à-dire 

(l)  A,X,  +  A2Xa=  l' 

Cette  probabilité  sera  la  somme 

S—zT  e       dxi  —-=.  €       dxi , 

avec  la  condition  que  tous  les  groupes  de  valeurs  Xi ,  x^ 
doivent  satisfaire  l'équation  (i).  Pour  cela,  si  Ton  prend 
pourXi  des  valeurs  arbitraires  depuis  — oo  jusqu'à  +'  00  , 

pour  jiTt  on  doit  prendre  la  valeur ' — S  et  la  somme 

Aj 

9- 


(  i3») 
sera 


H 


00 


(2  (  =  —  /  e    ^«  ^, 

7f  J_00 


1  ~~    v^  s^Aj  4- a;' 

Pour  obtenir  la  valeur  de  Atdxf,  remarquons  que  Xf 
et  Xf  sont  indépendants  Tun  deTautre  (comme  dans  le» 
compagnies  d'assurance  le  nombre  de  défunts  d  un  âge 
quelconque  est  indépendant  du  nombre  d'un  autre  âge), 
alors  Xf  peut  changer  et  Xi  rester  invariable  et  on  tire  de 

l'équation  (i) 

Aidxt=^dly 

et  la  probabilité  de  la  valeur  /  sera 


— — e  A?-i- A5 


dl 


^  v/a;  +  Aï 

ou,sil'onpose/=j:^Aî  H-  AJ  (^A'  -f-  A^)  —  module  de 
convergence, 

I       X* 

(3)  -r^e       dx. 

Vît 

Si  Ton  a  un  troisième  nombre  Ls,  dontPécart  est/s^ 
alors  on  cherchera  la  probabilité  de  la  valeur  /'  de 


x^A]  -h  a;  -h  AjjTa  =  ty  etc. 


(  »33) 


RfiSOLUTION  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE 
POUR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  EN  1861  (p.  26)-, 

Par  mm.  G.  BARTET  ET  H.  LÉBASTEUR, 

Elèves  da  lycée  Napoléon  (classe  de  M.  Yacquant). 


Nous  traitons  le  problème  dans  le  cas  de  Tellipse,  en 
prenant  les  deux  axes  de  la  courbe  pour  axes  coordon- 
nés. 

Soient  a  et  (3  les  coordonnées  du  poiut  P,  (Xi  ,yi)  étant 
le  pôle  de  l'une  quelconque  des  sécantes  passant  par  P. 
Nous  avons 

(3)  ^_--^.  =  ^(^-.^,). 

Eliminant  OTi  j^i,  on  obtient 

^      px-ar         r-p\        P^-ar  r 

transportant  Torigine  au  point  P  (a,  |3),  on  a 

donc  le  lieu  ne  dépend  que  de  la  quantité  c,  distance  des 
deux  foyers,  ce  qui  démontre  la  deuxième  partie  de  Fé- 
noiicé. 

Tangentes  enV,  —  La  courbe  passe  évidemment  en 


(  '34) 

P,  origine  des  coordonnées.  Cherchons  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  en  ce  point.  A  cet  effet  nous  posons 
y=txei  nous  ferons  tendre  x  et  y  vers  o.  Nous  aurons 

r'H ^ t—i  =  o; 

ap 

d'où  ce  résultat,  que  les  tangentes  en  P  sont  rectangu- 
laires; donc  le  point  P  est  un  point  double. 

///''  Question  (p.  26). —  La  courbe  cherchée  est  évi- 
demment la  courbe  enveloppe  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  pôle  sur  la  polaire. 

Eliminantj'^i  entre  les  équations  (2)  et  (3),  on  a 

Dérivant  par  rapport  à  aci ,  on  a 

a'  [c^  -h  3 r  -S-  oLx) 
J7,  =  — i !-- .' , 

2ac^ 
d'où  l'équation  du  lieu 

équation  d'une  parabole  tangente  aux  deux  axes  à  des 
distances 


X  —  -,     j  =  — -, 
a  p 


et  dont  la  direction  de  l'axe  est 

Pjr  4-  aar  =  o, 

et  la  droite  OP  est  évidemment  la  directrice.  Donc  les 
tangentes  à  la  parabole  du  point  P  sont  rectangulaires, 
et  comme  il  est  aisé  d'avoir  le  foyer  F,  on  peut  construire 
géométriquement  ces  tangentes. 


(  .35  ) 
Les  tangentes  au  lieu  passant  par  le  point  P  sont  rec- 


FlG.    I 


tangulaires,  les  tangentes  à  la  parabole  passant  par  le 
même  point  le  sont  aussi  5  quelle  relation  existe-t-il  entre 
la  direction  de  ces  deux  systèmes  de  tangentes? 

Nous  remarquons  que  la  courbe  trouvée  n'est  autrç 
chose  que  la  podaire  de  la  parabole,  le  point  P  étant  le 
point  fixe;  il  en  résulte  que  les  tangentes  à  la  courbe  au 
point  P  sont  perpendiculaires  aux  tangentes  à  la  parabole 
issues  du  même  point  [Géométrie  analytique àe  M.  Briot, 
article  Limaçon  de  Pascal),  et  comme  ces  dernières  sont 
rectangulaires,  elles  coïncident  avec  elles. 

Ainsi  les  tangentes  en  P  à  la  courbe  sont  rectangu- 
laires, fait  que  le  calcul  nous  avait  donné. 

Points  remarquables,  —  La  courbe  passe  par  les 
foyers,  ce  qui  est  évident  d'après  l'équation,  et  ce  que 
l'on  peut  apercevoir  géométriquement,  car  si  l'on  mène 
les  sécantes  passant  par  les  foyers,  les  pôles  sont  sur  les 
directrices;  donc  ils  se  projettent  aux  foyers. 

La  courbe  passe  évidemment  par  les  points  de  contact 
des  tangentes  à  la  conique  issues  du  point  P. 

L'équation  rend  aussi  évident  qu-e  la  courbe  passe  par 
les  points  où  les  nouveaux  axes  coupent  les  anciens. 

Bien  que  l'énoncé,  ne  comporte  pas  la  construction  du 
lieu,  elle  ne  serait  pas  difficile  à  effectuer  en  prenant  Té- 


quatioD  polaire 


P  = 


(  '36) 


d^  sin  2  ( y  —  w)  —  c'  sin'  2 &> 
adsin  (f  —  w) 


^et  cp  étant  les  coordonnées  polaires  du  point  P. 

On  peut  aussi  pour  construire  la  courbe  chercher  les 
points  où  elle  est  coupée  par  une  droite  tournant  autour 
de  P,  j^  =  mx.  Les  abscisses  des  points  d'intersection  se- 
ront données  par  x*  =  o,  et 


X 


"^  (i4-/w*)(a/w--  p) 


ce  qui  montre  qu'une  sécante  menée  par  P  coupe  tou- 
jours la  courbe  en  trois  points,  deux  confondus  en  P  et 
le  troisième  ayant  pour  abscisses  la  valeur  écrite  ci-de- 
vant. 

Il  est  à  remarquer  que  lorsque  le  point  P  est  sur  F  un 

F16.  3. 


des  axes  de  la  conique,  le  lieu  se  compose  d'un  cercle  et 
d'une  droite. 

La  parabole  se  réduit  alors  à  une  droite. 

Enfin  lorsque  la  conique  donnée  est  un  cercle,  le  lieu 


(  '37  ) 
est  aussi  un  cercle  et  une  droite,  et  en  effet  dans  ce  cas  le 
lieu  n'est  que  celui  des  milieux  des  sécantes  menées  par 
un  point  fixe  dans  un  cercle. 

Dans  ce  cas  la  discussion  de  Téquation  montre  que  : 

La  portion  de  branche  F'  R'^  devient  la  portion  de 
droite  OR'; 

La  branche  PRi  devient  la  portion  de  droite  PR  ; 

L'arc  de  courbe  FF  devient  la  portion  de  droite  OP; 

Et  l'arc   F'BPAF  la    circonférence    décrite  sur   OP 
comme  diamètre. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  S69 

(Voir  t.  XX,  p.  Soi)  ; 

Pab  m.  NàDAL, 

Professeur  à  TEcole  de  Sorèze. 


Énoncé,  —  ABD  est  un  triangle  rectangle  en  B  5  sur 
AB  comme  diamètre,  une  circonférence  décrite  ren- 
contre AD  en  E.  Si  A£  =  6D,  alors  AE  est  égal  au  qua- 
drant de  la  circonférence  à  un  millième  de  rayon  près. 

(A. -S.  Herschell.) 

Solution.  —  Je  vais  prouver  que  ce  théorème  n'est  pas 
vrai,  mais  qu'il  le  devient,  si  à  la  limite  d'erreur  i  mi7- 
lième  on  substitue  la  limite  1  millièmes, 

AB 
Je  prends  le  rayon  —  pour  unité  de  longueur  \  Tangle 

BEA  inscrit  dans  un  demi-cercle  est  droit,  donc 


3 


BD  =  AD  X  ED 
ou  bien 

AE  =  AD  X  ED, 


(  .38  ) 

et,  par  suite,  AË  est  le  plus  grand  segment  de  ÂD  divisée 
en  moyenne  et  extrême  partie. 
Il  résulte  de  là 

—  1-4- s/5 


AE  ainsi  que  BD  =  AD  X 


2 


Or 


ad'  =  ab'h-bd,' 


do 


ne 


et 


y/a  (_ ,  +  ^5) 


doù 


2V2(—  I+V^) 

Le  calcul  de  AE  donne  1,5723  à  0,0001  près  par  dé- 
faut. D'ailleurs  -  =  1,6707  à  0,0001  par  défaut.  Donc 


et 


AE^  i,572>'  1 ,571  >- 


AE ■>•  0,001. 

2 


Ainsi  AE  n  égale  pas  le  quadrant  à  i  millième  près  du 
rayon. 
Mais  ou  a 

ï»5;24>AE>^>  1,5707. 

Donc  A E ^<^o,ooi7  et  à   fortiori   <^  0,002,  ce  qui 

prouve  que  AE  égale  le  quadrant  à  2  millièmes  près  du 
ra\on. 


(  >39) 


SOLUTION  DES  QVESTIONS  586  ET  587 

(TOir  tome  XX,  page  296  et  S97)  ; 

Par  m.  NADAL. 


Question  586, 

La  solution  de  ce  problème  se  trouve  dans  les  Elé^ 
ments  d^  Géométrie  descriptisfe^  par  MM.  Gerono  et 
Cassanac,  p.  I23. 

Question  587. 

Solution,  — Soit  MN  une  droite  qui  s'appuie  sur  deux 
droites  AB  et  CD  et  fait  avec  elles  des  angles  égaux.  Par 
un  point  I  de  AB  je  mène  lE  parallèle  à  CD  et  IK  paral- 
lèle à  MN.  La  droite  IR  forme  des  angles  égaux  avec  IB 
et  avec  IE5  donc  elle  est  située  dans  le  plan  RIH  mené 
perpendiculairement  au  plan  de  l'angle  BIE  suivant  la 
bissectrice  IH  de  cet  angle.  Donc  la  droite  MN  étant  pa- 
rallèle au  plan  KIH  et  s'appuyant  constamment  sur  AB 
et  sur  CD,  engendrera  nu  paraboloïde  hyperbolique. 


mn  SUR  LES  SOLUTIONS  SINGULIÈRES  EN  MECANIQUE; 

Par  m.  FINCK, 

Professeur  au  lycée  de  Strasbourg. 


C'est  une  remarque  faite  depuis  longtemps,  que  dans 
les  problèmes  de  mécanique  les  solutions  singulières  des 
équations  différentielles  peuvent  être  significatives.  Je  me 
propose  de  faire  ressortir  ici  quelques  questions  qui  pré- 
sentent cela  de  commun,  que  dans  certains  cas  particu- 


(  Mo) 

liers  Tintégrale  générale  devient  absurde  (*)^  tandis  que 
la  solution  singulière  est  possible  et  résout  la  question. 
Le  mouvement  d'un  point  matériel  pesant  sur  une 
sphère,  autrement  dit  le  mouvement  du  pendule  à  oscil- 
lations coniques  conduit  à  l'équation 


a  est  le  rayon  de  la  sphère  ; 

g  la  gravité  ; 

z  la  distance  du  mobile  au  plan  horizontal  mené  par 
le  centre  de  la  sphère,  z  positif  est  dirigé  de  haut  en  bas  5 

!igk  la  constante  introduite  par  l'intégration  relative 
à  la  force  vive,  c'est-à-dire  que  ^gk  =  i^J  —  ^g^z^  -,  i^^, 
Zç^  valeurs  initiales  de  i^  et  z  ; 

cdt  est  la  valeur  constante  de  xdy  — ydx. 

Je  pose 


c^ 


/■  (z)  =  z^  4-  ^a»  —  a'  z  —  a'  Â:  H 

Cette  fonction  a  des  racines  égales  ou  non.  Si  les  trois 
racines  étaient  égales,  elles  seraient  négatives,  car 

•^(-^)  =  i       ^'     /(-Q0)=-O0. 

Or  cela  ne  se  peut  pas,  vu  que  du  premier  au  troisième 
terme  il  y  a  une  variation. 

S'il  y  a  deux  racines  égales,  elles  sont  positives,  car  les 
trois  racines  ne  sauraient  être  négatives,  et  si  elles  sont 
réelles  toutes,  comme  il  y  a  une  variation  au  moins^  il  y 
aurait  une  racine  positive  •,  donc  entre  —  a  et  —  00  il 
n'y  en  a  qu'une  de  négative. 

(*)  Absurde,  non,  mais  seulement  analy tiquement  vrai  et  non  physique- 
ment exécutable,  comme  cela  arrive  encore  pour  d'autres  problèmes.  Tu. 


(  '41  ) 

Soit  a  la  racine  positive  double,  —  (â  la  racine  néga- 
tive; il  vient 

(1)  ~^-^  =  (2-a)^-(2  +  P); 

rintégrale  générale  de  cette  équation  ne  donne  que  des 
▼aleurs  imaginaires  de  t  pour  des  valeurs  réelles  de  z^ 
sauf  exception. 
Car  en  posant, 

2i  4-  P  =  wS 


on  en  tire 


1    ,    / —   1 ^du 

-"tf/V2^v  —  I  =-:: 7' 

a       ^    ^^  a»  —  a  —  ^ 


Soit 


a4-p  =  7^ 


de  là 


=  -  lOg — r  » 


4io  valeur  initiale  de  u. 
Ensuite 


(M-+-7)(tto  —  7)  7  V^        r—  .      y^Sy 

:         '[)    '-T  =  cos  t  ■   ^    ^  4-  V  —  I  sin  / 1— 5_Z . 

(•a--7)(aoH-7)  «  « 


u  n'est  réel  que  si  \2g  •  -  est  un  multiple  de  tt,  ce  qui 


a 

donne 

a^  =  ^'  =  a  4-  p,     z  =  a. 


Du  reste  l'équation  (i)  montre  que  —  n'est  réel  que  si 

z=:  a\  d'où 

'dz 

—.  =  0. 

dt 

Or  z  =s  «  forme  une  solution  ou  intégrale  singulière, 


(  ^4^  ) 

et  puisque  z  est  constant,  il  est  =  z^^,  La  vitesse  dont  le 
carré  =  igz  -{-igh  est  aussi  constante,  et  le  pendule  dé- 
crit d'un  mouvement  uniforme  un  cône  droit.  Si  Ton 
met  pour  les  constantes  leurs  valeurs  en  fonction  de  i^o  > 
Zo,  etc.,  on  trouve  que  pour  l'égalité  de  deux  des  racines 
de/i  =  G,  il  faut  et  il  suffit  que  le  poids  du  mobile  et  la 
force  centripète  initiale  aient  leur  résultante  dirigée  sur 
le  centre  de  la  sphère,  ce  à  quoi  on  pouvait  s'attendre. 
Ce  second  exemple  est  tiré  de  la  théorie  des  forces  cen- 

traies.  La  force  attractive  étant  —  ?  r  le  rayon  vecteur,  B 

l'angle  -=  ^r,  on  sait  qu'on  a 

cdz 


dB  = 


si  les  racines  du  dénominateur  sont  égales,  on  a 


t/0  i/—  I  = 


cdz 


d'où 


et 


c^  z 


C-iZ^—  P 


cz  —  ~ 
c 


(9_9.)v'-i=log^^^— ^ 

rz^  —  p 


^  =  CCS  ( 9  —  00 )  -+•  y/  —  I . sin  ( ô  —  0o). 


Cette  équation  ne  représente  donc  pas  le  monvement,  qui 
est  donné  par  l'intégrale  singulière 


é        dz 


L'orbite  est  un  cercle  décrit  d'un  mouvement  uniforme, 
et  la  force  attractive  initiale  est  égale  à  la  force  centri- 


(  i43  ) 

pète.  Le  mouvement  circulaire  ii'esl  d'ailleurs  pas  non 
plus  compris  dans  le  cas  général  du  mouvement  sur  la 
section  conique. 

La  condition  des  racines  égales  donne 


« 


ou 


pi  4-  c'  c=  o, 


,  7  2f* 


i^Q  vitesse  initiale,  r^  rayon  vecteur  initial  5 

c  =  To  Po  sin  a . 

a  angle  que  fait  r^  avec  la  direction  de  p'q.  Par  conséquent 
notre  condition  devient  (je  supprime  l'indice  o  pour  sim- 
plifier) 

p'  -h  (  *** -)  '•'»''  sin'a  =  o 

ou 

pi'  —  2pi/v*sin^a-4-Hp*  sin^a  =  o; 

ajoutant  et  retranchant, 

(pi  —  /v*  sin'  a  )'  -h  r'  c*  sin'  a  cos^ a  =  o, 

ce  qui  exige  que 

|x  —  r<^sin'a=:o     et     sin' a  ces' a  =^  o. 
On  ne  peut  supposer 

sin'  a  =:  o  ; 
il  en  résulterait 

donc 

cos'a==  o; 

d'où 

sin'a  =  i     et     u.z=n>', 


(  «44) 

puis 


r 


■ 

3 


Donc  en  effet  la  force  attractive  initiale  est  égale  à  la 
force  centripète  et  la  vitesse  v^  proportionnelle  à  r^. 

On  reconnaît  d'ailleurs  facilement  que  les  solutions  de 
ces  cas  particuliers  sont  des  intégrales  singulière^. 

Je  prends  pour  troisième  exemple  la  toupie.  J*ai 
prouvé  que  sous  certaines  conditions  la  toupie  ne  tombe 
pas,  et  que  sa  pointe  décrit  une  courbe  renfermée  entre 
deux  cercles,  courbe  composée  en  général  d'une  infinité 
de  branches  égales  [voir  t.  IX,p.  3io)(*). 

Mais  ceci  n'a  lieu  que  si  le  numérateur  de  —  qui 

=  ag(Ç  —  7)  [Ç*  —  jS*  —  i  (f  —  7)],  n'a  pas  de  mcines 
égales.  Le  trinôme  du  second  degré  ci-dessus  n'a  ses  ra- 


{*)  Les  deux  propriétés  de  cette  courbe,  savoir  d*ètre  normale  au  cercle 
intérieur  et  tangente  au  cercle  extérieur,  peuvent  s'établir  plus  simple- 
ment que  je  ne  Tai  fait  dans  Tarticle  cité.  D'après  les  notations  qui  y  ont 
été  employées,  ^  étant  égal  à  l'angle  que  le  rayon  vecteur  de  la  point« 
décrit,  on  a 

Chaque  fois  que  la  pointe  est  sur  le  cercle  intérieur,  on  a 

Ç  =  ^,     d'où     ^=0; 

par  conséquent  durant  dt,  le  rayon  vecteur  reste  immobile,  la  pointe  se 
meut  sur  ce  rayon  OA,  et  celui-ci  est  tangent  à  la  trajectoire.  Quant  à  la 
circonférence  extérieure,  soit,  en  général,  SO  =  p,  la  tangente  de  l'incli- 

pddt 

naison  de  la  tangente  sur  le  rayon  vecteur  0  est  S-^y  ou,  vu  quejo  =  y3sin0, 

r^>  Mais  en  B,  où  Ç  a  son  minimum  et  9  son  maximum,  dB  e&i  nul, 

aosede 

pd\I/ 
et  le  minimum  de  Ç  étant  <  y,  dtp  n'est  pas  nul.  Donc  ^-j-^  y  est  infini,  (^t 

dp 

la  tangente  est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  OB. 


(  i45  ) 
cincs  égales  que  si  y  =  (3,  X  =  2j3-,  sauf  ce  cas,  deux  ra- 
cines ne  peuvent  être  égales  entre  elles  que  si  elles  les  ont 
à  y;  ainsi  il  faut  que  7'  —  j3*  =  o  ou  j3  =  y,  c'est-à-dire 
qu'à  l'origine  du  mouvement  Taxe  de  la  toupie  soit  verti- 
cal, ce  qui  donne 

d-+-  sl'ig  d^ 


Cette  équation  admet  l'intégrale  singulière 

qui  seule  résout  la  question. 
En  effet  il  y  a  trois  cas  : 
1^  ).  ^  2(3.  Je  désigne  par  Z  une  des  valeurs  que  prend 

^ depuis  Îq  jusqu'à    f,    en    supposant  que  ^ 

puisse  varier;  on  aura 


z{t^t,)=     f 


Soit  posé 

Ç-i-p~X  =  — a^ 

i£*  sera  >  o,  car  ^  ne  surpasse  point  |3  et  X  ^  2j3.  La  dif- 
férentielle devient 

2.  (lu 

et  a  pour  intégrale  indéfinie 

1   ,         tt 6 

-log  — ; \-c; 

£  U-{-  S 

d'où 


z(r  —  ^0)  V— 1  =  00  . 


Car  pour  Ç  =  j3,  u'  est  1  —  2j3  =  s*.  Donc,  etc. 

Ann.  de  Mathémat.,  2*  série,  l.  l^*".  (Avril  1862.)  lO 


(146) 

a°  X  =  a|3.  La  différentielle  devient 

(Î-P)' 
et  l'intégrale  entre  P  et  (^  est  encore  infinie. 
3^  ^<îip.  On  fera 

et  la  dîfFérentîelle  est  encore 

idu 
«e»  — f^' 

Donc  dans  aucun  cas  Fintégrale  générale  ne  convient. 
Il  y  aurait  une  généralité  à  déduire  de  là. 


SUR  LA  STABILITÉ  DU  MOUVEMENT  DE  ROTATION 

d'on  corps  aotour  d*on  aie  priDcipal  ; 

Par  m.  FINCK. 


On  peut  donner  à  cette  question  plus  de  précision  de 
la  manière  suivante  :  Avec  les  notations  ordinaires,  Té- 
quation  du  cône  que  décrit  Taxe  instantané  dans  le 
corps  est,  par  rapport  aux  axes  principaux, 

(i)     A{AA--*').r;-f-B(BA  — X»)/ÎH-C(C^  — X'*)«î=:o. 

Les  valeurs  initiales  de/?,  ^,  r  étant  p^^  q^^  t\^  on  a 

/  AA-^^  =  (A  — B)B^;4-{A-C)Cr;, 
(2)  I  B  A  —  it»  =  (B  —  A)  kp\  4.  (B  -  C)  CrJ, 

Je  suppose  un  corps  tournant  autour  de  Ox,  (O  dé- 
signe le  point  fixe)  5  je  lui  applique  un  couple  d'impul- 
sion trèsrpieiit.  p  sutnra  un  changement  très-petit^  ^,  r 


(  i47  ) 
qui  étaient  nulles,  prendront  de  petites  valeurs;  je  de- 
signe  par  y^Q,  q^^  i\  les  valeurs  de  /?,  ^,  r  initiales  pour  ce 
nouvel  état.  D'ailleurs  je  suppose  A  >  B  >  C;  îl  s'ensuit 
que  AA  —  A*>^o;  BA  — ^k*  peut  être  supposé  <^  o,  car 
r\  étant  très-petit,  tandis  que  p\  ne  Test  pas,  on  peut 
admettre  que  (A  —  B)  Kp\  >(B  —  C)  Cr\  ;  il  suffit  de 
de  donner  pour  cela  au  couple  perturbateur  une  valeur 
convenable.  Le  cône  elliptique  (i)  est  donc  décrit  autour 
de  Oxx  ;  les  angles  au  centre  de  ses  sections  principales 
étant  nommés  a  et  |3,  on  a 

>,,„..o    _A(A^~i^')_A    (A-B)By;-f-(A-C)Cr; 
"^     ""B(X'  — B^)"B  '(A  — B)A;?;  — (B-C)Crj' 

tang'P  =  ^    (A^B)B,;  +  (A-C)C.Î 


C     {A-C)A/?:-h(B-C)Cr; 


On  peut  supposer  ^^ ,  r^  assez  petits  par  rapport  à  p^ 
pour  que  ces  angles  soient  aussi  petits  qu'on  veut.  Le 
mouvement  est  donc  stable  autour  de  Ox^  \  de  même  au- 
tour de  O^i. 

ftlais  si  le  corps  tourne  autour  de  Ort  et  qu'il  sur- 
vienne ui»e  perturbation  qui  rende  BA-^A'^o,  Tax^ 
instaniané  décrira  le  cône  (i)  (jui  enveloppe  Taxe  z^  ou 
Taxe  X\ .  Le  mouvement  autour  de  Oy^  n'est  donc  pas 
stable,  sauf  le  cas  particulier  où  B/i  —  *'  =  o. 

Dans  le  cas  où  A  =  B^  le  çôi^e  (i)  est  de  révolution  au- 
tour de  Ozy.  Jjè  mouvement  est  sla)>le  autour  de  O^i  ;  il 
ne  l'est  pas  autour  de  Oxx,  Car  si  le  corps  tourue  autour  de 
Ozj  ou  de  O  J^i,  une  perturbation  quelconque  fera  décrire 
à  Taxe  instantané  le  cône  (i)  dont  l'angle  au  centre  a  pour 

tangente  ^  de  sorte  que  si  ^q,  ^^  sont  petits  par 

rapport  à   r^,,  cet  angle  est  très-petit.  Dans   aucun  cas 
l'axe  instantané  ne  restera  très-rapproché  de  Ox,. 


lO. 
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RELATIONS  DANS  LES  CONIQUES  PLANES  PAR  UAUSS, 

Constante  de  Ganss  et  Problème  de  Kepler. 


ELLIPSE. 

Equation  polaire,  foyer,  pôle. 

Notations, 

r  =  rayon  vecteur. 

V  =  angle  du  rayon  vecteur  avec  la  partie  du  grand 
axe  compris  entre  le  foyer  et  le  sommet  voisin  et  compté 
depuis  cetle  partie 5  v^  =z  o  rayon  vecteur  minimum; 
\f  =  180*^  rayon  vecteur  maximum.  \*  compris  entre  180^ 
et  36o®  donne  la  seconde  moitié  de  l'ellipse,  courbe  fer- 
mée. 

a  =  demi  grand  axe  de  l'ellipse. 

cp  =  angle  formé  par  le  rayon  vecteur  passant  par  le 
petit  axe  et  le  rayon  vecteur  qui  passe  par  son  extrémité  ; 

rayon  vecteur  égal  k  a  =  sincj»  =  -;  i  =  demi  petit  axe. 

p  =  demi-paramètre* 

e  =  nombre  donné;  lorsque  e  =  y/a*  —  ap  ,  e  est  la 
distance  du  centre  à  un  foyer,  dite  Vexcentricité, 

E  :=:  angle  dont  le  cosinus  est  égal  à =  anomalie 

ae 

excentrique. 

JKelations, 
I.  p=z  a  cos^^, 

I  -h  ecosf 


(  149) 

III.   r=:a(i — 6'CosK). 

C  -{-  COSP 


IV.  cosE 


I  -h  e cosp 


V.  sin  — E  =  i/— (i  —  cosE)  =  sin  -  Pi  / 

2  V  2  2     V   i  -4- 


(?COSP 


.     I         /r    1  — 6'j         .     '     .   /        '^ 
=  sin  -  P  i  /  -i i  =  sin  -  ('  \ /  —; -• 

2     y  p  2     V  a  (1-4-6') 

VI.  cos-E=  i/- (i-hcosE)  =:COS-Pi/ '"^^ 

2  V    ^  2      y     I-+-  ^COSP 

1  /rli-i-e)  I  /        r 

=  COS -^  i/  — ^ ^  =  COS  -Pi/ : 

2  y          p  2      y    n  [i  —  c) 
VII,  tang  -  E  =  lang  -  p  lang  (45** <p  ) 

I          /i  —  e 
=  tang-  p  i/ . 


.    ^       rsinpcos©       rsinp 

VIII.  smE  = ^  = 

p  acostf 

IX.  rcosp  =  «(cosE  —  c) 

=  2acos(-E4--7-i-45**)  cos(-E  —i.(p—45< 

\  2  2  y  \  2  2 

X.  sin  -  (p  —  E)  =  sin  -  opsinr  i /  — =  sin  -  o  sinR  i  /-. 
•  2^  ^  2^         y/?  2*  yr 

XI.  sin-  (p-HE)  =  cos-  y  sinp  i /-  =  sin  -  ^sinE  i /-• 

Demi  petit  axe  =acos(^  .^n  -^  =:  ^ap. 

'•  '        cosy  ' 

Distance  du  centre  au  foyer  =  — - —  =  ae;  e  est  l'ex 
centricité  =  distance  moyenne. 


(  i5o) 


HYPERBOLE. 


^  =  angle  dont  le  cosinus  égale  — 

Pendant  que  v^  croît  entre  les  limites  —  (180  —  ^), 
-H  (180  —  vj^),  rapprochant  de  ces  limites  croît  indéfini- 
ment, et  atteignant  ces  limites,  r  devient  infini,  ce  qui 
indique  qu'une  droite  faisant  avec  Taxe  focal  un  angle 
supérieur  ou  inférieur  à  1 80°  —  ^ne  coupe  pas  l'hyper- 
bole. La  courbe  est  formée  de  deux  branches  séparées  par 
un  espace  vide. 

Ces  valeurs  exclues,  les  valeurs  de  r  comprises  entre 
180^  —  ^  et  180*^  -f-  ^  donnent  des  valeurs  négatives  pour 
r",  qui  indique  que  le  rayon  vecteur  coupe  une  hyper- 
bole et  par  l'autre 


t  -h  tfcosr 
faisant  successivement 

ç  =  o,      f=rl8o**, 

on  trouve  les  rayons  vecteurs   minima   dans  les  deux 

branches,  et  le  demi -axe  focal  = :• 

'  I  —  c^ 

Relations, 
c{>  et  E  deviennent  imaginaires. 

Notations, 

ces  -  (p  —  iL) 
2  ^  ' 

=  u, 

ces  -  (<'  -f-  4») 

^  angle  dont  le  cosinus  =  ^  \  faisons  ci  ==  — •  é,  b  étant 
positif. 


(  i5i  ) 

PARABOLE. 

Equation  polaire,  le  foyer  étant  le  pôle, 

I  —  COSI' 

cette  équation  suffit. 

Gauss  ne  donne  pas  cette  équation 


analogue  à  Tanomalie  moyenne  dans  Tellipse. 

Relations, 
l.  b  =  p  cot*^'- 

„ P ;^cos>p 

11,  r  = = • 

i  -h  e  cosc  I  ,         , .         i  .         , . 

2  cos  -  (  P  —  "f  )  CCS  -  (  P  -h  y  ) 

Il  —  I 
a  H-  I 

I  -h  tang  -  F 
IV.   u= ^ 


I  —  tane  -  F 
°  2 


—  =  tang  (45»-f--Fj 


cosF       2  \         a/ 

_  ^  -4-  ces  p 

-  -        ■         —I  ■  • 

I  -H  e  cosp 

I 
VI. 


I  -t-  cos4*  COSP 


2  COS  -  (p  —  '«I')  ^^*  -  («^  -h  ^^  ) 
2  JS 


I.  sin-f  ^=  sîn -F  i/; —, 

2  2      V  (  ^  —  0  ^^*  *" 


2        V  C( 


_  COS  «^ 

sin     -  '.  /  ^ 

COS  F 


J 


(  ^52  ) 


VII.   cos  -ç  Jrz=  cos  -Fi/ 

2  2.      V  (i-He^)cosF 

VIII.  rsinp  =  /?  cotrj/  tangF  =  -  ô  lang^j/  [  // j  - 

IX.  rcosj'=^(i  —  cos¥)  =  -  b  i  ne — u l- 

2    V  "/ 


X.   r=b 


cos  F 
Le  calcul  diâerentîel  donne 

j  r^di>=  b'  tangr};  !  1  ^  h  -h  ^  H 

et  intégrant 

^^tangrj/     -«f  (  tt I     — logtt=  yfb)/u. 

Le  logarithme  est  hyperbolique. 
XI.  -  I I  —  loi»/e  =  --. 

,     .  logCOS-{<'  —  J() 

XII.  N= ''^"g'i' "■"' ?- !:. 

2  COS- (l'H- 4^)  COS- (p  —  ip)  cos—  (i» -f- n|;) 

CONSTANTE    DE    GAUS3.   . 

Celle  constante  est  relative  aux  lois  de  Kepler. 

Supposons  une  seule  planète  soumise  à  l'attraction  du 
Soleil,  et  par  conséquent  elle  décrira  une  conique  autour 
du  Soleil  placé  au  foyer  de  la  conique,  et  son  mouvement 


(  -53  ) 
ne  subira  aucuue  pei  lurbalion,  puisqu*il  n'existe  pas  de 
corps  perturbant. 

Notations. 
t=  le  temps. 

•-g  =■  aire  du  secteur  décrit  par  le  rayon  vecteur  peu- 

dant  le  temps  t, 
p  =  paramètre. 
l>.  ==  masse  de  la  planète,  celle  du  Soleil  prise  pour 

unité;  lexpression  —  est  constante  pour  toutes 

les  planètes  de  notre  système,  chacune  prise  isolément. 
Représentons  cette  constante  par  A,  on  a 

1°  Soit,  pour  la  même  planète  et  un  temps  t'^  l'aire 
correspondante  égale  g';  p^  et  p  ne  changent  pas;  donc 

c'est-à-dire  les  aires  décrites  sont  proportionnelles  au 
temps  (loi  de  Kepler). 

2°  Pour  deux  planètes  différentes,  dans  des  temps 
égaux,  les  carrés  des  g  sont  proportionnels  aux  para- 
mètres multipliés  par  la  somme  de  la  masse  du  Soleil  et 
de  la  masse  de  la  planète  (loi  de  Kepler). 

3**  Soit  ï  le  temps  employé  à  décrire  tout  le  périmètre 
de  l'ellipse  ;  alors 

-  gz=Tcaby     û  =  derai  grand  axe,     b  =  demi  petit  axe. 

Ainsi 

„,  T:ab  b^        izaZb        ^  4    i- 

P(l-hl^)  «  / 


(  .54  ) 

les  carrés  des  temps  de  révolution  sont  proportionnels 
aux  cubes  des  grands  axes  (  loi  de  Kepler) . 

Prenons  pour  planète  la  Terre  et  pour  unité  linéaire 
la  distance  de  la  Terre  au  Soleil,  alors  la  constante  hy  et 
pour  temps  l'année  sidérale  pendant  laquelle  s'accomplit 
une  révolution  entière;  nous  aurons 


T  =  365,2563835       f*  = 

log  27r  =  G  ,7981 798684 

c*  logT  =  7 ,4374021852 

c^  log  \/i-^p  =  9>9999993878 

log/t  =  8,23558114414 

/-  =:  0,01720209895. 
PROBLEME  DE  KEPLER. 


3547 I O 


g  =  Arrv/?v/i-hf*=  /  r'^^, 


(VI) 


p  cos'  -  E 

^  2 

(1-+-^)  COS^  -  V 


A  l'aide  de  cette  équation  et  de  la  relation  VU,  on  trouve 

r^dv  == ^ j  (E  —  i?sinE)  ; 

intégrant 


/>' 


Xt  v'p  s/ 1  -(-  P  =  — 3  (  ^'  ~  S'nE), 


(  '55) 
la  constante  est  nulle;  car,  comptant  du  périhélie,  on  a 
w  =  o  et  aussi  E  ==  o. 

£  étant  exprimé  en  secondes,  il  faut  exprimer  ht  V^  yi  +  fÂ 
aussi  en  secondes.  Or  la  longueur  du  rayon  i  en  secondes 
est  20626496^  ;  c'est  par  cette  quantité  qu^on  devra  mul- 
tiplier *«  ^ /î^h^.  Réduite  ainsi  en  secondes,  cette 
quantité,  désignée  par  M,  porte  le  nom  iï* anomalie 
moyenne;  k  réduite  en  secondes  égale  3548'',! 8761  dont 

le  logarithme  est  3,55ooo65746- 

M.  de  Gasparis  (^)  a  donné  dans  les  j4stronomùche 
Nachrichteny  t.  XLVI,  p.  19-62  (iSSy)  des  Tables  pour 
la  solution  du  problème  de  Kepler,  e  étant  supposé  <C  i . 


QUESTIONS. 


615.  Soit  une  progression  arithmétique  avec  difiereuce 
Jj  et  la  série  arithmétique  d'ordre  nix  déduite  de  cette 
progression. 

Une  seconde  progression  d'arithmétique  de  différence 
Jj,  et  |une  série  arithmétique  déduite  et  d'ordre  Wj,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  la  série  d'ordre  m„. 

Si,  multipliant  ensemble  les  premiers  termes  de  ces 
séries,  de  même  les  seconds  termes,  on  obtient  une  série 
d'arithmétique  d'ordre    mi  -f-  /Wj  -H  .  .  .  -f-  w»   déduite 


(*)  Annibal  de  Gasparis,  astronome  à  Tobservatoirc  de  Capo  del  Moule, 
près  Naples,  né  à  Biiguara  (Abruzzcs),  le  9  novembre  1819. 


(  '56  ) 
d'une  progression  arithméliqueà  différence 

1.2.3...  /W|  -+-  Wj  -h . .  .  -f-  ///„ 
1.2.3.  ../W,X  I    2. 3.  ../7Î2...  1.2. 3.  ../??: 


0|,  djj  .  •  •  9  o„. 


616.  Soit  construit  un  triangle  MNO ,  le  sommet  N  est 
fixe  ainsi  que  les  directions  des  côtés  NM  et  NO,  le 
côté  MO  a  une  longueur  donnée ^  par  conséquent  il  tou- 
chera une  certaine  courbe  ;  le  point  de  contact  stir  chaque 
tangente  MO  est  aussi  éloigné  de  M  que  la  projection 
orthogonale  de  O  est  éloignée  de  N  (*);  cette  courbe, 
nommée  hypocycloïde,  est  fermée  et  composée  de  quatre 
branches  correspondant  aux  quatre  angles  des  directions 
données  NM,  NO.  (Bôklen.) 

617.  Théorème,  Soient  w  =  u  H-iV  une  fonction  mono- 
drome  ou  monogène  (**)  ;  une  courbe  fermée/*(a:,  j)  =  o 
dans  le  plan  liorîzontal  des  indices  de  z\  un  cylindre  ver- 
tical qui  aif[x^  y)  =  o  pour  base;  deux  plans  verticaux 
P  et  P'  rectangulaires. 

Supposons  que  w  ne  devienne  ni  nulle  ni  infinie  dans 
Tintérieur  àa  f[x^j)  =  o  et  que  l'indice  de  z  parcoure 
fi^tï)'  ^^^  chaque  génératrice  [x^y)  du  cylindre  por- 
tons, à  partir  de  la  base,  les  longueurs  u  et\^  correspon- 
dantes^ nous  obtiendrons  ainsi  deux  courbes  U  et  V. 

L'aire  de  la  projection  de  U  ou  de  V  sur  le  plan  P  est 
égale  à  l'aire  de  la  projection  de  V  ou  de  U  sur  P'. 

(Dewulf.) 


{*)  L'équation  de  cette  courbe  a  été  trouvée  par  Joachimsthal  {Nouvelles 
Annales,  t.  VI ,  p.  260;  1847). 

{**)  On  donnera  incessamment  l'explication  de  ces  dénominations  éta- 
blies par  Cauchy.  f 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  S11 

(voir  t.  XX,  p.  138); 

Par  m.   DUPAIN, 

Professeur  à  Nîmes. 


Observation . 

■ê 
Cette  question  est  résolue  dans  les  Annales  de  Ger- 

gonne^  t.  III,  p.  189  5  elle  est  attribuée  à  Français,  pro- 
fesseur aux  écoles  d'artillerie,  par  son  frère,  qui  a  ré- 
digé l'article. 

L'énoncé  présente  une  certaine  différence  avec  renoncé 
actuel:  le  mot  double  n'y  figure  pas^  cette  différence 
tient^  je  crois,  au  choix  des  unités. 

Voici  le  résumé  de  la  démonstration  de  Français  : 

Commentions,  —  L'unité  d'angle  polyèdre  est  le  trièdre 
tri  rectangle-,  l'unité  d'angle  dièdre  est  l'angle  dièdre 
droit. 

Lemme.  —  Un  trièdre  a  pour  mesure  l'excès  de  la 
somme  de  ses  angles  sur  deux  angles  droits. 

Lemme,  —  Un  angle  polyèdre  a  pour  mesure  la  somme 
de  ses  angles  diminuée  d'autant  de  fois  deux  angles  droits 
qu'il  y  a  de  faces  moins  deux. 

Considérons  un  polyèdre  ayant  A  arêtes,  F  faces  et 
Ssommete,  dont  a  trièdres,  j3  tétraèdres,  ypentaèdres,  etc. 
On  voit  facilement  que  la  somme  des  angles  polyèdres 
du  polyèdre  vaut  la  somme  des  angles  dièdres  moins 

2a(3  — 2)-|-2p(4  —  2)  -+-27(5  —  2)  4-.... 


(458) 
Or  celte  dernière  quantité  peut  s'écrire 

6a  -|-8p-4-  loy  H- 4«  — 4P — 47«-  •  > 

ou  bien  4 A  —  4S,  ou  enfin  4  (F  —  ^  ) .  c.  q.  f.  d. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  602 

(TOir  t.  XX,  p   400)  ; 

Par  m.  J.-Ch.  DUPAIN. 


Le  point  attiré  est  sur  Taxe  des  x  à  une  distance  a  de 
l'origine  5  le  plan  attirant  est  celui  de  ^5  je  décompose 
ce  pian  en  éléments  par  des  cercles  ayant  l'origine  pour 
centre  et  par  les  rayons  de  ces  cercles. 

L'élément  de  surface  est  rdrdQ, 

La  distance  de  l'élément  au  point  attiré  est  (a*  -+-  r*)'. 
En  appelant  fz  un  coefficient  constant,  l'attraction  d'un 
élément  sera 

et  la  composante  suivant  Taxe  des  x  sera 
La  résultante  a  pour  expression 

Jo  t/0 

Si  le  plan  est  illimité  r  =  00  ,  et  la  résultante  devient  —• 

c.  <Q.  F.  D. 


(  »59) 


SOLUTION  DE  LA  «UESTiON  609 

(TOlr  p.  SI)  ; 

Par  m.  richard, 

ElèTe  du  lycée  de  Douai. 


Soient  MF  =  c  el  soient  Xj,/,  les  coordonnées  du  point 
B,  on  a 

.1?   "^  c 

Equation  de  Yf.  ...     j=  —  — (  j:-j-  c), 

Equation  de  F'/'  .  .  '  j= ! [x  —  c), 

ri 

Les  coordonnées  de  H  sont  Xi  et '-^*  Remarquant  que 

le  quadrilatère  ¥F'fJ*  est  inscriplible,  la  hauteur  RH 
est  la  polaire  du  point  C  *,  donc  Tabscisse  du  point  C  est 

—  dont  l'équation  du  cercle  passant  par  les  trois  points 


R, 

H,  < 

c  est 

x^  -\- y^             X           y 

1 

^\  -^y\        ^^      r. 

I 

^,  ,  ^^-O'    ,    ''-< 

I 

—  O. 

-"*  '       y\          ■       y. 

x\                      X, 

I 

La  longueur  de  la  tangente  MT  menée 

par  l'origini 

^\  -1-  x\        ^.       r. 

•*'•         r. 

<- 

(c,-^î)^             c^-a:; 

• 
• 

X, 

c^  —  x^ 

r;                 r. 

yy 

c*                         C' 

c' 

— T                           O 

.r, 

o 

(  i6o  ) 

Faisant  sortir  c'  du  numérateur,  multipliant  les  dcax  dé- 
terminants par  j'i  etj^i,  et  retranchant  la  seconde  co- 
lonne de  la  première  dans  le  premier  déterminant,  on  a 


^2  =  — c^ 


y, 

^î 

JÎ 

^: 

y\ 

I 

^', 

<^  — xj 

• 

• 

< 

c"  ^x\ 

I 

c'  —  x] 

•^1 

I 

o 

c' 

o 

I 

Or  le   second  déterminant,   en  retranchant   la  seconde 
ligne  de  la  première,  donne  en  développant 

Eifecluant  la  mciiie  opération  sur  le  second  déterminant, 


on  a 


{x\  +  rî  -  C-) 


y\ 
y\ 


o 


x\      c" 


C^  '-  x^. 


X . 


{y\  +  c^  -  ^î)  (.r 


=-{x\^y\-c-) 


■^W-O 


Divisant,  on  a 


?.cS     3:=cs/^, 


quantité  constante, 


c.  Q.  F.  n. 


(  i6i  ) 


Nous  étions  loin  de  prévoir,  il  y  a  peu  de 
jours  encore,  que  le  premier  article  de  ce  nu- 
méro des  Annales  dût  être  un  article  nécro- 
logique sur  l'un  des  hommes  les  plus  hono- 
rables de  Tépoque. 

Notre  infatigable  et  savant  collaborateur, 
M.  Terquem,  vient  de  mourir. 

Conservant  jusqu'à  ses  derniers  instants  une 
admirable  ardeur  au  travail,  il  a  dignement 
accompli  la  mission  qu'il  s'était  donnée  de 
consacrer  sa  vie  entière  aux  progrès  de  la 
science. 

La  bienveillance  de  son  caractère,  sa  pro- 
fonde érudition,  ses  nombreux  titres  scienti- 
fiques, lui  mériteront  d'unanimes  regrets. 

Puisse  l'estime  publique,  qui  environne 
son  nom,  apporter  quelque  consolation  à  sa 

famillç. 

G. 


Ann.  de  Malhémat ,  'i«  série,  1. 1^^  (Mai  1863O  1 1 


/ 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  313 

(voir  t.  XIV,  p.  SOS); 

Par  m.   J.-Ch.   DUPAIN. 

Professeur  au  lycée  de  Ntmes. 


Nous  prions  le  lecteur  de  construire  lui-même  la  figure. 
Nous  plaçons  Forigine  des  coordonnées  au  milieu  de 
notre  feuille  de  papier,  l'axe  des  x  se  dirige  vers  la  droite, 
Taxe  des  y  vers  le  bas  de  la  page  et  Taxe  des  z  s'élève 
perpendiculairement  au  papier. 

L'équation  proposée 

COS4: 
cosy 

peut  se  mettre  sous  d'autres  formes  utiles  à  considérer  : 

e*  =  -7-i»     2  =  l.cosj7 — l.cosr,     z  =  l.sécr— l.sécj?. 
seco? 

Les  dérivées  partielles  de  z  sont 

dz  dz 

_=-tang.r,  ^  =  tangr> 

d^z  .  ,  d'^z  d^z 

dx"  dxdy  dy^ 

d^z  .  d^z  tî^z 

_=-2lan6.rscc'*.     -^-^^^  =  0,     jj^^^o, 

d^Z 

Le  rayon  de  courbure  des  sections  normales  principales 

I  !• 


(  '64  ) 
a  pour  expression 

sécj:.séc^ 

et  il  est  remarquable  que  ces  deux  valeurs  sont  numéri- 
quement égales  et  de  signes  contraires. 

L'équation  ne  change  pas  quand  on  remplace  x  par 
—  .r  ou  j^  par  — y\  la  surface  est  donc  symétrique  par 
rapport  aux  plans  zOx^  ^^J» 

L'équation  ne  change  pas  non  plus  quand  ou  ajoute 
aux  coordonnées  x^  y  des  multiples  de  7t  pairs  tous  les 
deux  ou  tous  les  deux  impairs  5  on  peut  donc,  en  dépla- 
çant parallèlement  les  plans  zOx^  ^Oy^  transporter 
l'origine  en  une  infinité  de  points  ayant  pour  coordon- 
nées des  multiples  de  n  (pairs  ou  impairs  tous  les  deux). 
Les  nouveaux  plans  coordonnés  sont  encore  des  plans  de 
symétrie,  de  sorte  que  la  surface  est  symétrique  par  rap- 
port à  une  infinité  de  plans  parallèles  à  deux  directions 
rectangulaires,  la  distance  constante  de  deux  plans  con- 
sécutifs étant  TT. 

Traçons  sur  le  plan  xOy^  que  j'appellerai  horizontal, 
des  parallèles  a  Oy  par  les  points  dont  les  abscisses  sont 

des  multiples  impairs  de  (  ~  )  ;  traçons  aussi  des  paral- 
lèles à  Ox  par  les  points  dont  Vy  est  un  multiple  impair 
de  (  -  )  •  Ces  deux  systèmes  de  parallèles  détermineront 

des  carrés  disposés  comme  les  cases  d'un  damier,  et  que 
je  supposerai,  comme  celles-ci,  alternativement  blancs  et 
noirs,  le  carré  qui  contient  l'origine  étant  censé  blanc. 

Je  dis  d'abord  que  pour  tous  les  points  situés  dans  un 
carré  noir  l'ordonnée  de  la  surface  est  imaginaire,  car 
pour  tous  ces  points  cosar  et  cosj^  sont  de  signes  con- 


(  '«s  ) 

(raires,  et  le  rapport  — ^-^  étant  négatif  u'a  pas  de  loga- 
rithme réel. 

Pour  tous  les  points  situés  dans  un  carré  blanc,  For- 
donnée  est  réelle,  et  la  surface  est  ainsi  formée  d'une  in- 
finité de  nappes  identiques  entre  elles  et  rattachées  les 
unes  aux  autres  par  des  droites  communes.  Ces  droites 
sont  les  parallèles  menées  à  Taxe  O^  par  les  sommets  des 
différents  carrés.  En  effet,  Vx  el  Vy  de  ces  sommets  étant 

des  multiples  impairs  de  - ,  cosa:  et  cosy  y  sont  nuls,  et 

G 

L'ordonnée  de  la  surface  est  nulle  quand  cos x  =  cosy  \ 
on  a  alors 

Le  lieu  des  points  ainsi  définis  se  compose  de  deux  séries 
de  droites,  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  formés 
par  O j:  et  Oj^,  et  dont  les  ordonnées  à  l'origine  sont  des 
multiples  pairs  de  tt.  Ces  droites  sont  précisément  les 
diagonales  des  carrés  blancs.  Elles  partagent  chacun  de 
ces  carrés  en  quatre  triangles  isocèles  rectangles,  deux  à 
droite,  deux  à  gauche  et  deux  vers  le  haut  et  le  bas  de 
la  page  ;  dans  ces  derniers,  l'ordonnée  de  la  surface  est 
positive;  elle  est  négative  dans  les  deux  autres. 

Sections  horizontales, —  Pour  fixer  les  idées,  coupons 
la  surface  par  un  plan  horizontal  ayant  pour  ordonnée 
0,69315  =  1.2;  la  section  de  la  surface  par  ce  plan  étant 
projetée  horizontalement,  aura  pour  équation 

,  COS  X 

f'2  = 


COS  r 


(  «66) 

OU 

dy         sinj7 
cos  j:  =  2  cos  j ,     3-  = 


d.T       2  sinjr 

Cette  courbe  a  une  infinité  de  centres,  d'axes  et  de  bran- 
ches. Je  considérerai  Tune  d'elle»  en  particulier.  Pour 
j;  =  o,  on  a 


I 


et  Ton  peut  prendre 


r  =  3- 


La  tangente  est  parallèle  aux  x^  quand  oç  augmente,  y 


TT 


augmente.  Poi;r  x  =  -f 

tt'      dy I  ^ 

2        dx        2 

ly  continue  à  augmenter  jusqu'à  un  maximum  j^  =  -  tt 
qui  correspond   à  o^  =  715  y    diminue   ensuite.   Pour 


w 

•^-â- 

Pour  0:=:  27r, 

TT 

A  partir  de  là  y  repasse  périodiquement  par  les  mêmes 
valeurs. 

Stt 

On  aurait  pu  pour  x  =  o  prendre  y  =  -5—  On  obtien- 
drait ainsi  une  seconde  branche  symétrique  de  la  pre- 
mière par  rapport  à  la  droite  (j^^  =  tt).  En  ado|)tant  pour 


(  >67  ) 

valeur  initiale   de  j"  ^9    on   trouvera  une    Iroisième 

branche  symétrique  de  la  seconde  par  rapport  à  la  droite 
(y=air),  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Toutes  ces 
branches  affectent  les  allures  d'une  sinusoïde. 

Â  mesure  que  le  plan  sécant  s^ élève  au-dessils  du  plan 
xOy,  ces  différentes  branches  de  courbes  s'aplatissent^ 
c'est-à-dire  se  rapprochent  des  droites  autour  desquelles 
elles  ondulent. 

Si  l'ordonnée  du  plan  sécant  devient  négative,  les  dif^ 
férentes  branches  de  la  section  conservent  leurs  gran- 
deurs et  leurs  positions  respectives,  mais  la  figure  entière 
effectue  un  quart  de  révolution  autour  du  point  O. 

Sections  verticales,  —  Prenons  un  plan  sécant  paral- 
lèle à  ^Ox  et  dont  Vy  soit  a.  La  section  a  pour  équation 

zz=i\,cosx  —  l.cos^iy     —  =  — tangx. 

eue 

L'ordonnée  à  l'origine  est  —  l.cosa,  la  tangente  à  l'o- 

rigine  est  horizontale.  Quand  x  augmente  de  o  à  ->  For- 

■£ 

donnée  diminue  en  valeur  algébrique;  elle  est  nulle  pour 

x  =  a  et  négative  quand  x  est  compris  entre  a  et  —  Le 

coefficient  angulaire  de  la  tangente  reste  négatif  et  aug- 
mente en  valeur  numérique  jusqu'à  l'infini.  La  droite 

X  =  -  est  une  asymptote. 

On, trouve  ensuite  une  seconde  branche  symétrique  de 
la  première  par  rapport  à  la  droite  x  =  tt,  puis  une  nou- 
velle branche  symétrique  de  la  seconde  par  rapport  à  la 
droite  x=  27r,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  les  axes 
de  symétrie  ayant  pour  abscisses  les  multiples  de  tt. 

Il  est  à   remarquer  que  ces  différentes  sections  sont 


(  '68) 
égales  entre  elles,  que  l'ordonnée  z  ne  varie  de  Tune  à 
l'autre  que  d'une  quantité  constante,  et  qu'enfin  on  peut 
les  regarder  comme  les  positions  successives  d'une  géné- 
ratrice invariable  de  forme  qui  se  déplacerait  parallèle- 
ment à  elle-même. 

Les  sections  parallèles  à  zOy  ne  diflferent  des  précé- 
dentes que  par  le  changement  de  signe  de  l'ordonnée  z. 

Les  sections  parallèles  à  zQx  Ql  zOy  sont  donc  dis- 
posées entre  elles  comme  les  sections  paraboliques  pa- 
rallèles aux  plans  principaux  du  paraboloïde  hyperbo- 
lique, et  la  surface  peut  être  engendrée  par  la  courbe 
z  =  l.cosx  glissant  parallèlement  à  elle-même  sur  une 
seconde  courbe,  z  =  —  l.cosj^,  égale,  ayant  même  som- 
met, l'ouverture  en  sens  contraire  et  placée  dans  un  plan 
perpendiculaire. 

Le  paraboloïde  osculateur  à  l'origine  a  pour  équation 


2z=jr^  —  X 


7 


9 


dz  dz  ,      d^z  d^z  d^z     _ 

—  =  — a:,      —^y^      _.__  — ij      ____,,      ___0. 

Les  dérivées  partielles  des  ordres  suivants  sont  nulles.  A 
l'origine  j:  =  o,  j^  =  o,  les  dérivées  partielles  des  trois 
premiers  ordres  sont  les  mêmes  pour  la  surface  et  le  para- 
boloïde, qui  ont  ainsi  un  contact  du  troisième  ordre. 

Lignes  de  pente.  —  L'équation  différentielle  de  la 
projection  horizontale  des  lignes  de  pente  est 

Pour  la  surface  que  nous  étudions,  elle  devient 

tang j:  .  dy  -i-  tang  j  ,rir  =  o, 


(  '69) 
et,  en  intégrant, 

sinx.sîn/  =  constante. 

Quand  la  constante  est  nulle,  on  a 

sinjr  =  0     ou     8107-  =  0; 
par  suite 

x  =  nic     ou     jr:=:nn. 

Les  projections  des  lignes  de  pente  sont  des  parallèles 
aux  a^es  Ojt,  Oy  passant  par  les  centres  des  carrés 
blancs. 

Quand  la  constante  est  l'unité,  les  projections  des 
lignes  de  pente  se  réduisent  à  un  système  de  points  isolés 

ayant  pour  coordonnées  les  multiples  impairs  de  — 

La  constante  peut  se  représenter  en  général  par  sin'a; 
Téquation  de  la  projection  des  lignes  de  pente  devient 

smx  sin  jr  =  sin^a; 

elle  représente  une  infinité  de  branches  de  courbes  fer- 
mées ayant  pour  centres  les  sommets  des  carrés  et  pour 
axes  de  symétrie  et  pour  normales  les  côtés  et  les  diago- 
nales des  carrés.  Il  est  à  remarquer  que  la  moitié  seule- 
ment de  chaque  branche  correspond  à  une  ligne  de  pente, 
les  deux  quarts  se  trouvant  sur  des  carrés  noirs. 


QUESTIONS. 


618.  La  courbe  parallèle  à  la  podaire  d'ellipse 


(  »7«  ) 
a  pour  équation 

eu  posant         > 

_  (  fl»  -I-  ^«)  (or»  -t-  r  »  —  A^)  —  a'  b^ 

(Strebor.  ) 

619.   i^  La  surface  représentée  par  le  système  des  trois 
équations 

■^""      bc      R-hR'' 


z 


c 

.  A» 

R-hR'     ' 

_v^- 

b* 

R  v/R''  —  c^ 

c  R-hR' 


est  une  cyclîde;  R,  R'  sont  les  rayons  de  courbure  de  la 
surface  au  point  a:,  y^i  ^- 

2*^  Supposons  qu'une  famille  de  courbes  situées  sur 
celte  cyclide  soit  représentée  par  l'équation  différen- 
tielle 

pdVi  -4-  qdK'  =  o, 

les  courbes,  coupant  orthogonalement  celles  du  système 
donné,  seront  représentées  par  l'équation 

r/R  dW 

=  o. 


/7R(/^»— R\)       (7R'(R"  — c'J 
3"  L'équation  en  coordonnées  elliptiques  de  la  cyclide 


(  17»  ) 
dont  il  s'agit  est 

p  -H  pi-f-v  =  o. 

(Strebor.  ) 

620.  On  donne  une  courbe  du  troisième  ordre  ayant 
un  point  double  et  en  ce  point  des  tangentes  perpendi- 
culaires entre  elles  ;  les  hypoténuses  des  triangles  rec- 
tangles inscrits  dans  cette  courbe  et  dont  les  sommets  de 
l'angle  droit  sont  toujours  au  point  double,  passent  par 
un  même  point  de  la  courbe. 

621 .  Une  parabole,  dont  le  foyer  est  F,  est  tangente  aux 
deux  côtes  d^un  angle  droit  YOX^  on  élève  au  point  O 
une  perpendiculaire  à  la  droite  OF^  cette  perpendiculaire 
rencontre  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole  en  un 
point  F'.  On  demande  de  faire  voir  :  i^  que  la  droite  FF' 
est  tangente  en  F  à  la  courbe  décrite  par  ce  point,  lors- 
que la  parabole  glisse  sur  son  plan  en  restant  tangente 
aux  côtés  de  l'angle  droit  YOX  5  a®  que  la  courbe  décrite 
par  F',  pendant  ce  mouvement,  est  semblable  à  la  courbe 
décrite  par  F 5  3**  que  la  tangente  F'  C  à  la  courbe  décrite 
par  le  point  F'  rencontre  la  droite  OF  en  un  point  C  tel 
que  OF  =  40c.  (Maknheim.) 

622.  Toute  surface  conique  qui,  ayant  son  sommet 
au  foyer  d^une  surface  de  révolution  du  second  ordre, 
passe  par  une  section  plane  quelconque  de  cette  surface 
de  révolution,  est  elle-même  une  surface  conique  de  ré- 
volution 5  la  droite  qui  joint  le  foyer  au  pôle  du  plan  de 
la  section  faite  dans  la  surface  du  second  ordre  est  l'axe 
de  la  surface  conique.  (Bobillier.) 

623.  Une  droite  glisse  sur  deux  autres  non  situées 
dans  un  même  plan,  de  telle  sorte  que  la  partie  inter- 
ceptée entre  elles  soit  constamment  vue  sous  un  angle 


(  »72  ) 
droit  d'un  certain  point  de  l'espace  ;  celte  droite  engendre 
une  surface  gauche  du  second  ordre.       (Bobillier.) 

624.  Un  angle  trièdre  trirectangle  mobile  a  son  som- 
met en  un  point  fixe  pris  sur  une  surface  quelconque  du 
second  ordre,' le  plan  déterminé  par  les  intersections  de 
ses  trois  arêtes  avec  cette  surface  passe  constamment  par  un 
même  point  de  la  normale  issue  du  sommet  fixe  de  Tangle 
trièdre.  On  demande  le  lieu  de  ce  point,  lorsque  le  som- 
met du  trièdre  parcourt  la  surface  donnée.  (Mankheim.) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  614 

(  voir  p.  126  )  ; 

Par  m.   Abraham  SCHNÉE:, 
Élève  du  lycée  Charlemagne. 


Désignons  par  F  le  foyer  d'une  ellipse  donnée.  En  un 
point  quelconque  M  de  celle  courbe  menons  la  tangente 
MT  qui  coupe  le  petit  axe  en  T;  soit  Q  la  projection  du 
point  T  sur  Je  rayon  vecteur  MF  :  on  demande  le  lieu  des 
points  tels  queQ,  lorsque  M  décrit  l'ellipse  donnée. 

(Mannheim.  ) 

Soient  x' ^y'  les  coordonnées  du  point  M,  on  a 

(i)  «V?  ^- ^' •^"  =  «' ^'• 

L'équation  de  la  tangente  en  ce  point  est 

(r  yy'  -{-  ^'  ocx^  =  a^  ^% 

b- 
qui,  pour  a:  =  o,  donne  j^  =  —  ?  coordonnées  du  point  ï. 
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jL*équation  de  la  droite  TQ  est  alors 

(2)  xjt'-h  r^'  =  ^'-4- fj", 

et  celle  de  FM 

(3)  yaf  H-  (c  —  x)  j'  =  cy. 

Des  équations  (2)  et  (3),  on  tîre 

^2  —  f  r  -f-  x*  ^''  —  t'j:  -h  X- 

En  portant  dans  Téquation  (i),  supprimant  le  facteur 
commun  i'  et  développant  les  carrés,  on  a 

(j* — cx-\-x^y  (/'■' — cx-i-x^Y  j^ — cx-^x^ 

Je  fais  passer  c*  dans  le  second  membre  qui  devient 
alors  égal  à  A',  lequel  est  facteur  commun.  Je  le  sup- 
prime, je  chasse  le  dénominateur  et  fais  tout  passer  dans 
le  second  membre 

(^  — '  cx-^  x^)  —  yc[x  —  c)  [y"*  —  cx-+-  x') 

—  û'j^'  —  b'^[x  —  c]'  =  o. 

Résolvons  par  rapport  à  j^*  —  ex  +  j:*, 

f — cx-^x^=.c  [x  —  c)dl  ^c^  [x  —  cf-\-a^y^  +  b'^[x  —  c)\ 

.  Sous  le  radical,  [x  —  c)*  est  facteur  de  i*  -t-  c',  c'est-à- 
dire  de  a'  que  je  fais  alors  sortir, 


y"^ —  ex  -\-  x^=.c[x  —  c)±a  ^(x  —  cy  -h  ,1  ^ 
Isolons  le  radical 


'>  —  cy  4- y"^  =±a  \/(x  —  r)» H- j% 


(  >74  ) 
et  élevons  au  carré 

OU 

[(.r-c)»  +  r^][(a:-.c)2-hj2  —  û^]  =  0, 

qui  se  dédouble  en 

(x  — c)'H-^»  =  o, 
(x  —  cY  H-^'  =  a^. 

La  première  de  ces  équations  donne 

X=ZCy      j==o, 

c'est  le  foyer,  solution  évidemment  étrangère,  et  la  se- 
conde représente  un  cercle  de  rayon  a,  demi  grand  axe, 
ayant  pour  centre  le  foyer. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  614 

(roir  page  116): 

Par  m.  h.  LEBASTEUR, 

Élève  du  lycée  Napoléon  (classe  de  M.  Vacquanl). 


On  sait  que 


FM  =  fl  —  -  MP, 
a 


MP  étant  l'abscisse  du  point  M.  D'après  un  théorème  dû 
à  Descartes,  on  a 

rosQMT  __  c 
cosTlVlP"~â* 

Or,  des  triangles  PMT,  TMQ,  il  résulte  que 

cosQMT^MÇ  MQ  =  ÎMP,     et  par  suite     ¥Q=n. 

cosTMP       MP'  ^       û       '         ' 


(  »75  ) 

Ainsi  le  lieu  géométrique  du  point  Q  est  un  cercle  dé- 
crit du  point  F  comme  centre  avec  a  pour  rayon. 

L'analyse  donne  aussi  une  solution  très-simple  de  la 
question. 

Prenant  pour  axes  le  grand  axe  et  la  parallèle  au  petit 

axe  menée  par  le  foyer,  et  désignant  par  e  le  rapport  - 

et  par  y  la  fonction  x :  l'équation  de  l'ellipse  de- 
viendra 

.r'  -f-  j^  =  s^  7^. 

Une  tangente  quelconque  MT  a  pour  équation 
(i)  ^sincp -h  j  coS(p  =  67, 

et  la  droite  FM  allant  du  foyer  au  point  de  contact  : 

(2)  .rcoscp  —  /sinç=ro. 

•   Soit  x  =  k  Téquaiion  d'une  parallèle  à  l'axe  des  x. 

L'équation  générale  des  droites  passant  par  le  point  de 
rencontre  de  cette  dernière  et  de  la  tangente  est 

(3)  arsin^ -i-^cosç  —  zy -\-\  (x  —  A-)  =r  o. 

Déterminant  X  de  façon  que  (3)  et  (2)  soient  perpendicu- 
laires l'une  à  l'autre,  on  trouve 

et  alors  on  a,  pour  l'équation  de  la  perpendiculaire  TQ, 

(4)  jcsin^-hjcosf  =  - (  Ar 

Eliminant  cp  entre  les  équations  (2)  et  (4),  et  cela  en  fai- 
sant la  somme  des  carrés,  on  a  l'équation  du  lieu 

résultat  conforme  à  celui  que  nous  a  fourni  la  géomélrie. 


(  '76  ) 
DÉMONSTRATION  D'UN  THÉORÈME  D'APOLLONIUS; 

Par  un  Élèyk  du  lycée  Napoléon. 


La  différence  des  carrés  des  diamètres  conjugués 
d^une  hyperbole  est  constante. 

L'hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes  Ox,  Oy  a  pour 

équation  jy^  =  A*.  En  un  point  quelconque  M,  (or,  y)  de 

la  courbe,  on  mène  la  tangenjie  MA  qui  rencontre  en  A 

l'asymptote  O  r,  et  l'on  prend  le  point  P  milieu  de  OA. 

11  s'ensuit 

MP=j,     OP  =  PA  =  a:. 

Et  en  posant 

OjV1  =  «',     Uk=b\    yOxz=zQ, 
les  triangles  OMP,  MPA  donnent 

n'"^  =y'  H-o-^H-  2jrxcos0,     ^'' =  j' -f- j?'  —  ajcjcosO. 

D'où 

a''  —  6'' ■:=  4.rjcos0  =  4^'cosô.        c.  q.   f.   n. 


SOLUTION  DES  QUESTIONS  AMÉRICAINES  N«»  5  ET  5 , 

Par  m.   h.  DËLORMË. 


Question  3. 

Entre  les  deux  relations 

j:cos  (ç  -Ha)  H- jsin(y  4- a)  =  €isina7, 
^-cos(ç  -+-  a)  —  â:sin(f  -f-a)  =  2/ï  cos?.^  (*), 

C)  C'est  par  erreur  qu'il  y  a  dans  renoncé 

y  cos  (y  H-a)  H-r  sin(ç?-4-a)  =  2a  COS25J. 


(  '77  ) 
on  élimlue  cj».  Démontrer  que  l'on  obtient  la  relation 

2  2  2 

(/sina  +  jTCOSa)^  -|-(a:sina  — jcosa)^  =  (2fl)'*. 

Nous  pouyons  considérer  la  première  équation  comme 
représentant  une  droite  variant  de  position  pour  les  dif- 
férentes valeurs  de  cj). 

Remarquons  que  la  seconde  équation  est  précisément 
la  dérivée  par  rapport  à  (f  de  la  première.  Eliminer  cp 
entre  ces  deux  équations  revient  donc  à  trouver  l'enve- 
loppe des  droites  représentées  par  la  première.  Changeons 
les  axes  des  coordonnées  et  prenons  pour  nouveaux  axes 
les  axes  rectangulaires  définis,  l'axe  des  x  par  l'équation 

/  sin  3c  H-  j:  cosa  =  o, 

et  l'axe  des  y  par  l'équation 

^  cosa -I- ^  sin  a  =  o. 

Ce  changement  d'axes  revient  à  faire  tourner  les  axes  de 
l'angle  a  et  à  changer  le  sens  des;^  positifs.  La  première 
équation  devient 

(/sina  -h  xcosa)  cos(y  +  a) 
H-  (j7sina  —  jcosa)  sin  (cp-|- a)  =  «  sin2(p. 

Cherchons  Tordonnée  et  l'abscisse  à  l'origine 

r  "^ —  2flcosa>, 
.r  r=r  2flr  sinç», 

Les  droites  définies  par  l'équation  précédente  sont  donc 
des  droites  dont  la  partie  interceptée  entre  les  deux  axes 
est  constante  et  égale  2  a.  On  sait  que  l'enveloppe  de  pa- 
reilles droites  est 

il  2 

x'  -h  j'  ~  [laY . 
Ann.  de  Mathémat.,  2«  série,  t.  1".  (Mai  1862.)  12 
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Uevenant  aux  anciens  axes,  on  obtient 

(j^sina  4-  xcosa)^  -f-  {xsma.  — jcosa)*  =r  (^a)^, 
ce -qui  est  la  relation  demandée. 

Question  5. 
Les  ellipses  définies  par  Téquation 

dans  laquelle  a  et  &  sont  des  variables  assujetties  à  la 
relation  b  —  a  =i:  c^  sont  coupées  par  la  courbe 


cy* 


x=Ce      ' 

sous  un  angle  dont  la  tangente  est  -  (*). 

Soit  V  Tangle  des  deux  tangentes  aux  courbes  au  point 
commun  x^y\  soient  a  et  a'  les  angles  des*  tangentes  avec 
l'axe  des  x.  On  a 

I  H-tanga  tanga' 
tanga:=-^. 

Pour  avoir  tanga',  remarquons  que  Téquation  de  la 
courbe  donnée  peut  s'écrire 

L  jr  4-  -: LC  =  O  , 


(*)  L'énoncé  était  encore  inexact  :  il  y  a  a  —  &  =  c  et  -  au  lieu  de  h—a—c 

m/ 

elde  -- 
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tanga'  =  —  ~ 


,  X  I 

tanga'  = •=. ? 

cy  cxy 

ax         I 


hr       CXY       r  h  —  acx"^ 

tangV=: :i.=*^  j— -, 

ax  a-  fl  H-  bcy^ 

hcxy- 

taoc  V= 7-^ — 1- 

x  /i  -H  6c/* 

Mais  le  point  x^y  étant  sur  l'ellipse, 

acx}  4-  6r7^'  =  c, 

A  —  a  —  c  +  fl-f-  6cx*  / 


tangV= 


—  9 


a  H-  Ac/*  j: 

et  comme  h  —  a  =  c, 


tangv=  -• 


c.    Q.    F.    D. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  609 

(TOirp.  SI); 

Par  mm.  MAHUET  et  DELAFOND, 

Élèves  de  spéciales  du  lycée  de  Lyon. 


/"  Solution,  —  La  droite  Rr  est  la  polaire  du  point  C 
par  rapport  au  cercle  Fj'fF'  décrit  sur  FF'  comme  dia- 

12. 


(   iSo) 


mètre.  Donc 


ou 


MC.Mr==MF' 


(Mr+rC)iMr=MF' 
--  (  M  F  -h  M  r)  (  MF  —  M  r)  =  Fr.  r¥\ 


c     X 


Or,  d'après  un  théorème  de  géométrie,  on  a 


de  pi 


us 


rH.Rrrr:  Fr.rF'; 


rH.rR  =  rC'.rC, 


C  étant  le  second  point  de  rencontre  du  cercle  (R,  H,  C) 
avec  FF'. 

On  aura  donc 

Mr  /C  =  rC'./C; 


on  en  déduit 


Reprenant  l'égalité 


rC  =  M  r. 


MC.MrrrzMF', 


on  en  tire 


2Mr.MC=:2MF', 


MC'.MC  =  2MF'  = 


3      FJF' 


(  i8'  ) 

Donc  toutes  les  tangentes  issues  de  M  sont  d*une  Ion- 

FF' 
gueur  constante  =  —j=  • 

II'  Solution^  par  Vanalyse.  —  Soient  pris  pour  axes 
rR  et  r¥'  '^  soient  p  el  p'  les  abscisses  de  F  et  de  F',  q 
Tordonnée  de  R.  Les  droites  FR,  F'  R  auront  pour  équa- 
tions 


FR 


^      P 


y  ,  ^ 


Pour  trouver  l'équation  deff\  prenons  une  combinai- 
son linéaire  du  cercle  décrit  sur  FF'  comme  diamètre  et 
du  système  des  deux  droites  FR  et  F'R. 

-"      '  -   .    .  -^       .  I  I   =r  o 


r         \  f  y       Jc 


1  P 

est  Péquation  du  système  des  deux  droites,  qui  peut  s'é- 
crire 
/ .        I       PP'r' H- y' ''  H-  (/?  H-  //)  qyx       ] 

(i)  \  }  =  o. 

(  —'^pp'qy-'{p-^p')u^^^pp'q'' 

L'équation  du  cercle  décrit  sur  FF'  est 


('- 


-+-7  — 


ou 

(2)  x^-f- j'  —  [p  -^  p')x-\'  pp  z=  o. 

Multiplions  Téquation  (2)   par  q^  et  retranchons  de 
l'équation  (i),  nous  aurons 

/M7'  —  pp')  —  -yj  (/? -H /)  q  -\-  ipp'  q.y=o, 

qui  nous  donne 

y  ~.  o 
•  et 

(^)  y[fr—PP')  —  x[p  -lr//)7+  T.pp'  q=0. 


(  '8^  ) 
Cette  dernière  équation  est  Téquation  de//'. 
Les  coordonnées  de  C  seront 


p-¥p' 

L'équation  générale  du  cercle  (R,  H,  C)  sera 

.r2  -h  j2  4-  A.rV  Bj  H-  C  =  o. 

Pour  avoir  la  puissance  de  ce  cercle  sur  le  point  M,  il 
suffira  de  substituer  dans  cette  équation  les  coordonnées 
de  M,  ce  qui  donnera 


V         2         /  2 


A  4-C. 


Reste  à  calculer  A  et  C. 

En  faisant  a:  ==  o  dans  Téquation  du  cercle,  nous  au- 
rons 

C  =  Rr.rH=  — /?/. 

Si  Ton  fait  y  =  o,  Tabscisse  de  C  étant  — ^-^.»  celle  do 

m  PP'  P-^P'    n 

C   sera ; r—  =  — —•  On  aura 


( 


P  +  P' 


Ponc  la  puissance  du  cercle  sur  M  sera 

^p-^p'X  Ap^p')  [p-p'r      . 


-)■-(■ 


j\  •) 


^p-rP\'    .     IP-P    .  ^p, 


IP—P'V  77^'       FF'' 


2  1^^ ^      =2, MF   = 

2      /  2 


Ou  retrouve  ainsi  le  même  résultat  que  précédemment 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  594 
PROPOSÉE  PAR  SIR  WILLIAM  HANiLTON  (*) 

(voir  t.  XX,  p.  816); 

Par  m.  g.  de  SAINT-MICHEL, 

Elève  de  spéciales  à  l'Ecole  préparatoire  des  Carmes. 


Le  point  P  étant  le  point  de  rencontre  des  hauteurs 
du  triangle  ABC,  il  y  a  quatre  cercles  tangents  aux  côtés 
de  chacun  des  triangles  PAB,  PAC,  PBC*,  prouver  que 
le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC  est  tangent  à 
ces  douze  cercles. 

Solution.  —  Soient  A',  B',  C  (**)  les  milieux  respectifs 
des  côtés  BC,  CA,  AB  du  triangle  ABC  5  soient  D,  E,  F 
les  milieux  respectifs  des  distances  AP,  BP,  CP*,  le  cercle 
des  neuf  joints  du  triangle  ABC  passe  par  ces  six  points 
qui  sont  en  même  temps  les  milieux  des  côtés  des  trian- 
gles PAB,  PAC,  PBC  5  par  conséquent,  ce  cercle  est  aussi 
le  cercle  des  neuf  points  de  chacun  de  ces  triangles.  Or 
on  a  démontré  [Nous^elles  Annales  y  t.  V^)  que  «  le 
cercle  des  neuf  points  est  tangent  au  cercle  inscrit  et  aux 
trois  cercles  ex-inscrils  »  ;  par  conséquent  le  cercle  des 
neuf  points  du  triangle  ABC  est  tangent  aux  douze  cercles 
iascritsou  ex -inscrits  aux  triangles  PAB,  PAC,  PBC. 

G.    Q.    F.    D. 

Remarque,  —  Ou  saitquele  rayon  du  cercle  des  neuf 
points  d'un   triangle  est  égal  à   la  moitié  du  rayon  du 

(^)  Ce  nom  illustre  manque  dans  la  Bio^^raphic  Po(][{;cndorlf. 
(**)  On  est  prié  de  faire  la  figure. 
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cercle  circonscrit.  Il  résulte  de  ceci  et  de  ce  qui  vient 
d  être  démontré,  que  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à 
chacun  des  triangles  formés  en  joignant  le  point  d'inter- 
section des  hauteurs  aux  trois  sommets  est  égal  au  rayon 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  primitif. 


NOTE  SUR  DEUX  SUITES  RÉCURRENTES  DE  CERCLES 

ET  DE  SPHÈRES; 

Par  m.   Paul  SERRET. 


1.  Théorème.  —  Etant  donnés  dans  le  plan  deux 
cercles  fixes  intérieurs  y  on  trace  un  premier  cercle  quel- 
conque,  tangent  aux  deux  cercles Jixes^  un  second  cercle 
tangent  au  premier  et  aux  deux  cercles  fixes  ;  un  troi- 
sième cercle  tangent  au  second  et  aux  deux  cercles  fixes  ^ 
et  ainsi  de  suite.  Cela  posé,  si  le  système  de  cçfi  cercles 
se  ferme  une  fois ,  par  un  /i'^'"'  cercle  tangent  au  (rz— i  )''"** 
et  au  premier,  il  se  fermera  toujours,  et  par  le  même 
nombre  de  cercles ,  quel  que  soit  le  cercle  initial, 
(Steiner.) 

i***  Démonstration.  —  On  peut,  à  l'aide  des  lem- 
mcs  suivants,  ramener  ce  théorème  à  celui  de  M.  Pon- 
celet. 

Lernme  /.  —  Le  lieu  décrit  par  le  centre  d'un  cercle 
tangent  à  deux  cercles  fixes  est  une  courbe  du  second 
degré. 

Lenime  II,  —  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  mutuel 
contact  de  deux  cercles  variabhs,  tangents  entre  eux  et 
à  deux  cercles  fixes,  est  un  cercle  \  et  la  droite  des  centres 
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des  deux  cercles  variables  est  tangente  au  cercle  décrit 
par  leur  point  de  contact. 

Si,  en  effet,  on  applique  aux  deux  cercles  fixes  la 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  on  ob- 
tient :  soit  deux  cercles  fixes  concentriques,  soit  deux 
droites  fixes  qui  se  coupent;  et  tous  les  systèmes  de  deux 
cercles  variables  tangents  à  ces  deux  cercles,  ou  à  ces 
deux  droites  fixes,  et  tangents  entre  eux.  Mais,  dans  la 
figure  transformée,  le  lieu  décrit  par  le  point  de  mutuel 
contact  des  deux  cercles  variables  est  un  cercle  dans  le 
premier  cas,  une  droite  dans  le  second;  et  ce  cercle,  ou 
celte  droite,  coupe  orthogonalement  les  cercles  variables. 
Donc,  etc. 

Revenant  maintenant  au  théorème  de  M.  Sleiner,  con- 
sidérons- un  système  ferméy  composé  de  n  cercles  succes- 
sifs; et  le  polygone  auxiliaire  ayant  pour  premier,  se- 
cond,..., et  Ai'^'"*  sommets,  le  centre  du  premier,  se- 
cond,..., et  7i'^'"*  cercles. 

Ce  polygone,  d'après  les  lemmes  I  et  II,  se  trouvera 
simultanément  inscrit  dans  la  courbe  du  second  degré, 
lieu  des  centres  de  tous  les  n  cercles  ;  et  circonscrit  au 
cercle,  lieu  des  points  de  mutuel  contact  de  tous  ces  cer- 
cles successifs.  Le  théorème  de  M.  Poncelet  est  donc  ap- 
plicable; tous  les  polygones  qu'on  essayera  de  former  de 
la  même  manière  se  fermeront  d'eux-mêmes,  par  le  môme 
nombre  de  côtés  ;  et,  par  suite,  tous  les  systèmes  de  cercles 
que  l'on  essayera  de  former,  sous  les  mômes  conditions 
que  le  précédent,  se  fermeront  d'eux-mônies  et  par  le 
même  nombre  de  cercles. 

Il"  Démonstration,  —  La  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques  appliquée  aux  cercles  fixes  donnés, 
intérieurs,  les  change  en  deux  cercles  concentriques,  pour 
Wpiels  le  théorème  énoncé  devient  évident. 
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Quant  à  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  rayons  et 
la  distance  des  cen  très  des  deux  cercles  fixes,  pour  que  la 
figure  se  ferme  par  n  cercles  et  après  n'  révolutions  au- 
tour du  plus  petit  de  ces  deux  cercles,  on  parvient  aisé- 
ment par  la  même  méthode  à  celte  formule 


R,  r  désignant  les  rayons  des  deux  cercles  et  D,  d  les 
distances  de  leurs  centres  au  point  central  de  ces  cercles. 
Cette  formule  est  sans  doute  équivalente  à  celle  qui  a  été 
donnée  parM.  Steiner. 

2.  Théorème.  —  Étant  données  dans  i" espace  trois 
sphères  fixes^  on  imagine  une  première  sphère  quelcon- 
que tangente  aux  trois  sphères  fixes  ;  une  seconde  sphère 
tangente  à  la  première  et  aux  trois  sphères  fixes  ;  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  une  w**'"*  sphère  tangente  à  la 
(n  —  i)'è'"«  et  aux  trois  sphères  fixes.  Cela  poséj  si  le 
système  de  ces  sphères  se  forme  une  JoiSj  ou  si  la 
j^ième  sphère  se  trouve  tangente  à  la  première -^  la  même 
particularité  se  produira  toujours,  et  par  le  même 
nombre  de  sphères,  quelle  que  soit  la  sphère  initiale. 

La  démonstration  repose  sur  le  théorème  de  M.  Pon- 
celet,  associé  aux  lemmes  suivants  : 

Lemme  /.  —  Le  lieu  décrit  par  le  centre  d'une  sphère 
tangente  à  trois  sphères  fixes  est  une  courbe  du  second 
degré  (Dupuis,  Ch.  Dupin). 

Lemme  II,  —  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  mutuel 
contact  de  deux  sphères  variables,  tangentes  entre  elles  et 
à  deux  sphères  fixes,  est  une  sphère^  et  la  droite  des  cen- 
tres des  deux  sphères  variables  est  tangente  à  la  sphère 
Oécrite  par  leur  point  de  contact. 
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Même  procédé  de  démonstration  que  pour  le  lemme  II 
du  numéro  précédent. 

Lemme  III.  —  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  mutuel 
contact  de  deux  sphères  variables,  tangentes  entre  elles  et 
à  trois  sphères  fixes,  est  un  cercle^  et  la  droite  des  centres 
des  deux  sphères  variables  est  tangente  au  cercle  décrit 
par  leur  point  de  contact. 

Conséquence  du  lemme  II. 

lièvenant  au  théorème  énoncé,  considérons  un  système 
fermé,  composé  de  n  sphères,  et  le  polygone  plan  auxi- 
liaire ayant  pour  sommets  successifs  les  centres  successifs 
de  ces  sphères. 

Ce  polygone,  d'après  les  lemmes  I  et  III,  se  trouvera 
simultanément  inscrit  dans  la  courbe  du  second  degré, 
lieu  des  centres  de  toutes  les  n  sphères,  et  circonscrit  au 
cercle,  lieu  des  points  de  mutuel  contact  de  toutes  ces 
sphères  successives.  D'ailleurs,  le  plan  du  cercle  et  celui 
de  la  courbe  du  second  degré  coïncident,  le  théorème  de 
M.  Poncelet  est  encore  applicable-,  et  tous  les  polygones 
qu'on  esssayera  de  former  de  la  même  manière  se  ferme- 
ront d'eux-mêmes,  ainsi  que  tous  les  systèmes  de  sphères 
que  Ton  pourra  imaginer  sous  les  mêmes  conditions. 

Remarque,  —  M.  Steiner  a  énoncé  un  théorème  ana- 
logue par  le  système  des  sphères  tangentes  à  deux  sphères 
fixes.  La  question,  dans  ce  cas,  ne  paraît-elle  pas  iïidé-' 
terminée? 


(  i88) 


NOTE  SUR  LA  MÉTHODE  ^APPROXIMATION  DE  NEWTON; 

Par  m.  h.  LEMONNIER, 

Professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Lyon. 


L'équation 

fx=iO 

élant  donnée,  si  x  en  est  une  racine  comprise  entre  deux 
nombres  a   et  |3  qui  soient  des  collections  d'unités  du 

même  ordre,  que  ■ — -^  ('*<o  entier),  et  qu'on  puisse  par 

1  expression  a  —  -^^  ou  par  p  —  yFz  %^%^^^  n  -h  p  nou- 

veaux  chiffres  sa  us  que  l'erreur  atteigne  une  unité  du 
dernier  ordre,  qu'arrive-t-il  quand  on  substitue  à  l'équa- 
tion Jx  =  o  une  transformée  (^y  =  o  due  au  changement 
de  X  en  ty? 

Soit 

/r=/(/j)  =  (j,j. 

On  aura 

d'où  il  suit  que  si  f^x  varie  dans  un  même  sens  et  ne 
s'annule  pas,  il  en  est  de  même  de  (f'j^  pour  les  valeurs 
de  j'  correspondantes  à  celles  de  x,  que  sîjx  et  f^'x  sont 
de  même  signe,  cfy  et  cf'^j  sont  égaleaientdemême  signe. 
En  conséquence,  si  l'on  pose 

quand  les  premières  conditions  à  remplir  pour  une  bonne 
application  de  la  méthode  de  Newton  seront  satisfaites  à 
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l'égard  de  a  et  de  j3,  elles  auront  lieu  pour  l'équation 
fsjj  =  o  k  l'égard  de  a'  et  de  /3'. 

Soit 

Comme 

//'  /     >o\ 

1 .  ?.  \   <  ^/ 

on  aura 

/a 

avec 


w  rr 


1-2  /'(a) 


Supposons  foL  et  /*"  a  de  même  signe. 

Les  conditions  connues  étant  remplies,  on  aura 

w  ]>o. 

Ou  considère  alors   la  fraction rr—i  on  évalue  un 

maximum  A  des  valeurs  numériques  de  son  numérateur 
dans  l'intervalle  de  a  à  ô,  un  minimum  ib  de  celui  de 
son  dénominateur. 

Delà 

.  A 


eo 


7J? 


h\ 


de  sorte  que  si 


I 


S  —  a  =^  —      et      —r  <<"  —     [p  entier  ^  o), 

on  a 

I 


On  en  conclut,  comme  on  le  sait,  que  si  w-h/?^o,  il 


■M 


(  19»  } 
suffit  d'évaluer  —  -p-  jusqu'à  Tordre  — ^^^  d'augmenter 

le  résultat  d'une  unité  de  son  dernier  ordre,  pour  obtenir 
un  nombre  h^  tel  que  a  -h  Aj  est  upe  valeur  approchée 
de  a  à  une  unité  près  de  l'ordre  de  son  dernier  chiffre. 
On  décide  par  une  substitution  dans  fx  si  l'erreur  est 
par  défaut  ou  par  excès.  On  a  gagné  ainsi  n-hp  chiffres* 
Cela  rappelé,  si  l'on  pose 


a  =/a',     a'  =ic/  -\-  h', 


on  aura 


avec 


(p  a 
i 

Considérons  la  fraction ^—^  en  faisant  varier  r  de 

a'  à  (3'.  Le  maximum  des  valeurs  absolues  de  son  numé- 
rateur correspondra  à  celui  de  f^^x  et  sera  A«*  à  cause 
de  <if"  Y^zzi^f" x^  puis  le  minimum  de  celles  de  cp'y 
sera  ht. 


Delà 


w 


A/' 

— —  h"' 
2i>t         ' 


et  puisqu  on  a    , 

h  :=  n  —  a  rr:  u/  —  f  a'  =  f//, 

il  s'ensuit 


Cl) 


'<^T< 


0,1     t  ^  \o'"-^P    t 


Supposons  d'abord  que  t  soit  lo''  [q^o  entier).  Alorsr 
l'expression  de  a'  ne  différera  de  celle  de  a  que  par  la 
position  d'une  virgule. 


(  «9»  ) 
On  aura 


P'-«-^_ 


I 


Ùi 


'< 


I 


:> 


IQ^n+p+q 


Le  calcul  de  —  -,—7  devra  donc  se  pousser  jusqu*à  Tordre 

—  On  gagnera  donc  n  +  p  chiffres,  les  mêmes  que 

dans  le  calcul  de  a  en  parlant  de  a,  et  ainsi  de  suite  en 
continuant. 

L'emploi  de  la  transformée  ne  pourra  donc  ni  faire 
perdre,  ni  faire  gagner,  au  moins  pour  la  rapidité  de 
Tapproximation. 

Pour  étendre  cela  à  toute  valeur  de  f ,  prenons  Terreur 

relative  qui  concerne  h  quand 77—  en  est  la  valeur 

approchée. 

La  fin  prochainement. 


ADDITION  A  L'ARTICLE  DE  LA  PAGE  80  ; 

Par  m.  Vincenzo  JANNI. 


Les  équations  des  perpendiculaires  à  deux  côtés  opposés 
du  quadrilatère  dans  les  points  milieux  sont 

h  (  ,  .     i    ' 

y I  sm  <p  —  sm  -  ^ 

=  ^  tangi  y  [x  -  ^coscp  +  cos  i  ?)] 

A    .    I  a  I      /  a         1     ^ 

y__s,n-.=--tang3ç(^.r  +  -cos3T 


(    '92    ) 

Ces  deux  équaiions  donnenl 

qui  sont  les  coordonnées  du  centre,  et  l'équation  du 
cercle  sera 

ou 

r'  f^  a?  -H  //' 

•^    ^  2/[2    '-^  2rt'^  2 

Ce  cercle  rencontre  celui  qui  est  circonscrit  à  Pellipse 

dans  les  mêmes  points  où  ce  dernier  est  rencontré  par  la 
droite 

P^  ^   IL  - 
à'  "  li^  "  '' 

et  qui  représente  la  tangente  à  Tellipse  dans  le  point  où 
l'ordonnée  au  point  donné  /?,  q  rencontre  de  nouveau  la 
courbe.  Le  cercle  cherché  est  donc  celui  qui  passe  par  ces 
trois  points. 

Cette  construction  nous  fournit  un  moyen  assez  simple 
pour  diviser  un  angle  donné  en  trois  parties  égales'  en 
nous  servant  d'une  ellipse.  Il  suffirait  de  construire  un 
angle  AOB  égal  à  l'angle  donné,  et  la  circonférence  qui 
passe  par  les  trois  points  M,  P,  Q  donnerait  les  trois  so- 
lutions. 


(  '93  ) 


CONCOURS  D  AGRÉGATION  AUX  LYCÉES  (ANNÉE  1845)^ 


Par  m.   pieu, 

Agréfjé,  Docteur  es  Sciences. 


Composition  de  Mécanique, 

<(  Un  point  matériel  pesant  m  est  suspendu  par  un  fil 
))  flexible,  inextensible  et  sans  masse  à  un  point  fixe  A; 
»  ce  pendule  est  mis  en  mouvement  dans  un  plan  verti- 
»  cal  où  le  fîl  s'enroule  sur  une  courbe  passant  par  le 
»  point  A  et  touchant  en  ce  point  la  verticale.  Quelle 
»)  doit  être  cette  courbe  pour  que  la  tension  du  fil  soit 
»  constante  pendant  un  certain  temps?  Quelles  sont  les 
»  lois  du  mouvement,  et  pourra-t-il  être  oscillatoire!  On 
»  donne  la  longueur  /du  fil  et  la  vitesse  v^  du  mobile  m 
))  au  point  le  plus  bas  B  de  la  trajectoire.   )> 


E'f ^ 


I.  Soient  : 

ACD  la  courbe  demandée  et  BEF  la  développante  qui 
«"st  décrite  par  le  point  m; 
s  la  longueur  d'un  arc  AM  de  ACD; 
N  la  position  de  m  lorsque  le  fil  est  appliqué  sur  AM; 

Ann.  de  Mathcmat.,  a«  série,  l.  I*"".  (Mai  1862.)  I'^ 


{  '94) 
or,  Y  ^^^  coordonnées  de  M;  ^,  yj  celles  de  ]N  ; 
g  la  gravité. 

Le  principe  de  Leibnitz  donne 

(l)  <''  =  «'Î-H2^(>î  —  /). 


s 


La  force  centrifuge  rapportée  à  Tunité  de  masse  est  - — 

en  N,  car  le  rayon  de  courbure  de  BEF  en  ce  point  est 
/  —  5;  la  composante  de  la  gravité  suivant  le  prolonge- 
ment de  la  partie  droite  MN  du  fil  est  d'ailleurs  g-^\ 

on  doit  donc  avoir  d'après  l'énoncé,  du  moins  pendant 
un  certain  temps, 

i  —  .V  as 

k  désignant  un  coefficient  constant.  Pour  que  cette  équa- 
tion s'applique  quand  le  mobile  est  en  B,  le  coefficient  k 
doit  être  déterminé  d'après 


v' 


d'où 


/  =  iH-  ^  : 


g^ 
ainsi  k  surpasse  i . 


(3) 


Enfiny,  m  et  s  sont  évidemment  liés  par 

r,  --y       dy 


l  —  s         fis 


Remplaçant  dans  l'équation  (2)  p»'  par  son  expression 
immédiatement  donnée  par  Téquation  (i),  >î  par  son  ex- 

pression  y  -h  (l  —  ^)  'T'  ^^^^^  ^^  Téquation  (3),  puis  u] 


{  >95  ) 
par  gl  [k  —  i),  on  obtient 

3(/__  j)'J^4-2^4.  /;y  — 3/=0. 

Cette  équation  rentre  dans  un  type  connu  ;  son  intégrale 
est 

y  =^.^:JL  l  ^  a[l  --  sf  —-  k  [l—  s), 

a  désignant  une  constante  arbitraire.  Il  ne  reste  qu'à  dé- 
terminer a  de  manière  que  j'  soit  nulle  en  même  temps 
que  s  pour  avoir  en  fonction  de  s  Vy  de  la  courbe  de- 
'    mandée  : 

(4)      y  =  l^l-ir\ik-i)lhl~'?-Hi-*), 

d'où 


(5)  J  =  ,_(,_.)  y/^-. 

La  forme  et  l'étendue  de  ACD  se  déduisent  facilement 
de  ces  deux  formules  : 

\^  s   augmentant  depuis  zéro  jusqu'à 


l-mi-' 


~  diminue  à  partir  de  i ,  ^^  augmente  à  partir  de  o,  et 


pour  5  =  5',  on  a 

Donc  ACD  a  d'abord  un  arc  AC  de  longueur  s\  convexe 
vers  Aj^j  dont  la  tangente  en  C  est  parallèle  à  Ax, 
c'est-à-dire  horizontale. 

i3. 


(  '96) 
2°  S  augnieiitanl  encore  depuis  5' jusqu'à 


[-(mi 


l  =  s", 


dv 

~-  continue  de  décroître  en  prenant  des  valeurs  négatives, 

/  qui  a  été  en  croissant  jusqu'à  j^  décroît  à  partir  de 
cette  valeur,  et  pour  s  =  s"  on  a 

dx  S^l 

La  courbe  A  CD  a  donc  encore  un  arc  CD  de  longueur 
j''  —  5'  se  raccordant  avec  AC,  concave  vers  Aj^,  et  dont 
la  tangente  en  D  est  parallèle  a  cet  axe. 

On  ne  peut  pas  donner  à  s  des  valeurs  supérieures  à  s'\ 
car  il  y  répondrait,  d'après  la  formule  (5),  des  valeurs  de 

—  inférieures  à   — i,  ce  qui,  à  cause  de  la  signification 

géométrique  de  ce  rapport  différentiel,  équivaut  à  une 
imaginante  algébrique^  D  est  donc  un  point  d^ arrêt.  On 
ne  peut  pas  non  plus  donner  à  s  des  valeurs  négatives, 

car  il  y  répondrait  des  valeurs  de  —   supérieures  a  i. 

Mais  il  est  clair  que  les  équations  (4)  et  (5)  sont  vérifiées 
par  Vy  et  Vs  de  l'arc  AC  D'  symétrique  de  ACD  par  rap- 
port à  Ajr,  pourvu  qu'on  regarde  s  comme  croissant 
aussi  de  O  à  5''  sur  cet  arc  en  partant  de  A. 

Afin  de  construire  la  courbe  par  points,  on  exprimera 
X  et  j^  en  fonction  d'une  même  variable  auxiliaire.  D'a- 
près la  formule  (5) 


dx 


^W'-i'-^'-^ii.^:)! 


(  »97  ) 
Posant 

(b)  —j-'^-z\ 

d'où 

di  zz=  —  Zlz^  dz, 

on  a 


dx  =zZ^  M  ^ A  —  i  zdz  si —  ;;  /•  H-  I  )  3*  -h  2  ^z  --  (  /  —  I  ), 

OU,  par  une  transformation  très-simple, 


dx—±L       , 

/  H-i 


'^—1- î  [r/z(-XH-i.s-hA-)v/-(^-Hi)z'-4-2Az-(X-— i) 


hdz\l—[k-^  i)z'-i-2Xz— (X  —  i)J. 


L'intégrale  de  la  première  partie  du  facteur  entre  les 
crochets  est 

--[—  (A-  -h  1)2^-1-  2/z  —  (X-  —  i)]^  -h  const. 
Pour  intégrer  la  seconde  partie  qui  revient  à 


—  kdz  JA  -f- 1  i/ri-^ (2  —  -i I  ^ 


OD  posera 

/  sin 


(7) 


/•   -f-  I  k  -\-l 


Cette   partie  est  ramenée    ainsi   à cos^'^cl^^ 

i^'  +  i;' 
dont  rintégrale  facile  «î  trouver  est 

-  (sm^  cos(p  -I-  (j;)  -Hconst. 


2(X-f-0' 

Enfin  par  la  substitution  k  z  (\e  son  expression  tirée  de 


{  >98) 
la  formule  (7)?  la  première  intégrale  prend  la  forme  très- 

simple  ^—5  -f-  const.  On  a  donc 

3(X-  +  ir 


X  =  const.  ± 


('5--+-I) 


I  r  ,     3>?-  .  n 

-     cos^ïp (sm<j>  cosff  -h  y) 


Pour  déterminer  la  constante,  on  remarquera  que  la 
formule  (6)  donne  z=i  pour  5  =  0,  la  formule  (7) 

ç  =  ~  pour  z  =  I ,  d'où  il  suit  que  a:  =  o  doit  répondre 


.'2 


à  (f  =  -  ;  d'après  cela  il  vient  finalement 


(8)     j:=±: ^    cos>  — -r  sin2«p-h—  l--ç)  h 

(X-  +  i)^  L  4  2   \2        /j 

Les  expressions  de  y  et  de  -y-  en  fonction  de  Tauxir 

liaire  cp  s'obtiennent  par  la  substitution  dans  les  équa- 
tions (4)  et  (5),  de  la  valeur  de  / — s  déduite  des  for- 
mules (6)  et  (7),  savoir  :  (  —7 ^  j   /.  On 


arrive  ainsi  à 


(g)    y  =  —- ^[8/- — 6Xsin<j)-f-3(/f^-|-i)cos'<p  — 2X-sin'y], 

^  dr      X-sinç-i-  i 

10    -7-= ^ 

as        A'+'SiiKf 

Nous  venons  de  voir  que  cp  =  -  en  A.  Pour  les  points 

D  et  D'  où  5  =  5'',  on  a  z  = d'après  la  formule  (6), 

parlant ':f  =  -  d'après  la  formule  (7);  les  coordonnées 

Je 

des  points  intermédiaires  et  le  cosinus  de  T angle  que  la 


(  «99  ) 
tangente  fait  avec  Ay  se  déduiront  donc  des  trois  for- 
mules précédentes  en  attribuant  à  cf  des  valeurs  com- 
prises entre  -  et On  a  pour  les  points  extrêmes  D,D' 


JC  =z 


ZkTzlsJJ 


II.  Les  équations  (3),  (4)  et  (5)  donnent 

2  2 

Substituant  cette  expression  à  yj  dans  Téqualion  (i)  et 
ayant  égard  à  ce  que  ^^1  =  gl[k  —  i),  on  trouve 


(H) 


^/l  —  S 

*'  =  *'«  y-y-- 


Diaprés  cette  formule,  v^  diminue  à  mesure  que  s  aug- 
mente, comme  cela  doit  être,  et  est  égale  à  —j — —  pour 

s  =  s". 
Si  Ton  remplace  vf  par  son  expression  dans  celle  de  la 

force  oenlrîfuffe ?  on  a  "       z  ?  d'où  sk  pour  $=:s' 

et  g(/:-f- 1)  pour  5  =  5'.  Ainsi ;  augmente  avec  5, 

c'est-à-dire  en  même  temps  que  la  composante  de  la 
gravité  suivant  la  partie  rectiligne  du  fil  diminue,  de- 
vient égale  à  gk  pour  la  position  du  système  où  cette 
composante  serait  nulle,  enfin  supérieure  à  gk  pour  les 
positions  où  elle  ne  serait  plus  dirigée  suivant  le  prolon- 
gement du  fil. 

n  résulte  évidemment  de  ces  remarques  qu'à  un  cer- 
tain moment  une  partie  du  fil  de  longueur  s"  sera  ap- 


(     200    ) 

pliquée  sur  l'arc  ACD,  et  que  le  reste  du  fil  sera  alors 
vertical  en  DF.  La  première  partie  du  fil  restant  sur  ACD, 
et  rien  n'arrêtant  le  mouvement  de  m  parvenu  au  point 
d'arrêt  F  de  BEF,  il  doit,  en  vertu  de  sa  vitesse  acquise, 
dirigée  suivant  FG  parallèle  à  Ax,  se  mettre  à  décrire  la 

circonférence  de  rayon  DF  =  ( )   /  dont  D  est  le 


/  -H  I 

centre^  mais  la  tension  du  Jil  dei^iendra  aussitôt  va- 
riable. On  ne  peut  rien  dire  de  plus  sur  le  mouvement 
sans  ajouter  quelque  condition  à  celles  de  l'énoncé,  ce 
que  nous  nous  abstiendrons  de  faire  *,  dans  ces  conditions, 
le  mouv^ement  n^est  pas  oscillatoire. 

La  vitesse  donnée  t'o,  que  le  mobile  a  en  B,  peut  lui 
avoir  été  imprimée  dans  cette  position  5  mais  elle  peut 
aussi  être  acquise  dans  un  mouvement  antérieur.  Si,  par 
exemple,  une  partie  quelconque  du  fil  de  longueur  s^  (j, 
doit  être  moindre  que  s")  était  d'abord  appliquée  sur 
l'arc  AI  =  5i  de  la  courbe  AC  D',  symétrique  de  ACD 
par  rapport  à  A^,  et  si  le  reste  du  fil  était  dirigé  suivant 
la  tangente  IL  à  cette  courbe,  en  imprimant  à  m  la  vitesse 

i>Q  V/  — 7-^  suivant  la  tangente  en  L  à  BE'  F',  symétrique 

de  BEF,  ce  point  matériel  acquerrait  la  vitesse  v^  aprèç 
avoir  parcouru  LB  [rîi  désignant  l'ordonnée  de  L,  on  a 

2  2 

ce  qui  réduit  effectivement 
{ l—s 


*^0 


-4-  2o'(/  — >],)       à       gl[k'-'\):=zvl\. 


Dans  ce  cas  la  tension   du  fil  serait  égale  à  gk  depuis  le 
commencement  du  mouvement. 


(  2«I  ) 

Il  lie  nous  reste  plus  qu'à  chercher  le  temps  que  le 
mobile  m  met  a  parcourir  une  partie  quelconque  de  sa 
trajectoire.  Considérons  l'arc  BN  commençant  au  point 
le  plus  bas  B  de  cette  courbe,  et  soît  t  le  temps  employé 
à  le  décrire. 

De 


on 

tire 

dt  " 

=  (/-*) 

d^  X  ds 
ds^    dt' 

dn 

dt  ~~ 

[l- 

s) 

en 

remarquant  que 

dx 

dx  ds 

.^       ^-^ 

djr 

ds 

• 

dt 

ds   dt    ' 

et      — -; 
dt 

"^  ds 

de 

d^jr  ds 

1^  lit 


Remplaçant  —  ?  —  par  ces  valeurs  dans 


dt     dt 


g)'-  (i')'- 


on  a 


,.                      ,.        ^     d'x            ,                djr  d^r      dx       ,  .    . 
Mettant  au  lieu  de  -7—  sa  valeur y^  :  --»  redui- 

ds^  ds     ds^       ds 

,     fdxY       [dry  1 

San  t  au  moyen  de  (  —     -|-  (  -^      =  1 ,  et  extrayant  les 

racines  carrées,  on  obtient 

,    ,  .         ,  d^Y  ds     dx 

i'=±(l  —  s)  — -  —  :  — 5 
^  '    ds^   dt     ds 

formule  générale  assez  remarquable  de  la  vitesse  d'un 
mobile  en  fonction  des  coordonnées  de  la  développée  de 
sa  trajectoire. 


(    202  ) 

Nous  appliquerons  cette  formule  à  notre  problème  en 
faisant  usage  de  la  variable  auxiliaire  cp  déjà  employée^ 
elle  a,  comme  on  va  le  voir,  Tavantage  de  conduire  à  une 
expression  de  dt  immédiatement  intégrable.  Les  for- 
mules (6),  (7)  et  (11)  donnent 

/ — v        /^-hsin®\^  A'  +  sin© 

on  lire  de  la  formule  (lo)  par  différentiation 

et  de  l'expression  de  dx  en  fonction  de  s  par  substitution 
à  — —  de  la  valeur  précédente 

d.r         .      /- cosœ 


ds       '  X'  +  sin  ç 

Portant  toutes  ces  valeurs  dans  la  formule  générale  ci- 
dessus,  et  remplaçant  Uq  par  gl{k — i),  on  obtient,  en 
résolvant  par  rapport  à  dt^ 

diz=zzk. ^—,  U-  {k  -f  sin<p)  ^cp, 

OÙ  il  faut  prendre  le  signe  inférieur  pour  que  dt  soit  po- 
sitif,  car  cp  décroit  à  partir  de  —  De  là  résulte 


la  constante  introduite  par  l'intégration  ayant  été  déter- 
minée de  manière  que  t  soit  nul  pour  cf  =3  -  (jui  répond 
au  point  B. 


(  ^^^  ) 

Enfin  pour  cf  =: 9  on  a  le  temps  3  i/ -  que 

le  mobile  mettra  à  décrire  BEF.  D'après  ce  qui  a  été  dit 
plus  haut,  la  tension  du  fil  pourrait  rester  constante 
pendant  une  durée  double. 

Note. —  On  trouvera  dans  le  t.  V,  p.  SaS,  une  solution 
dont  la  précédente  diffère  assez  notablement. 

Questions  analogues . 

l.  «  Déterminer  la  courbe  située  dans  un  plan  vertical 
))  sur  laquelle  un  point  matériel  pesant  descendrait  eu 
»  exerçant  dans  toutes  les  positions  une  pression  égale  à 
»  son  poids.  On  fait  abstraction  du  frottement.  » 

Eii  prenant  l'axe  des  x  vertical  et  dans  le  sens  opposé  à 
la  pesanteur,  on  arrive  sans  difficulté  à  l'équation 

riy'  y  '  dy'  g  dx 

y'  désignant  le  rapport  différentiel  y  ?  g^  la  gravité  et  c 

uoe  constante  à  déterminer  d'après  la  vitesse  du  mobile 
dans  une  certaine  position.  L'intégrale  de  cette  équation 
est 


'^S 


A  étant  une  constante  arbitraire.  De  là  et  de 


j  =  xr'—  /  xdy\ 


on  déduit 


T^{x-  -l^r'-A|'(.r'  +  v^l4-J-)'(«  +  r'■••)^(r^ 


(    204    ) 

Si  l'on  posej)^'  =  tângcf,  Tintégrale  comprise  dans  celle 

,        ,    /*(i-hsin<p)M(p        .    ,  ,    . 
equalion  se  ramène  a  I ^ — -  qui  s  oblient  par 

une  formule  connue,  et  on  a  en  fonclion  de  la  variable 
auxiliaire  cp 

/  c         2A\  A    sino        a  A  i-f-sin»       _ 

\         2g        5  /  5  cos^(p        5       cos^ç 

c  f  I  -4-  sin©)' 

j:  = h  A r--^' 

2  g  cas*  ff 

B  désignant  encore  une  conslanle  arbitraire  qui  sera  dé- 
terminée ainsi  que  A  par  unç  position  du  mobile  et  la  di- 
rection de  sa  vitesse  dans  celte  position. 

IL  ((  Déterminer  la  courbe  située  dans  un  plan  ver- 
»  tical,  telle  qu'il  y  ait  un  rapport  constant  entre  la  pres- 
»  sion  exercée  sur  cette  courbe  par  un  point  matériel 
»  astreint  à  la  décrire,  et  la  force  centrifuge  due  au  mou- 
»  vement.  On  fait  abstraction  du  frottement,  w 

L'origine  des  axes  étant  sur  la  courbe  et  l'axe  des  j 
dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  en  désignant  la  gra- 
vité par  g^  la  vitesse  du  point  matériel  à  l'origine  par  «, 
l^anglc  que  la  direction  de  cette  vitesse  fait  avec  l'axe  des 
X  par  a,  et  le  rapport  constant  par  /r,  on  a 

dr  d'x       dr  d^  y  dy        [ dxV"       [ dr\ 

et 

dx  d^y        dy  d'Kr  dx 

dt    ~dF  ~"  "dt    ~dF  ~"  ^  5r' 


da-    d^x 

1 


OÙ  a  lient  lieu  de  — r— ;•  Par  rélimination  de  -r->  -^ 
^  I  ±  /  dt      dt 

entre  ces  équations  on  obtient 


dt^  LSY  -\~  a-    \«/^ 


2 


•o 


(    205    ) 

qui  se  ramène  à  une  équation  lihéaire  en  posant 

-^  =  v^2,     d  où     -74= 

dt        ^    *  dt^         2,  dy 

L'intégrale  assujettie  aux  conditions  du  problème  est 

2/A  fi. 


( 


dr 

-—  )   =2g7  +  a' — tt  ^  cos^ a, (2 gx -h  a^)       ^- 


De  cette  équation  et  de  la  seconde  de  celles  qui  précè- 
dent, on  tire 

—  j   =  fl  »    COS'  a .  (  2  g'/  -4-  «^  )         ^ , 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  diviser  membre  à  membre  pour  avoir 
IVquation  différentielle  de  la  courbe  demandée 


a 


a  ^   ces'  a 

L'intégration  s'effectue  facilement  dans  les  cas  sui- 
vants : 

1°  |x  =  gr,  ce  qui  suppose  k  ±=  o.  —  Parabole  comme 
dans  le  cas  d'un  point  libre. 

2°  |x=  2g',   ce  qui  suppose  A=—  -^  Chaînette  dont 

la  concavité  est  tournée  du  côté  des^  positives. 

3°  (X  = — g^  ce  qui  suppose  A=  2.  —  Courbe  ana- 
logue à  la  cycloïde,  convexe  du  côté  des  y  positives. 

On  peut  discuter  généralement  l'équation  différentielle 
en  distinguant  les  deux  cas  de  |:jt  ^  o  et  de  /ijt  <^  o  :  dans  le 
premier,  on  a  des  courbes  infinies  comme  la  parabole  et 
la  chaînette  5  dans  le  second,  des  courbes  limitées  comme 
celle  qui  répond  à  |ui  =  —  s^. 
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Noie.  —  La  question  I  a  été  préposée  datis  le  tome  It 
des  Sappléments  aux  Actes  de  Leipsig,  par  BernoulHj 
professeur  à  Gronîngue.  Une  solution  par  le  marquis  de 
THôpital  se  trouve  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences  pour  Tannée  1700. 


SOLUTION  DE  L4  QUESTION  1»; 

pae  m.  j.  de  virieu. 

De  rinstitution  Poncin,  à  Lyon. 


1.  Cette  question,  proposée  à  la  page  4^4  du  t.  II, 
est  par  erreur  numérotée  67,  le  dP  67  se  trouvant  à  la 
page  326. 

On  trouve  dans  V Analyse  des  infiniment  petits  du 
marquis  de  l'Hôpital,  section  XI,  exemple  III,  la  question 
suivante  : 

((  Un  voyageur  partant  du  lieu  C  pour  aller  au  lieu  F 
»  doit  traverser  deux  campagnes  séparées  par  la  ligne 
))  droite  AB^  on  suppose  qu'il  parcourt  dans  la  campagne 
)i  du  côté  de  C  l'espace  a  dans  le  temps  c,  et  dans  l'autre, 
»  du  côté  de  F,  l'espace  b  dans  le  même  temps  c.  On  de- 
»  mande  par  quel  point  E  de  la  droite  AB  il  doit  passer 
»  afin  qu'il  emploie  le  moins  de  temps  qu'il  est  possible 
»  pour  aller  de  C  en  F.  » 

On  propose  de  déterminer  le  nombre  des  solutions  et 
de  discuter  complètement  le  problème,  le  marquis  de 
l'Hôpital  s'étant  borné  à  former  l'équation. 


2.   Posons 


c  c 
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a  et  s  seront  les  vitesses  respectives  du  voyageur  dans  la 
campagne  du  côté  de  C  et  dans  la  campagne  du  côté  de  F, 
ou  bien  les  vitesses  de  départ  et  d'arrivée.  Soient  f  ^  g 
les  distances  absolues  des  points  F,  C  à  la  ligne  de  sépa- 
ration; F',  C  leurs  projections  sur  cette  ligne^  et  â  la 
distance  mutuelle  de  ces  projections. 

Les  quantités  a,  S,  f^  g  sont  positives,  non  nulles^ 
d  est  positif  ou  nul. 

3.  Prenons  pour  origine  des  coordonnées  rectangu- 
laires la  projection  C  du  point  de  départ  sur  la  ligné  de 
séparation,  et  cette  même  ligne  pour  axe  des  abscisses  ; 
supposons  de  plus  que  les  demi-axes  soient  choisis  de 
telle  sorte  qu'aucune  des  coordonnées  du  point  F  ne  soit 
négative. 

Si  l'on  désigne  par  x  l'abscisse  d'un  point  queicotique 
D  de  la  ligne  de  séparation,  on  aura 


Abscisses. 

Ordonnées. 

C 

0 

g 

F 

~h^ 

-H/ 

D 

.r 

O 

(l^OÙ 

et  pour  l'équation  de  la  droite  CF,  j\  x'  représentant 
les  coordonnées  courantes, 

0 

OU 


A.' 


d'où  l'on  voit  qu'en  désignant  par  G  le  point  où  cette 
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droite  coupe  la  ligne  de  séparation  — ^^^  est  l'abscisse 
de  ce  point. 

4.  Soit  T  le  temps  employé  pour  parcourir  la  ligne 
brisée  CDF,  on  a 

a  o 

(11  I  X  I  ^  X 


Pour  toutes  les  valeurs  réelles,  finies  ou  nulles  de  x^  les 

trois  fonctions  T,  -— ?  -— -  sont  continues  et  la  dernièn* 

toujours  positive. 

La  fonction  T  ne  comporte  pas  de  maximum  fini  et  ne 
peut  comporter  qu'un  seul  minimum,  qui  sera  un  mini- 
mum absolu;  ce  minimum,  s'il  existe,  correspond  à  une 

valeur  réelle  de  a:  pour  laquelle  —  s'annule;   la  forme 

de  celte  dernière  fonction  montre  que  pour  cette  valeur 
de  la  variable  les  fonctions  x  et  à  —  x  doivent  être  ou 
toutes  deux  nulles  ou  toutes  deux  de  même  signe. 

Il  en  résulte  que  si  T  peut  être  un  minimum,  la  va- 
leur correspondante  de  x  est  une  des  racines  réelles  de 

^        x-'  i        {$  —  xy 

(A.)  — 


pour  laquelle  les  fonctions  x^  6  —  x  sont  ou  toutes  deux 
nulles  ou  toutes  deux  de  même  signe. 

o.   Examinons  le  cas  particulier  où  5  =  o.    L'équa- 
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tion  (Â)  devient 


(B) 


X^  I  .7^ 


9}  ^H-g''       6*  x^  H-/' 


et  les  fonctions  ar,  J  —  x  se  réduisent  à  4-  x,  —  x,  fonc- 
tions qui  ne  peuvent  être  toutes  deux  de  même  signe^ 
mais  qui  sont  toutes  deux  nulles  pour  x  =  o;  orx  =  o 
est  racine  de  Téquation  (B).  Donc  T  a  dans  ce  cas  une 
valeur  minimum  correspondant  à  x  =  o. 

Cette  valeur  minimum  est 

a       ^ 

Donc  lorsque  le  lieu  de  départ  et  le  lieu  d'arrivée  se 
trouvent  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  sé- 
paration, pour  que  le  trajet  soit  le  plus  court  possible,  il 
faut,  quelles  que  soient  les  vitesses  de  départ  et  d'arrivée, 
que  le  voyageur  suive  la  droite  qui  joint  le  point  de  dé- 
part au  point  d'arrivée. 

6,  5  n'étant  pas  nul,  les  fonctions  x,  5  —  x  ne  peu- 
vent être  ni  toutes  deux  nulles,  ni  toutes  deux  négatives; 
elles  sont  toutes  deux  positives  pour  toute  valeur  de  x 
comprise  entre  o  et  ^.  Il  en  résulte  qu'en  posant 


2 


T  ne  sera  susceptible  de  minimum  qu'autant  que  l'équa< 
lion 

(C)  F  (.r)  =  I 

aura  une  racine  comprise  entre  o  et  J. 

Atm»  de  Uaihémat.y  2^ série,  t.  I^^.  (Juin  1862.)  if\ 
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7.  On  a 

F(.)=_fL_.(£zifll±£:, 

F  (a:)  =  o,  F  [x)  =+00,  et  pour  toute  valeur  de  x 
comprise  entre  o  et  5,  F  (j:)  et  — -j — -  sont  continues  et 

positives. 

Si  donc  on  fait  croître  x  d'une  manière  continue  de  o  à 
0,  F  [x)  croît  d'une  manière  continue, constamment  et  in- 
définiment à  partir  de  zéro,  et  passe  ainsi  par  toutes  les 
valeurs  positives  possibles.  Entre  o  et  tî,  il  existe  donc 


a} 


une  valeur  de  x  et  une  seule  pour  laquelle  F  (x)  =  ■— 
L'équation  (C)  a  une  racine  et  une  seule  entre  o  et  cî. 

8.  Si  l'on  remarque  que  F  (  -^ —  J|  =  i,  on  formera 
le  tableau  suivant  : 


X  croissant  de  o  à  -rr^ —  (î,  F  [x)  positif,  plus  petit  que  i,  croît 

^  constamment; 

a 

jc  croissant  de -rr^ — 5  à  <î,  F(a:)  positif,   plus  grand  que  i, 

croît  constamment  et  indéfini- 
ment . 

9.  Si  l'on  désigne  par  \  l'unique  racine  de 

(.r—  ^f  jp'4-g^^         "~^'      '» 
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qui  séit  comprise  entre  o  et  d,  on  aura 

g  ==  --y.2 —  ^  suivant  que  x  =  S; 

>  /-+-  S  > 

-—■ —  3  est  d'ailleurs  l'abscisse  du  point  G  où  la  droite  CF 
coupe  la  ligne  de  séparation. 

10.  Résumé.  —  Lorsque  la  droite  qui  joint  les  points 
de  départ  et  d'arrivée  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
séparation,  c'est  une  droite  que  doit  suivre  le  voyageur 
pour  que  le  trajet  soit  le  plus  court  possible. 

Dans  tout  autre  cas,  le  point  E  où  le  voyageur  doit 
franchir  la  ligne  de  séparation  est  toujours  situé  entre  les 
projections  sur  cette  ligne  des  points  de  départ  et  d'arri- 
vée, savoir  : 

Entre  la  projection  du  \ 
point  de  départ  et  le  l  vitesse  de  départ  <^  vitesse  d'arrivée, 
point  G ) 

Au  point  G  lui-même..  [  vitesse  de  départ  =  vitesse  d'arrivée. 

Entre  le  point  G  et  la 
projection  du  point  \  vitesse  de  départ  >  vitesse  d'arrivée, 
d'arrivée 

Sa  distance  à  la  projection  du  point  de  départ  est  l'u- 
nique racine  de 

qui  soit  comprise  entre  o  et  $. 

11.  La  ligne  de  plus  court  trajet  n'est  une  ligne  droite 
qne  dans  les  deux  cas  suivants  :  . 

1°  Lorsque  les  points  de  départ  et  d'arrivée  sont  sur 
une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  séparation  ; 

'4- 
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a®  Quand  les  vitesses  de  départ  et  d'arrivée  sont  égales. 

L'équation  E  n'ayant  qu'une  seule  racine  comprise 
entre  o  et  5,  cette  racine  peut,  quand  les  données  sont 
numériques,  être  obtenue  avec  toute  l'approximation  dé- 
sirable, par  la  métbode  des  substitutions  successives. 

12.  Par  le  point  E,  déterminé  comme  il  a  été  dit  au 
n**  10,  menons  à  la  ligne  de  séparation  une  perpendicu- 
laire indéfinie  Cs  EFj ,  Cj  étant  de  même  côté  que  C;  Ft 
de  même  côté  que  F  par  rapport  à  AB. 

Posons 

C2EC  =  f,     F2EF  =  w, 


on  a 


d'où 


tangç  =  -î      tangfli)= — -; — ^ 


devient 


(^-Ç)»=/»tang»»,     (*-!)» -1-/=  =  -^. 
L'identité 

/  gr'/^sin^y\ 

\cos'ç  cos^û)/       sin*  y a? 

//»gr^sin>\''^ai^-"i^'^ 
\cos'^cos^w/ 

les  angles  aigus  ot),  cp  dépendent  de 

.  .       sino      a 

Si  l'on  adopte  le  principe  de  moindre  action,  l'équation 

sin  tf       a- 
sinw       6 
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semble  exprimer  que  Tindice  de  réfraction  pour  deux 
milieux  différents  est  égal  au  rapport  des  vitesses  avec 
lesquelles  la  lumière  s'y  meut. 


SUR  TROIS  CARRÉS, 
lORSQII  ILS  SONT  EN  PROGRESSION  ARITHMÉTIQUE; 

Pae  m.  Ad.  GUIBERT. 


Il  y  a  une  infinité  de  systèmes  de  trois  carrés  qui  peu- 
vent être  en  progression  arithmétique  ;  nous  présentons, 
dans  ce  qui  suit,  quelques  propriétés  concernant  ces 
nombres  et  les  progressions  auxquelles  ils  appartiennent. 

I.  —  Si  trois  carrés  sont  en  progression  arithmétique , 
leur  différence  est  un  multiple  de  2'  x3. 

En  divisant  ces  carrés  par  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  deux  quelconques  C^^entre  eux,  on  obtient  trois 
carrés  a',  i*,  c*  en  progression  arithmétique^  l'égalité 
û*  -+-  c*  =  2  ft*  prouve  qu'ils  sont  premiers  entre  eux,  deux 
à  deux,  de  la  forme  8A-t-  i,  et  aussi  de  la  forme  3  A'+i  5 
leur  différence  i* — a'  est  donc  divisible  par  2'  x3. 

Voici  des  exemples  : 

(127)%  (i45)%  (i6i)%    ^^  — «^  =  2^X3^X17, 
(i6i)%  (229)%  (281)',    ^'— «=^  =  2^x3x5X13X17, 
(271)%  (409)%  (5ii)%   ^'—û^=:2*x3x5x  17X23. 
(433)S  (533)%  (617)',  ^»— «'  =  23x3x5^X7X23. 

II.  —  Les  carrés  a^^b^^c^^  premiers  entre  eux  y  étant 
en  progression  arithmétique^  la  raison  sera  divisible 
par  5,  si  le  second  carré  n^ est  pas  dii^isiblepar  ^^et  elle 


(    2l4    ) 

sera  divisible  par  7,  si  aucun  des  carrés  extrêmes  ri' est 
un  multiple  de  y. 

En  considérant  les  résidus  quadratiques  minima  des 
modules  5  et  7,  et  T égalité  à^  ■+■  c^  =  26*,  on  voit  que  si 
l'un  des  nombres  a,  ft,  c  est  divisible  par  5,  ce  doit  être  i^ 
que  si  l'un  d'eux  est  multiple  de  7,  ce  ne  peut  être  que 
a  ou  c. 

Supposons*  b  non  multiple  de  5,  Tégalité  précédente 
exige  que  les  résidus  quadratiques  minima  du  module  5, 
relatifs  aux  carrés  a*,  i*,  c',  soient  égaux;  la  raison  est 
donc  un  multiple  de  5. 

De  même,  si  aucun  des  nombres  a,  c  n'est  divisiUe 
par  7,  l'égalité  a'-t-c'  =  26*  ne  se  vérifie  que  lorsque  la 
raison  est  un  multiple  de  7. 

Exemples  : 

I,  (29)%  (41)^,  6>  — «'=2^x3x5X7, 
(23)%  (37)%  (47)%  ^'—û'  =  2'X  3x5X7, 
(ï7)%  (53)%  (73)%  ^^-Û'=23X3»X5X7- 

in.  —  Lorsque  trois  nombres  premiers  y  dont  7  ne  fait 
point  partie,  ont  leurs  carrés  en  progression  arithméti- 
que,  la  raison  est  toujours  un  multiple  de  2*x3  X5X7. 

Cette  proposition  découle  de  la  précédenle,  en  obser- 
vant que  (7)*  n'étant  point,  par  hypothèse,  un  des  trois 
termes  de  la  progression,  (5)'  n'est  pas  non  plus  un  de 
ces  termes 5  caries  carrés  i,  (5)*,  (7)*  forment  l'unique 
progression  arithmétique  entre  les  carrés  de  trois  nombres 
premiers  dont  l'un  est  5,  et  ces  carrés  sont  exclus,  d'après 
renoncé.  La  raison  sera  donc  divisible  par  5X7- 

IV.  —  Si  les  trois  nombres  a,  b,  c,  premiers  entre  eux, 
ont  leurs  carrés  en  progression  arithmétique  y  chacun  des 
nombres  a^  c  est  de  Vune  des  formes  8A-K1,  8 A -4-7,. 
b  est  de  l 'une  des  formes  8  à  -f- 1 ,  8  A  -f-  5 . 


(  »i5) 
Par  la  résolution  de  Téquatioii  indéterminée 

on  trouve  les  valeurs  générales  des  nombres  positifs 
a,  6,  c^  on  parvient  aux  formules 

az=zp*  —  q^  —  7.pq      pour     P^^  g^  -h^pqy 
a=iq^'h^pq — />%     pour     p^^q^  '{-^P^y 

b=p^-hq'y 

p  et^  sontdeux  entiers  arbitraires  premiers  entre  eux,  l'un 
pair^  l'autre  impair;  et  comme  nous  supposons  a<^b<C^c 
et  que  i' — à^=^pq{^p^ — ^'),  p  est  plus  grand  que  9;  ces 
deux  nombres  peuvent  toujours  être  pris  positifs. 
Or,  quand  p^ — y*  —  ^pq  est  positif, 

a  = /?»  —  ç' —  2;?^  =  (;?  —  ^  )' —  2  <7»  ; 
lorsque  /?' — q^  —  ^pq  est  négatif, 

a  =:  ^'-h  -ipq  —p^  =  [p  ~  Zq)-  —  Q^  (p  —  !iqY; 

d'ailleurs 

c=/>2  —  ^72  -H  npq  z={p+qy — 29'; 

a  et  c,  de  la  forme  x* — 2j^*,  sont  donc  chacun  de  Tune 
des  formes  8A^H-  i,  8A+7,  puisque  j  peut  être  pair  ou 
impair. 

Quant  à  b=p^-hq^^  il  est  manifestement  de  Tune  des 
formes  8A+1,  8A-f-5. 

V.  -T—  //  n'y  a  que  deux  progressions  arithmétiques 
dont  trois  termes  consécutifs  sont  des  carrés,  si  la  raison 
estégale  à  2'x3x5X7. 


(2,6) 

Il  suffit  de  considérer  le  cas  où  les  trois  carrés  sont  pre- 
miers entre  eux. 

La  proposition  se  justifie  par  la  résolution  de  l'é- 
quation 

où  les  facteurs  p^  q^p — g,  P"^^  du  premier  membre 
sont  premiers  entre  eux  deux  à  deux. . 

Lorsque  q  est  pair,  cette  équation  est  résolue  en  pre- 
nant ^  =  2,  /?=  5  ;  elle  n'admet  aucune  autre  solution  : 
de  là,  les  trois  carrés  en  progression  arithmétique 

<7  étant  impair,  l'équation  n'est  résolue  que  par  ^=1, 
^  =  6,  ce  qui  donne  les  trois  carrés 

(23)%  (37)%  (47)'. 

Il  est  à  remarquer  que  i,  (29)%  (4i)'  sont  les  carrés  de 
trois  nombres  premiers,  ainsi  que  (aS)*,  (37)*,  (47)'-^ 

VI.  —  Si  ron  prolonge  au  delà  du  troisième  carré  la 
progression  arithmétique  dont  les  trois  premiers  teiTnes, 
premiers  entre  eux,  sont  a^y  ft',  c*,  le  w"'"'  terme  sera 
un  carré j  1^  quand  on  prendra  9=1,  ^p=^n  —  2^ 
2°  lorsqu'on  Jera  y=2,  p  =  n — 2. 

Le  n***"*  terme  est  représenté  généralement  par 
il  est  identiquement  égal  à 

[/?2H-4Z(7l  — 2]^/?—  (2/22  —  8/2-1-  7)<7^P 

H-4(/i^i)(/2-.2}(/2-3)[2;?~(/î-2)7]^^; 
sous  celle  forme,  on  voit  qu'il  se  réduit  à  un  carré-^ 


{  îii7  ) 
si  2^ — {n — a)  ^  =  o,  ce  qui  donne,  pour  p  et  q,  seule- 
ment les  valeurs  spécifiées  dans  Fénoncé. 

Voici  le  tableau  des  progressions  dont  il  s'agit  : 

/?  =  2,    I,      (5)%    (7)%. . .,  Ie6*  termeest  (ii)% 

p  =  i,  {']Y,  (17)*;  (23)»,...,  le  io«  terme  est  (47)% 

/>  =  6,  (23)%  (37)%  (47)% . .  • ,  le  i4'  termeest  (107)', 

/>  =  8,  (47)%  (65)%  (79)% . . . ,  le  iS"  terme  est  (191)% 
•....,... •^•• 

^  =  2; 

/>  =  3,  (7)%  (i3)%  (17)%...,  le  5«  termeest  (23)% 
/>  =  5,  1,  (29)%  (4i )%...,  le7Mermeest  (71)% 
P  =  ls  (17)%  (53)%  (73)%...,  le9Mermeest(i43)% 
/>  =  9,  (4i)%  (85)%  (ii3)%...,  leii'termeesl  (239)% 

Lorsque  9=1,  le  troisième  terme  de  chaque  progres- 
sion est  égal  au  premier  terme  de  la  progression  suivante  ; 
quand  ^  =  2,  il  en  est  de  même  des  progressions  dont  les 
rangs  sont  impairs  et  de  celles  où  les  rangs  sont  pairs. 

Nous  allons  donner  Texplication  de  ces  particularités, 
en  indiquant  comment,  pour  une  même  valeur  de  ^,  ar- 
bitraire d'ailleurs,  on  peut  former  autant  de  séries  que 
Ton  voudra  de  progressions  arithmétiques  de  trois  carrés 
premiers  entre  eux,  telles  que  dans  chaque  série  le  troi- 
sième terme  d'une  progression  quelconque  soit  toujours 
égal  au  premier  terme  de  la  progression  suivante  : 

L*expression  de  la  condition  dont  il  s'agit  est 

on  en  déduit 

//  =/>  -H  27. 
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D'après  cela,  on  formera  la  première  série  résultant 
de  la  plus  petite  valeur  de  /;,  qui  est  ^-f-  i,  en  prenant 
les  valeurs  générales  des  carrés  o*,  &*,  c*,  et  y  faisant 
successivement 

p  =  q+ij       Zq-^iy       5^4-1,     etc. 

La  seconde  série  dépendra  du  plus  petit  nombre  5,  pre- 
mier avec  q^  mais  plus  grand  que  ^-f- 1  ;  les  valeurs  suc- 
cessives de  p  seront 

j,         s-^-nq^         j-f-Sç',     etc. 

Ainsi  de  suite. 

Les  termes  signalés  comme  des  carrés,  au  delà  des  troi- 
sièmes termes,  dans  les  progressions  relatives  k  q'=i  et 
à  (7=2,  donnent  encore  lieu  à  une  remarque. 

Dans  toute  progression  arithmétique,  si  un  terme  est 
un  carré  a',  on  peut  trouver  une  infinité  de  termes  qui 
sont  des  carrés,  il  suffit  de  poser 

tt'  H-  wr  =  (tt  -h  ''<?)% 

M*  étant  le  premier  terme,  n-\-i  désigne  le  rang  du  terme 
qui  doit  être  un  carré,  r  la  raison  de  la  progression,  y  un 
entier  positif  arbitraire*,  il  vient,  en  effet, 


Mais,  et  c'est  l'observation  que  nous  nous  proposions  de 
faire,  si  l'on  voulait  employer  ce  moyen  pour  obtenir  les 
termes  carrés  dont  on  a  parlé,  placés  au  delà  des  troi- 
sièmes termes  des  progressions,  y  devrait  être  fraction- 
naire et  même  pourrait  être  négatif  5  c'est  ce  qu'il  s'agit 
de  justifier. 

En  partant  du  carré  {p^  +  q^Y?  on  prendra  pour  le 
j^time  terme,  dans  chaque  progression  du  tableau  ci-dessus, 

(/?'  4-  </^ )'  4-  («  —  2  )  r  =  { /?=*  4-  ç'  +  rff  Y, 


(  219  ) 
ou 

or,  celte  équation  devient  identique  :  i^  quand  <7=  i, 
iip=zn  —  2,  ©étant  égal,  soit  à  — >  soit  à    ,    ^    :  2°  lors- 

que9=2,p  =  n-2ety  =  ^,  «^Î  =  IÔ^^- 


ARITHHOLOGIE  ÉLÉMENTAIRE  —  APPLICATION  A  L'ALGÈBRE^ 

Par  m.  V.-A.  LEBESGUE, 

Correspondant  de  Tlnstitut. 


Mon  excellent  et  bien  regrettable  ami  M.  Terquem 
affectionnait  les  mots  arithmologue^  arithmologie:  c'est 
ce  qui  m'a  décidé  à  donner  à  cet  article  et  à  d'autres  qui 
le  suivront,  le  titre  qu'il  porte  et  qui  aurait  été  plus  clair 
en  ces  termes  :  Recherches  élémentaires  sur  les  nombres 
entiers. 

1.  Un  fait  arithmétique  auquel  on  est  conduit  dans 
plusieurs  recherches,  c'est  que  le  pi^oduit  de  n  nombres 
entiers  consécutifs  w,  w —  i,  m  —  2,. . .  m — 11-+- 1,  ou 
dans  un  autre  ordre  A,  /:-!-  i,  fc-h  2, .  .  . ,  A-f-  /2  —  i ,  est 
divisible  par  le  produit  i.2.3...  n  =  Yin, 

Il  y  a  quelque  avantage  à  le  prouver  comme  il  suit  : 
on  a 

X(^-M)..  .  (A- 4- 72—  i)       [k — i)./-.  .  .(X— 72  — 2) 

1.2.  .f/2  I.2.../2 

X- .  (  ^  -j-  I  ) .  . ..  (  A  -H  «  —  Il 

1 .  2 ...  «  —  1  ) 
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mettant  pour  k  les  nombres  2,  3,.  •  •?  ^  et  sommant,  il 
vient 

/*(X- -h  I  )...(/•-+- /2  —  i)         I.2.../I 
1.2.  ../Z  1.2.  ../2 

2.3. ../î  3.4 ^ — I  A'.(A'-4-x)...(/-|-/i — 2) 


1.2.  ../Z — I  I.2.../2 — l        '*'  I.2...lt — I 


Transposant 

I.2.../Z  I.2.../Z — I 


I.2.../Z  1.2...  72  —  I 


on  a 


1.2.../?  —  I  2.3.../Z  3.4»**'2-i-i 


(«) 


1.2.  ../I 1  1.2.  .  .71  —  1  1.2... 71 —  I 

1 .2. . ,n —  I  1 .2. . .A 


La  somme  des  termes  du  premier  membre  que  Ton  peut 

.    j.  v* /•(^4- i). .  .(/*-f-/?  —  2)    ,,    . 

indiquer  par  > '-  s  obtient  en  miet- 

^■^  I  •  2  •  •  .72  """  1 

tant  un  facteur  de  plus  à  chaque  terme  de  l'expression 

«  .  .         /'.(A- -f- !)...(/• -h 72 2) 

fractionnaire  — ^ — ^ •  • 

1.2...  72 —  I 

Si  dans  [a)  on  pose  n  =  2,   tous  les  termes  du  pre- 
mier membre  sont  entiers,  par  suite  le  second  membre 

— ^ '  est  entier.  De  même  pour  /*  =  3,  il  suit  de  ce 

1 .2  ^ 

qui  vient  d'être  dît  que  tous  les  termes  du  premier  mem- 
bre  sont   entiers,  donc  le  second  — ^ ^-^0 ^^^^ 

'  I .2.3 

aussi,  et  ainsi  de  suite. 

On  pourrait,  en  se  donnant  immédiatement  l'équa- 
tion  (a),  la  vérifier 5    en   ajoutant  à   chaque   membre 


(  ^21  ) 

(A--M)(^+2)...(Ar-f.«  — i)  .   ,  ,  , 

^ ^ • — ^ y  on  verrait  le  second  membre 

1 .2. ,  ,n — I 

se  réduire  à  (^+ ')(*  +  ^)-- •(^•+^). 

I  .2.  .  .  /Z 

On  pourrait  encore  réduire  les  deux  premiers  termes 
en  un  seul ,  puis  y  joindre  le  troisième  et  réduire  la  somme 
à  un  seul  terme;  et  ainsi  de  suite. 

On  vérifierait  de  même  ces  égalités 

ûc        x(x-\-i)  a:(.r-f- I  )  .  .  .  (.r-t-/î — i) 

1  1.2  I .2. • «A 

'  .      _  {x+i){X'hii),..{a:'-hn) 

I  .2.  .  .  77 

et  de  même,  ou  par  le  changement  du  signe  de  x, 

^x      xlx — i)  v„«a?(j;  —  i),,.(x-hn — i) 

I  1.2  I .2, . . n 

(c)  { 

^  I  .2.  .  .  .  /ï 

r 

2*  Voici  diverses  conséquences  de  la  formule  (a). 
Nombres  figurés.  —  Posez  les  séries  qui  suivent  : 

(l)  I  >    ^>      3y  •  «9  ^ 

(2)  I,  3,    6,.. ., 

(3)  I,  4>  10,..., 


I  .2 

m(m-+'  i)(/w4-2  ) 

1 .2.3 

/w  (/w-h  i)  [ni-h2)(m 

-^3) 

'    <^)  ï.5.15,..  ,  ^^3^ 


et  vous  aurez  les  nombres  dits  figurés.  Les  nombres  (i) 
sont  les  nombres  naturels.  Les  nombres  (2)  sont  les 
nombres  triangulaires  ;  on  les  forme  ainsi  :  d'abord  i 
premier  terme  de  (i),  puis  14-2  =  3  somme  des  deux 
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premiers  termes  de  (2^,  puis"  i -t-2-f-3  =  6  somme  des 
trois  premiers  termes  de  (i),  et  ainsi  de  suite.  Les  nom- 
bres (3)  sont  les  nombres  pjramidaux;  ils  se  tirent  de 
(2),  comme  les  nombres  de  (2)  se  tirent  des  nombres  (i).' 
Les  nombres  (4)  sont  les  nombres  triangulo- triangu- 
laires, etc.,  etc. 

Les  termes  généraux  donnent  cette  proposition,  due  à 
Fermât  : 

Multipliez  le  nombre  naturel  m,  parle  nombre  na- 
turel qui  suit  immédiatement^  vous  aurez  le  double  du 
nombre  triangulaire.  Multipliez  le  nombre  naturel  m 

par  le  nombre  triangulaire du  nombre 

m  H- 1 ,  vous  aurez  le  triple  du  nombre  pyramidal  de  m '^  et 
ainsi  de  suite.  Fermât  ajoute  :  «  Nec  existimo  pulchrius 
w  aut  generalius  in  numeris  posse  dari  theorema,  cujus 
»  démonstration em  margini  inserere  nec  curât  nec 
V  vacat.  »  Du  temps  de  Fermât,  les  notations  incom- 
modes voilaient  les  conséqueuces  même  assez  immédiates 
des  opérations  indiquées  parles  formules. 

3.  Voici  d'autres  conséquences  de  l'équation  (a). 

Théorème.  —  Si  F  on  combine  m  lettres  n  à  n  sans 
admettre  la  répétition  d^une  lettre^  le  nombre  des  com- 
binaisons sera 

m  {m  —  i)('«  —  2).  .  .{m  —  /i-f-i) 
I  .  2  . 3 . . .  /z 
Ce  serait 

/7î  (w-f- 1  )  (//i  -h 2 ) .  .  .  ( /;/  -h  72 I  ) 

I .2.3. . .n 

si  Von  admettait  la  répétition  des  lettres. 

Démonstration ,  —  Pour  les  letti^s  a^b^c^, .  .^  k^  au 
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nombre  de  m,  eu  plaçant  a  devant  a,  &,  c, .  . . ,  A',  puis  h 
devant  ^,  c, . . . ,  A,  et  ainsi  de  suite,  on  aura  les  combinai- 
sons deux  à  deux  en  nombre 

/            X                                   /»  (m  4-  I  \ 
m  -{-  [m  —  I )  4- . .  .  -f-  2-1-  I  =  — ^^ / : 

^  1.2. 

dans  ce  cas  les  lettres  a,  i,. . .  se  répèlent.  Si  Ton  avait 
placé  a  devant  i,  c, . ,  . ,  A,  puis  b  devant  c,  rf, . . . ,  A,  ci 
ainsi  de  suite,  le  nombre  des  combinaisons  eut  été 

/             \       ,            \                                 ('w  —  0''*       m(m — i) 
(m  — i)-f-{/w— 2)-t-,..-+-a-|-  I  =  i i— =:— i '. 

1.2  1.2 

Dans  ce  cas  il  n'y  a  pas  répétition. 

Des  combinaisons  de  deux  lettres  on  passe  à  celles  de 
trois,  et  ainsi  de  suite. 

Théorème.  —  Le  nombre  des  permutations  des  lettres 

de  la  combinaison  ab  c. . ,  f  de  n  lettres  toutes  diffe- 

rentes  est 

1 . 2.3* . .  n  =11/?. 

Théorème.  —  Le  nombre  des  permutations  des  n  let- 
tres non  toutes  différentes  de  la  combinaison 

aa, . .  abb .  .  ,  bec.  . .  c, .  .=z  a    b    c   ... 

est  égal  à 

n/g        _  n(a4-p-f-7  +  . . .) 
na.np.n7  na.np.n7... 

La  démonstration  dupremier  théorème  est  parfaitement 
connue-,  il  suffira  d'indiquer  en  peu  de  mots  celle  du  se- 
cond. Soient  a,  i, . . . ,  /les  lettres  au  nombre  de  a,  de 
l'arrangement 

—  ^  — •  ^  — . . .  — /— , 
on  en  tire 

1 .2.  .  .a  =  na 


(  aa4  ) 
parla  transposition  des  seules  lettres  a,  6. . . .  ,y  permu- 
tées entre  elles,  et  sans  déplacer  ou  séparer  les  lettres  in- 
diquées par  les  traits.  Donc  si  l'on  a 

les  Ha  arrangements  se  réduiront  à  un  seul,  et  il  faudra 
remplacer  Un  par  —  5  on  voit  de  même  que  si  /3  autres 
lettres  devenaient  égales  entre  elles,  le  nombre  de  permu-» 

TT  n 

tations  serait 1  et  ainsi  de  suite.  Chacun  donnera  à 

Ha.np 

cette  démonstration  les  développements  qui  manquent. 

Théorème.  —  Le  développement  (a  -h  i  4-  c .  . .  +  Ar)", 
oh  les  lettres  a,  b,  Cj. , .,  h  sont  au  nombre  de  m,  a 
mXmX. .  .m=:m''  termes  qui  sont  les  arrangements 
m  à  m  av^ec  répétition.  Si  Von  rétablit  V ordre  alpha-- 
bétique  de  manière  à  former  des  combinaisons,  la  com- 
binaison a  b  c^...  où  a-Hj3  +  y...=/i  est  prise  un 
nombre  de  fois  égal  à 

n(a-t-p-f.7+...) 

na.np  117 

Le  terme  général  du  dév^eloppement  est 

n(a4-PH-Y-f-...)^ec^/3^y 
na.Iip.n7.  .  . 

SOUS  la  relation 

a -f- P  4- 7.  • .  = 'ï» 

Le  nombre  des  termes  (  qui  est  celui  des  combinaisons 
a{fec  répétition  )  est 

m  (w  -h  i) . . .  (m  4-  /ï  —  I  ) 

I  .2.  .  •/?. 


(  2^^5  ) 
Les  difïérentes  parties  de  cet  énoncé  sont  évidentes  par 
ce  qui  précède;   on  peut  ajouter   que   le  nombre  des 
arrangements  n  a  n  sans  répétition  est,  pour  m  lettres, 
m  (m  —  I )  (m  —  2)  . . .  (/n  —  n  -H  i ),   au  lieu   d'être 


m. m. ,  •  m  =■  /w". 


4.  Il  est  naturel  de  passer  du  cas  du  polynôme  à  celui 
du  binôme.  Le  terme  général  du  développement 

est 

na.np  ^ 

Comme  on  a 

n(a4-p)  _  (a-hl)(a4-2)...(a-+-p) 

na.IÏ'P  i.2...p 

m  (m  —  i),  .  .(m  — p  4-  i) 
1 .2 ... p 

le  coefficient  de  a  i  est  le  nombre  des  combinaisons 
|3  à  (3  de  m  lettres.  C'est  aussi  celui  de  m  lettres  combi- 
nées oc  k  a. 

Pour  bien  voir  comment  les  combinaisons  s'introdui- 
sent dans  le  développement  de  (  1  -H  jr)"*,  il  faut  considé- 
rer le  produit 

( I  4-  ax)  (i  -h  f>jc)(i  -i-  ex) . . .(  I  -f-  Ix) 

de  ///  facteurs.  Si  on  fait  la  multiplication  régulièrement, 
on  verra  que  x'  a  pour  coefficient  la  somme  des  combi- 
naisons i  h  i  des  m  lettres  a,  5,. . .,  Ar;  et  quand  on 
posera 

chaque  combinaison  se  réduisant  à  Tunîté,  le  coefficient 
iex"  dans  (  i-f-x)"*  sera  le  nombre  de  combinaisons  de 
m  lettres  i  à  1 . 

Ann.  de  Hathémat.y  1^  série,  t.  \^^ .  (Juin  18G2).  l5 
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De  même  dans  le  développemeni  de 


(i  —  j;)-'''=: 


(i  —  x)"* 

on  verra  comme  il  suit  que  le  coefficient  de  x'  est  le 
nombre  de  combinaisons  avec  répétition  de  m  lettres 
prises  i  k  i. 

On  a  identiquement 


i  —  ax 


=  1  -f-  ax  4-  «=*  j:*  4- .  .  .  -h  û*""'  xT"     . 


Supposant  j:<]  i  et  m  de  plus  en  plus  grand,  on  aura 


=  I  H-  fla:  -f-  fl^  J7' -H  •  •  •  • 


I  —  ax 
Si  l'on  fait  le  produit  de  m  équations  semblables 


I  — bx 

I 
I  —  ex 

I 


=  I  +  cj:  -j-  c^  ar'  -4- . .  . , 


—  =  1  -h  ^x  -h  ^2  a:»  -j-  . .  . , 


I  —  kx 

on  verra  que  dans  le  produit  des  seconds  membres  le 
coefficient  de  x'  est  la  somme  des  combinaisons  avec  ré- 
pétition des  m  lettres  a,  b^, .  ,^k  prises  ik  /. 
Puis  si  l'on  fait 

on  verra  que  dans  le  produit 

le  coefficient  de  x'  sera  le  nombre  de  combinaisons  avec 
répétition  de  m  lettres  i  à  /,  parce  que  chaque  combinai- 
son se  réduira  à  l'unité. 


(  ^î^7  ) 
11  faut  lomarquei"  qu^  si  dans,  (i  — x)"'  on  change  le 
signe  de  //i,  on  tombe  sur  la  formule  précédente 

(i— a:)-'»  =  i4-/7/ar-i ^^ '  x'  -\ '-^ /^rs^^^ 

1.2  1.2.3 

N.  B.  Quand  on  combine  des  lettres  avec  répétition, 
s'il  y  a  m  lettres  et  que  l'on  combine  i  à  i  pour  i^  m^  la 
répétition  sera  forcée,  mais  dans  les  autres  cas,  parmi  les 
combinaisons,  il  y  en  a  où  des  lettres  se  répètent,  d'autres 
où  elles  ne  se  répètent  pas.  Dans  Fensemble  des  combi- 
naisons avec  répétition  les  unes  sont  avec  répétition  et  les 
autres  sans  répétition. 

Les  nombres  de  la  forme 

m{m — i)(fn  —  2)...(/w  —  n-hi)        , 

— i Ll '. i =  (/w,  /?) 

I  . 2  ...  « 

donnent  lieu  à  beaucoup  d'autre3  égalités  ;  il  suffira  pour  * 
le  moment  d'avoir  vu  leur  emploi  dans  la  théorie  des 
combinaisons  et  dans  le  développement  de  la  puissance 

Dans  un  autre  article  il  sera  prouvé  d'une  autre  manière 
que  le  nombre  (m,  /?)  est  entier,  et  l'on  en  déduira  d'au- 
tres conséquences.  '  •* 


DES  FOx^CTlOKS  ALGÉBRIQUES   DE   PLUSIEURS  QUANTITÉS, 

de  lear  formalioB,  et  des  permoUtioHs  qui  les  laissenl  invariables; 

Par  m.  MATHIEU, 

Professeur. 


Supposons  une  fonction  de  n  quantités  a,  &,  c,  ...,  /, 

i5. 


(2.8) 

el  remplaçons-y  les  lettres  a^  b^  c^  ...^h^l  respeciî- 
vemenl  par  les  lettres  a',  b'^  c\  ...,//,  /'  qui  sont  sup- 
posées être  les  mêmes  lettres  dans  un  ordre  différent,  la 
fonction  deviendra 

et  Ton  dit  que  l'on  a  fait  sur  la  fonction  donnée  la  substi- 
tution 


/a   b  c  d  ...   fi  l  \ 
\J  b'  c'd!  ...  /'/'j^*^' 


Considérons,  par  exemple,  la  fonction  des  quatre  quan- 
tités a,  è,  c,  d^ 

ab^-hcd^; 

faisons  sur  celte  fonction  la  substitution 


/abc  d\ 
\d  a  b  c) 


cette  fonction  sera  changée  en  celle-ci  : 

et  la  fonction  a  changé  de  valeur.  Faisons  encore  sur  la 
fonction  ab^-\-cd*  la  substitution 


a  b 
c  d 


c  d\ 
a  b) 


(*)  Il  serait  plus  naturel  de  donner  aux  expressions 

abc  d...  l      et      a'  b'  c'  d'...  V 

le  nom  de  dispositions  ou  un  autre  nom  analogue,  aGn  de  réserrer  le  nom 
de  permutation  à  Topération  qui  consiste  à  permuter  les  lettres  de  la 
fonction  \  car  le  mot  de  substitution  ne  rappelle  pas  que  les  lettres  pri- 
mitives et  les  lettres  substituées  soient  les  mêmes  à  Tordre  près. 
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nous  aurons  la  fonction 

et  Ton  voit  que  par  cette  seconde  substitution  la  fonc- 
tion n'a  pas  changé  de  valeur. 

Disposons  les  lettres  a,  £,  c,  . . . ,  l  sur  un  cercle,  ec 
dans  Tordre  suivant  lequel  elles  sont  énoncées;  puis  met- 
tons chacune  d'elles  à  la  place  de  celle  qui  la  précède, 
nous  aurons  fait  sur  ces  lettres  une  substitution  qui  est 
dite  circulaire^  d'après  ce  qui  vient  d'être  dît,  on  repré- 
senterait cette  substitution  par  l'expression 


/  a  b  c  d  . , .   l\ 
\b  c  d  e  a  ) 


mais  on  l'écrit  plus  simplement  dans  une  seule  ligne 

(a  b  c  d  . ,  .   /). 

Soit  par  exemple  la  fonction 

ab  4-  cdy 

faisons  la  substitution  circulaire 

/a  b  c  d\ 

et  nous  aurons  la  nouvelle  valeur 

bc-^-da; 
faisons  ensuite  sur  ab-h  cd  la  substitution  circulaire 


/  a  c  b  d\ 
\c  b  d  a  ) 


ou      [a  c  b  d), 


et  nous  trouvons  la  valeur 

cd  4-  ba 
qui  est  identique  à  la  valeur  considérée. 
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Toute  substitution,  si  elle  n'est  pas  circulaire,  peut 
être  décomposée  en  un  certain  nombre  de  substitutions 
circulaires. 

En  effet,  soit  S  une  substitution  quelconque  et  a  une 
lettre  qui  en  fait  partie;  celte  substitution  remplacera  la 
lettre  a  par  une  certaine  autre  lettre  que  nous  appelle- 
rons b\  cette  substitution  remplace  la  lettre  b  elle-même 
par  une  autre*,  si  cette  lettre  est  a,  la  substitution  S  ren- 
ferme la  substitution  circulaire  [ab).  Si  au  contraire  S 
remplace  b  par  une  lettre  c  différente  de  a,  mais  qu'elle 
substitue  à  c  la  lettre  a,  la  substitution  S  contient  la  sub- 
stitution circulaire  [abc].  Imaginons  que  Ton  poursuive 
cette  manière  d'opérer,  et  il  est  évident  que  la  lettre  a 
fait  partie  d'une  substitution  circulaire  contenue  dans  la 
substitution  S.  Soit  y  une  lettre  qui  n'appartienne  pas  à 
cette  substitution  circulaire  et  qui  soit  permutée  par  S; 
on  trouvera  de  même  la  substitution  circulaire  dont  f 
fait  partie.  Et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  prenons  pour  exemple  la  substitution 


f  a   h  c  d  e\ 
\c  c  a  h  d  J  ' 


elle  peut  se  décomposer  en  les  deux  substitutions  circu- 

cul  aires 

[a  c)y      [b  e  d). 

Considérons  encore  la  substitution 

/abcdefgh  '/'\ 
^""^  \b  d  h  c  g  e  k  af  i)^ 

elle  peut  se  décomposer  en  les  deux  substitutions  circu- 
laires 

{a  b  d  c  h)        {e  g  A  if). 

Les  substitutions  circulaires  en  lesquelles  se  décompose 


(  aîi  ) 

une  siibstitutîon  quelconque  sont  appelées  les  cycles  de 
la  substitution .  Si  le  nombre  des  lettres  de  chacun  des 
cycles  d'une  substitution  est  le  même,  la  substitution  est 
dite  régulière;  ainsi  la  substitution  [a)  est  régulière, 
parce  qu'elle  se  décompose  en  deux  cycles  qui  renferment 
tous  deux  cinq  lettres. 

n  est  clair  que  si  une  fonction  est  invariable  par  deux 

substitutions  Â et  B,  elle  est  invariable  par  la  substitution 

que  Ton  obtient  en  faisant  d'abord  la  substitution  A, 

ensuite  6;  ainsi,  par  exemple,  la  fonction  ab  +  cd  est 

invariable  par  chacune  des  deux  substitutions 

(a  A),       {a  c  b  d); 

si  on  effectue  la  première,  puis  la  seconde,  on  se  trouve 
avoir  fait  la  3ubstitution 


/abc  d\ 
\d  c  b  a) 


b  c 

ou      {^a  d)  {b  c)y 
c  b 


qui  laisse  invariable  la  fonction  ah  -i-  cd. 
Soient 

tky        O^        \a^  •     m     »     y         \J 

différentes  substitutions  effectuées  sur  les  n  lettres  dune 

fonction 

F(fl,  by  c,    .  ..,  /), 

et  qui  laissent  cette  fonction  invariable  •,  si  nous  faisons 
successivement  dans  un  ordre  quelconque  quelques-unes 
de  ces  substitutions,  nous  obtiendrons  en  général  d'autres 
substitutions,  qui  laisseront  la  fonction  F  invariable; 
toutes  les  substitutions  ainsi  formées  sont  appelées  les 
dérwées  des   substitutions  A,  B,  . .  . ,  G.    On  considère 

(a  b  c   . ,  .   l\ 
abc   ...    // 

comme  faisant  partie  de  ces  substitutions  dérivées. 
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Ainsi,  par  exemple,  soient  les  deux  substitutions 

(Pf  (ab)(cd),       (ad){bc), 

qui  laissent  invariable  la  fonction 

On  voit  facilement  cpxe  toutes  les  dérivées  des  substitu- 
tions (p)  sont  les  quatre  substitutions 

et  ces  quatre  substitutions  laissent  invariable  la  fonction 
(a  —  b)  (c  —  d). 
Si  sur  la  fonction 

(7)  F(fl,  6,  c,  ...,  /) 

on  fait  les  M  substitutions  qui  la  laissent  invariable,  on 
obtient  M  valeurs  égales  de  cette  fonction,  savoir  F,  Fi, 

Ff ,  . . . ,  F||_i . 

Faisons  ensuite  sur  la  fonction  (7)  la  substitution 


(abc  ...   l\ 


qui  change  cette  fonction  ;  a',  i',  </,  . . . ,  /'  sont  par  con- 
séquent les  lettres  a^  b^  c^  . . . ,  Z  prises  dans  un  autre 
ordre;  nous  aurons  la  fonction 

(9)  F(«',  b\  c',    ...,  /'); 

changeons  dans  les  M  substitutions  qui  laissent  la  fonc- 
tion (y)  invariable  les  lettres  a,  £,  c,  . . .  »  /,  respective- 
ment en  a',  i',  c^,  . . . ,  /'  et  nous  aurons  M  substitutions 
qui  laissent  la  fonction  (d)  invariable,  et  si  on  les  effec- 
tue sur  la  fonction  (d),  on  obtient  M  autres  valeurs  égales 
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F\  F,,  F',,...,Fi,_,.  On  voit  d'après  cela  que  les  1.2. 3. ..n 
valeurs  que  Ton  obtient  en  permutant  les  n  lettres  a,  6, 
c,  . . . ,  /dans  la  fonction  (y)  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles sont  égales  M  à  M,  et  que  le  nombre  des  yaleùrs 

1.2*3        tt 

distinctes  de  la  fonction  (y)  est  égal  à  '  '  — »  et,  par 
conséquent,  à  un  diviseur  du  produit  i .  2 . 3  • . . n. 

m 

Des  fonctions  transit ii^es. 

On  appelle  fonction  transitii^e  une  fonction  dans  la- 
quelle on  peut  faire  occuper  à  une  lettre  quelconque  telle 
place  que  l'on  veut,  sans  que  la  fonction  change  de  va- 
leur, à  la  condition  de  faire  occuper  à  toutes  les  autres  des 
positions  convenablement  choisies. 

Une  fonction  qui  n'est  pas  transitive  est  dite  intransi- 
tit^e. 

Prenons  pour  exemple  la  fonction  de  quatre  lettres 

on  voit  immédiatement  que  celte  fonction  est  in  transitive  ; 
car  il  est  clair  que  si  Ton  met  a  à  la  place  de  c,  quelles 
que  soient  les  places  occupées  par  les  trois  autres  lettres, 
la  fonction  changera  de  valeur. 
On  voit  encore  que 

ab^  4-  cd* 

est  une  fonction  intransitive,  car  on  ne  peut  amènera  à 
la  place  de  b  sans  changer  sa  valeur. 

Montrons  maintenant  des  fonctions  transitives.  Toute 
fonction  symétrique  est  évidemment  transitive;  ainsi, 
par  exemple,  la  fonction  symétrique 

a  -{-  b  -\- c  -^  d 
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est  transitive;  mais  il  existe  d*autres  fonctions  transitives 
que  celles  qui  sont  symétriques.  Une  fonction  est  en  effet 
transitive  toutes  les  fois  qu^elle  est  invariable  par  une 
substitution  circulaire  effectuée  sur  toutes  ses  lettres. 
Ainsi,  par  exemple,  soit  la  fonction 

(i)         ^     ab^ c3  d^  -f.  bc^ d^  a^  +  cd^  a^  b*  +  dâ'  b^  c*, 
qui  est  invariable  par  la  substitution  circulaire 

(abcd); 

faisons  cette  substitution  sur  cette  fonction  une  fois,  deux 
fois,  trois  fois,  nous  obtiendrons  trois  valeurs  égales  à  la 
fonction  (i)  et  qui  se  présenteront  de  la  manière  sui- 
vante : 

bc^d^  a*  -h  cd^  à"  b*  +  da^  b^  c*  -{-  ab^  c"  d', 

cd'^a^  b*  +  da^  b^c*-}-  ab^c^d*  H-  bc^  d^  a\ 

do"  ¥  c*  4-  ab'  c'd*  -^  bc^  d' a'  4-  cd*  a^  b*. 

Or,  en  agissant  ainsi,  on  amène  dans  la  fonction  (i)  à.  la 
place  de  la  lettre  a  successivement  i,  c,  c?;  et  à  la  place 
de  b  successivement  c,  é/,  a ,  et  ainsi  de  suite.  Il  est  donc 
évident  que  la  fonction  (i)  est  transitive. 

Du  reste,  une  fonction  peut  être  transitive  sans  être 
invariable  par  une  substitution  circulaire  effectuée  sur 
toutes  les  quantités  qu'elle  renferme.  Par  exemple,  il  es! 
aisé  de  voir  que  la  fonction 

(a—b)  [c-^d) 

est  changée  par  Toute  substitution  circulaire  effectuée  sur 
les  quatre  quantités  a,  fe,  c,  d,  et  cependant  elle  est  tran- 
sitive. 

Mais,  lorsque  le  nombre  des  quantités  renfermées  dans 
une  fonction  transitive  est  premier,  celte  fonction  est 
nécessairement  invariable  par  une  substitution  circulaire 
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effectuée  sur  toutes  les  quantités.  Nous  ayons  démontré 
ce   théorème  dans  le  Journal  de  M.   Liouv^i/le,   année 
1861,  p.  3o4. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  le  nombre  des  pâleurs 
distinctes  d'une  fonction  transitive  de  n  lettres  est  le 
même  que  si  cette  fonction  était  considérée  comme  fonc- 
tion de  w  —  1  lettres,  c'est-à-dire  que  si  l'on  supposait 
une  lettre  immobile.  Considérons,  en  effet,  une  fonction  * 
transitive  de  n  lettres 

et  supposons  que  l'on  ait  fait  sur  ses  lettres  toutes  les  per- 
mutations possibles.  Nous  pourrons  ensuite,  dans  toutes 
les  fonctions  ainsi  obtenues,  et  dans  lesquelles  la  lettre  a 
ne  sera  pas  à  la  première  place,  l'amener  à  cette  place, 
pourvu  que  nous  déplacions  convenablement  les  autres. 
Toutes  les  valeurs  se  réduisant  à  des  fonctions  dans  les- 
quelles a  occupe  la  première  place,  il  est  clair  que  la  fonc- 
tion F  acquiert  toutes  ses  valeurs,  considérée  comme 
fonction  des  n  —  i  lettres  b^c^  d^.  ,  .^  l. 

Reprenons  la  fonction  transitive  de  quatre  lettres 

(2)  (a-b){c-d); 

cette  fonction  acquiert  toutes  ses  valeurs  distinctes,  si  on 
laisse  a  immobile  et  si  Ton  permute  les  trois  quantités 
i,  c,  d.  D'ailleurs  les  i  .  2  .  3  =  6  permutations  que  l'on 
peut  faire  sur  è,  c,  bidonnent  toutes  des  valeurs  distinctes  ; 
donc  la  fonction  (1)  a  six  valeurs. 

Des  Jonctions  plusieurs  fois  transitives. 

Il  arrive  quelquefois  qu'une  fonction  transitive  de  // 
lettres  est  encore  transitive  par  rapport  à  n  —  1  de  ces 
lettres,  et  l'on  dit  alors  que  la  fonction  est  deux  fois  Iran- 
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sitive.  Si  cette. fonction  est  encore  transitive,  considérée 
comme  fonction  de  n  —  2  lettres  prises  parmi  les  n  —  i 
précédentes,  on  dit  que  la  fonction  est  trois  fois  transitive, 
et  ainsi  de  suite. 

On  voit  par  là  qu'une  fonction  fx  fois  transitive  ac- 
quiert toutes  ses  valeurs  considérée  comme  fonction  de 
n — fi  lettres  seulement.  Considérons  la  fonction  des  cinq 
lettres  a,  &,  c,  J,  e  : 

(3)     {ad-h  bc)  (ab-i'Ce)(ac-^bd)  (ac-i-de)  (af-hbe); 

on  vérifie  qu'elle  est  invariable  par  la  substitution  cir- 
culaire 

(abcde); 

donc  cette  fonction  est  transitive  et  acquiert  toutes  ses 
valeurs  par  les  permutations  des  quatre  lettres  a,  i,  c,  d. 
On  peut  ensuite  vérifier  que  cette  fonction  est  invariable 
par  la  substitution  circulaire 

(abdc)  ; 

donc  elle  est  encore  transitive  par  rapport  aux  quatre 
lettres  a,  &,  c,  d.  Cette  fonction  est  deux  fois  transitive, 
et  elle  acquiert  toutes  ses  valeurs  par  les  permutations 
des  trois  lettres  a^  i,  c.  On  constate  ensuite  facilement 
que  les  permutations  des  trois  lettres  a,  &,  c  donnent 
1.2.3  =  6  résultats  distincts  ^  donc  cette  fonction  deux 
fois  transitive  a  six  valeurs. 

Considérons    encore    la     fonction    des     six     lettres 
a,  A,  c,  d,  e,/  : 

[(ad-i-bc-^ef)  [ab-^ce-^df)  [ae -^  bd-^  cf)! 
(ac-^de^  b/)  {a/^  be  +  cd),  J' 

que  Ton  déduit  facilement  de  la  fonction  (3)*,  on  vérifie 
que  cette  fonction  est  invariable  par  la  substitution  cir- 
culaire 

(acb/ed); 
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donc  cette  fonction  est  transitive  par  rapport  à  ses  six 
lettres  a,  è,  c,  </,  c^^f^  ensuite  elle  est  invariable  comme 
la  fonction  (  3  )  par  les  substitutions 

[abcde)y   (abdc); 

donc  elle  est  aussi  transitive  par  rapport  aux  cinq  lettres 
a,  &,  c,  dy  e,  et  par  rapport  aux  quatre  lettres  a,  &,  c,  d. 
C'est  donc  une  fonction  trois  fois  transitive,  et  comme  la 
fonction  (3)  elle  a  1.2.3  =  6  valeurs. 

(Cette  fonction  trois  fois  transitive  de  six  lettres  est  la 
plus  simple  des  fonctions  trois  fois  transitives  dont  le 
nombre  des  lettres  est  un  nombre  premier  augmenté 
d'une  unité  et  dont  l'existence  se  trouve  démontrée  dans 
le  Journal  de  M,  Liotmlle^  année  i86o,  p.  a4)« 

Pour  se  faire  une  idée  parfaitement  exacte  des  fonc- 
tions plusieurs  fois  transitives,  il  convient  de  démontrer 
le  théorème  suivant  : 

«  Si  une  fonction  de  n  lettres  est  ^  fois  transitive,  elle 
est  transitive  par  rapport  k  n  —  i  lettres  quelconques  ; 
elle  est  transitive  par  rapport  k  n  —  a  lettres  quelcon- 
ques, etc.^  enfin  elle  est  transitive  par  rapport  kn — fx-hi 
lettres  quelconques.   » 

Ainsi,  supposons  une  fonction  transitive  par  rapport  à 
ses  n  lettres 

Of  b,  Cf  dj,  . ,  y  ky  Ij 

m 

puis  par  rapport  aux  lettres 

Df  C,  My  1  •     y  A',  /, 

puis  par  rapport  aux  lettres 

et  ainsi  de  suite.  Je  dis  que  la  fonction  est  transitive  par 
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rapport  h  n  —  (x-h  i  iellres  quelconques 

Désignons  par  a\  6",  c"',.  .  .  les  (i — i  lettres  de  la 
fonction  qui  ne  font  pas  partie  des  lettres  (5).  Puisque  la 
fonction  est  transitive  par  rapport  aux  lettres  «;,  i,  c,..., 
hj  /,  nous  pouvons  amener  la  lettre  a'  à  la  place  de  la 
lettre  a,  et  les  n —  i  autres  6',  c', . . .,  k\  V  remplace- 
ront respectivement  b^  Cj. .  .^  k^  l.  Or  ces  ii  —  i  lettres 
b'y  c', . . .,  k\  V  remplaçant  respectivement  b^c^,,,^h^l^ 
la  fonction  sera  transitive  par  rapport  aux  lettres 

puis  par  rapport  aux  lettres 

et  ainsi  de  suite.  Parmi  les  n  —  i  lettres  i',  c', . .  . ,  A',  /', 
nous  pouvons  prendre  b"  et  l'amener  à  la  place  de  b\ 
pourvu  que  nous  déplacions  convenablement  les  autres, 
et  les  lettres  c^d' , .  .^  A',  /'  seront  remplacées  respecti- 
vement par  c\  d"., . .  .  j  V\  l".  Les  lettres  c'\  d"^,.,^  k'\  l" 
se  trouvent  dans  les  mômes  conditions  que  les  lettres 
c',  fiî'. . . ,  A',  /'et  par  suite  que  les  lettres  c,  </,...,  A,  /. 
On  peut  imaginer  que  Ton  continue  ce  raisonnement  et 
la  proposition  à  démontrer  devient  évidente. 

On  reconnaît  aussi,  d'après  le  raisonnement  même  qui 
vient  d'être  fait,  qu'on  peut,  dan^s  une  fonction  \i.  fois 
transitive,  amener  fx  lettres  quelconques  à  telles  places 
que  Ton  veut. 

Dans  une  fonction  transitive  de  n  lettres,  chacune  des 
lettres  remplit  le  même  rôle.  Ce  qui  précède  prouve  que 
dans  une  fonction  \j.  fois  transitive  de  n  lettres,  l'ensemble 
de  fjL  lettres  remplit  toujours  le  même  rôle  dans  la  fonc- 
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tion,  quelles  qne  soient  les  ^  lettres  que  Ton  considère, 
et  quel  que  soit  Tordre  dans  lequel  on  les  prend. 
Ainsi  dans  la  fonction  trois  fois  transitive 

(ad-i-  bc  -htf/)  {al  -f-  c^  +  e//")  (ae  4-  W-f-  cf) 

que  nous  avons  considérée  tout  à  Theure,  Tenscmble  de 
trois  des  six  lettres  remplit  le  même  rôle,  quelles  que 
soient  les  trois  lettres  considérées,  et  Ton  peut  amener 
trois  quelconques  des  six  lettres  à  trois  quelconques  des 
six  places,  pourvu  que  Ton  assigne  aux  trois  autres  lettres 
des  places  convenables. 

On  ne  connaît  pas  de  fonctions  qui  soient  transitives 
plus  de  cinq  fois.  L'existence  d'une  fonction  cincj  fois 
transitive  de  douze  lettres  se  trouve  démon tiée  dans  le 
Journal  de  M,  Liou\^ille  (année  1861,  p.  270). 

Considérons  encore  la  fonction  de  sept  lettres 

!{ab'\-cd'^ef)  (ac-^-bd-i-eg) 
X  (ad-^  bc-hg/)  («<?-+-  bf-^cg) 
yC(a/'^be-hdg)(ag'hce-^d/)(bg-^c/-^de). 

On  vérifie  facilement  que  cette  fonction  est  invariable  par 
les  deux  substitutions 

(ace){bd/),       (ab){cd), 

et  par  suite  que  cette  fonction  est  transitive  par  rapport 
aux  six  lettres  a,  ê,  c,  rf,  e,  /.  On  reconnaît  de  même 
qu'elle  est  invariable  par  la  substitution 

(«^)  M'y 

or  cette  fonction  étant  transitive  par  rapport  aux  six  let- 
tres a,  i,  c,  rf,  e,yi  et  étant  invariable  par  cette  dernière 
substitution,  est  évidemment  transitive  par  rapport  aux 
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sept  lettres  a,  i,  c,  J,  ^^f-tg^  donc  elle  est  deux  fois 
transitive,  et  elle  acquiert  toutes  ses  valeurs  par  les  per- 
mutations de  cinq  quelconques  de  ses  lettres,  par  exemple 
de  a,  i,  c,  d^  e.  La  fonction  est  transitive  aussi  par  rap- 
port aux  quatre  lettres  a^  b^  c^  d\  car  on  constate  qu'elle 
est  invariable  par  les  deux  substitutions 

(7)  {'>b][cd),       [ad)[be); 

mais  considérée  comme  fonction  des  cinq  lettres  a,  &,  c, 
dy  e,  elle  est  changée  par  toute  substitution  qui  remue* 
rait  la  lettre  e  5  car  autrement  la  fonction  étant  transitive 
par  rapport  aux  quatre  lettres  a,  6,  c,  c?,  il  est  clair  que 
la  lettre  e  pourrait  être  permutée  avec  chacune  des  let- 
tres û,  i,  c,  J,  et  par  conséquent  que  la  fonction  serait 
transitive  aussi  par  rapport  aux  cinq  lettres  a,  i,  c,  d^e\ 
donc,  considérée  comme  fonction  de  sept  lettres,  la  fonc- 
tion serait  quatre  fois  transitive,  et  acquérant  toutes  ses 
valeurs  par  les  permutations  des  trois  lettres  a,  i,  c,  n'au- 
rait pas  plus  de  six  valeurs  ;  or  la  fonction  a  plus  de  six 
valeurs.  En  effet,  transposons  la  lettre  a  avec  chacune 
des  six  autres,  nous  aurons,  en  comptant  la  fonction  (6), 
sept  fonctions  résultantes;  et  si  la  fonction  n'avait  que 
six  valeurs,  en  transposant  a  en  f  et  ensuite  a  en  c',  on 
aurait  deux  valeurs  égales  Fi  etFj.  Représentons  la  fonc- 
tion (6)  par 

F  =  F(£i,  ^',  c',...), 
on  aurait 

F|=:F(^',  a,  r',...), 

F,=:F(c',  ^',fl,...), 

qui  seraient  deux  valeurs  égales  \  donc  Fi  serait  invaria- 
ble par  la  substitution  circulaire  (a,  b'  c')^  et  par  suite 
F  invariable  par  (&'  a  c') ,  et  comme  à  la  place  de  b'^a^c' 
on  peut  amener  les  trois  lettres  a^b^c^  puisque  la  fonc- 
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lion  est  supposée  quatre  fois  transitive,  la  fonction  F 
ou  (6)  serait  invariable  par  la  substitution  circulaire 
(aie),  ce  qui  n'a  pas  lieu. 

On  constate  que  par  les  permutations  des  trois  lettres 
â,  by  c  la  fonction  (6)  acquiert  six  valeurs  distinctes; 
donc  les  seuleè  substitutions  effectuées  sur  a,  i,  c,  d^  er, 
laissent  invariable  la  fonction  (6),  sont  les  dérivées  des 
substitutions  (7),  c'est-à-dire 

Considérée  comme  fonction  de  ces  cinq  lettres,  elle  a 

j  o  3  tt,  5 
donc  quatre  valeurs  égales  et  par  conséquent       *      '  ■  =3o 

valeurs  distinctes;  c'est  donc  aussi  le  nombre  de  ses  va- 
leurs distinctes,  quand  on  permute  les  sept  lettres. 
Prenons  ensuite  la  fonction  de  huit  lettres 


(8) 


[ab  -h  cd  -{- ef  -^ gh)  {ac -h  bd -■{- eg 

-^fh) 

'X(ad-\-bc-\-t'h-hg/)(ae-^b/-\-cg 

^dh) 

:^(a/-4-be'hch-hdg)(ag'hbh-h  ce 

+  df) 

y<:{ah-^bg-i'  cf-^de), 

qui  se  déduit  facilement  de  la  fonction  (6).  Si  dans  la 
fonction  (8)  on  suppose  h  immobile,  cette  fonction  est 
semblable  à  la  fonction  (6),  c^ est-à-dire  invariable  par 
les  mêmes  substitutions.  On  reconnaît  ensuite  que  cette 
fonction  est  invariable  par  la  substitution 

[cf){gh); 

d'ailleurs  elle  est  transitive  par  rapport  aux  sept  quantités 
a,  i,  c,  dy  e,y,  g^  donc  cette  fonction  est  transitive  par 
rapport  aux  huit  lettres  a^  i,  c,  d^  e,y,  g^  h.  Ainsi  la 
fonction  (8)  est  trois  fois  transitive,  et  comme  la  fonc- 
tion (6)  elle  a3o  valeurs  distinctes. 
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Cette  fonction  trois  fois  transitive  de  huit  lettres  ap- 
partient à  une  famille  de  fonctions  dont  le  nombre  des 
quantités  est  une  puissance  d'un  nombre  premier^  et  qui 
a  été  étudiée  dans  le  Journal  de  M.  Lioui^ille  (année 
1861,  p.  275). 


EXTRAIT  DUNE  LETTRE 

De  m.  VINCENT, 

Membre  de  l'Institut. 


A  la  page  157  du  tome  XXI,  au  sujet  de  la  ques- 
tion 577,  on  signale  une  différence  entre  deux  énoncés, 
qui  tient  sans  aucun  doute  à  ce  que  l'on  a  fait  deux  co«- 
s^entions  contradictoires,^  savoir  :  i^que  V unité  d' angle 
polyèdre  est  le  trièdre  trirectangle^  et  2°  que  F  unité 
d^ angle  dièdre  est  t angle  dièdre  droit. 

Or  je  dis  que  ces  conventions  sont  contradictoires  :  car 
Français  dit  très-bien  [Annales  de  Gerg,^  t.  III,  p.  90, 
note)  que  Fangle  dièdre  doit^  comme  les  angles  polyè- 
dres^ être  mesuré  par  la  portion  de  surface  sphérique 
qiiil  intercepte.  D'où  résulte  nécessairement  de  deux 
choses  l'une,  ou  que  l'on  prendra  pour  unité  l'angle  triè- 
dre tri  rectangle,  et  alors  l'angle  dièdre  droit  sera  égal  à  2, 
ou  que  l'on  prendra  pour  unité  l'angle  dièdre  droit,  et 
alors  l'angle  trièdre  trirectangle  vaudra  -(*). 

J'ai  cru  devoir  vous  adresser  cette  observation  parce 
qu'elle  intéresse  la  logique  de  l'enseignement,  et  il  y  â 


(*)  Ce  second  mode  est  peut-être  le  meilleur^  puisqu'il  revient  à  prendre 
Taire  du  grand  cercle  pour  unité  de  surface  sphérique.  C'est  celui  que 
j'avais  adopté  dans  ma  Géométrie  (pardon  de  la  citation). 


(  243  ) 

peut-être  lieu  de  s'élonner  qu'elle  soit  nécessaire  encore 
aujourd'hui. 

Je  ferai  encore  remarquer  une  autre  inexactitude:  c'est 
que  l'article  des  Annales  de  Gergonne  est  rédigé  par 
Français  professeur  aux  écoles  d'artillerie,  et  non  par 
son  frère  à  qui  le  théorème  est  attribué. 

NOTE  SIIR  LA  MÉTHODE  B'APPROXIMATION  DE  NEWTON 

(Toir  page  188); 

Pa&  m.  h.  LEMONNIER, 

Professeur  de  raathématiques  spéciales  au  lycée  de  Lyon. 


I 


Cette  erreur  relative  est 


de  sorte  que 

On  aura  de  même 


»' 


L'erreur  relative  sur  N  s'apprécie  donc  par  la  même 
limite  que  celle  qui  concerne  h. 

L'approximation  possible  d'un  côté  sera  par  suite  du 
même  ordre  que  de  l'autre,  d'après  ce  qui  e&t  connu  sur 
les  erreurs  relatives. 

Quand y(3  et/'' (3  se  trouvent  de  même  signe,  le  calcul 
se  fait  en  partant  de  (3.  Les  mêmes  considérations  sont  ap* 
plicables  à  ce  cas  ;  les  conclusions  seront  les  mêmes. 

i6. 
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Je  termine  par  une  remarque  utile  au  cas  où  le  premier 
chiffre  significatif  de  h  est  d'ordre  inférieur  à 


lO 


foL 
c'est  que  Terreur  relative  sur  A,  quand  on  prend —  77-  pour 

sa  valeur  approchée,  étant  moindre  que  — -^^r^  îl  ^^  ré- 
sulte qu'on  peut  gagner  par  ce  terme  —  jft  « -H  ^chiffres, 

non  pas  à  partir  de  Tordre  de  — ;p9  mais  bien  à  partir 

d'un  premier  chiffre  significatif  dans  ce  quotient,  sans  que 
Terreur,  après  avoir  forcé  le  dernier  chiffre  d'une  unité 
monte  à  une  unité  de  Tordre  de  ce  dernier  chiffre,  sup- 
posé qu'on  ait  o>  ^  o,  au  moins  tant  que  les  «  -H  p  pre- 
miers chiffres  significatifs  de  ^  ne  sont  pas  tous  des  g. 

Cette  remarque   est   également  applicable  au  calcul 
quand  il  doit  se  faire  à  partir  de  p. 


t^mi^m^mtétÊ^^m^^m 


DÉMONSTRATION  DE  LA  QUESTION  104 

(TOlr  t.  VIII,  p  Î86  el  443)  ; 

Par  m.  P.-A.-G.  COLOMBIER, 

Professeur  à  Paris. 


f  (a:)  .=  o  est  une  équation  algébrique  dont  toutes  les 
racines  sont  réelles  el  inégales.  Démontrer  qu'en  égalant 
à  zéro  la  dérivée  seconde  de 

on  obtient  une  équation  dont  toutes  les  racines  sont  ima- 
ginaires. (Catalan.) 
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Démonstration,  —  Pour  abréger,  nous  désignerons 

f[x)    et    !/(,)]-' 
respectivement  par  y  et  Y.  Dès  lors  on  a 

Soient  ^i,  a,, . . . ,  a„  toutes  les  racines  de  Téquation  don* 
née.  On  a  identiquement 

(2)  f{x)  =  (j:  — û.)  (a:  — a,)  .  .  .(a:— ««); 

prenons  la  dérivée  première  de  chacune  des  équations  (1) 
et  (2),  il  vient  : 

Y'        y 

d'où 

Y' 


Y  ^x-^ay 


Prenons  les  dérivés  des  deux  membres  de  cette  dernière 
égalité,  on  trouve 

^^^  Y'  ^(x— a./ 

Quelle  que  soit  la  valeur  réelle  attribuée  à  x^  la  quan- 
tité Y  est  réelle;  par  suite,  Y'  est  toujours  positive.  De 
plus,  l'équation  donnée  n'ayant  que  des  racines  réelles^ 
par  hypothèse,  il  s'ensuit  que  le  second  membre  de  Té- 
quation  (4)  est  positif;  donc  on  a 

(5)  YY"  — Y'2>o, 

ou  bien,  en  éliminant  ¥  et  Y' au  moyen  des  équations  (i) 
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et  (3)^  on  peut  écrire 

mais  Féquation  donnée  ayant  toutes  ses  racines  réelles  et 
inégales^  par  hypothèse,  il  s'ensuit  que  l'équation 

a  aussi  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales,  d'après  le 
théorème  de  Rolle;  doncj^'  est  toujours  positif;  par  suite, 
on  a 

jY"  >  0. 

Or,  jr  ne  peut  devenir  infini  pour  aucune  valeur  finie 
de  x;  donc  Y''  ne  peut  devenir  nulle  pour  aucune  valeur 
finie  de  a:,  ce  qui  veut  dire  en  d'autres  termes  que  l'équa- 
tion 

Y^=ro 

a  toutes  ses  racines  imaginaires,  c.  q.  f.  d. 

Obsen^ation.  —  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de 
trouver  l'interprétation  géométrique  des  relations  (3) 
et  (5),  et  de  démontrer  à  priori  que  le  polynôme  repré- 
senté par  Y''  est  toujours  de  degré  pair,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  n. 

Historique.  —  L'égalité  { 2)  est  due  à  Talgébriste  anglais 
Thomas  Harriot.  Ou  la  trouve  dans  l'ouvrage  posthume 
de  cet  auteur  ayant  pour  titre  :  ^rtis  anafyticœ  praxis, 
ad  œquationes  algebraicas  noi^dy  expeditâ  et  generali 
méthode  resoluendas»  Londres,  i63i;  in-folio. 
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EXTRAIT  WVm  LEHRE 

De  m.  vieille, 

Inspecteur  général  de  FUniversité. 


Le  numéro  de  mai  des  Nouvelles  Annales  renferme 
un  article  de  M.  Dieu  (p.  193),  dans  lequel  est  traité  un 
problème  de  mécanique  concernant  le  mouvement  d-un 
point  matériel  pesant,  suspendu  à  un  fil  qui  s^ enroule  sur. 
une  courbe  fixe  telle,  que  la  tension  du  fil  demeure  con- 
stante. 

Permettez-moi  de  vous  faire,  observer  que  là  solution 
de  Tauteur  coïncide  avec  celle  que  j'ai  publiée  il  y  a  onze 
ans(*).  Sauf  quelques  opérations  de  calcul  complémen- 
taires et  quelques  changements  d'ordre,  ce  sont  les  mêmes 
formules  exprimant  l'ordonnée  verticale  j^  et  la  vitesse  p 
en  fonction  de  Tare  s  de  la  courbe  fixe,  et  les  mêmes  con- 
séquences tirées  de  la  variation  de  —  et  de   v.   Ce  n'est 

point  une  réclamation  que  je  vous  adresse,  mais  un  sim- 
ple fait  que  je  constate.  Je  désire  seulement  ajouter  quel- 
ques observations  sur  ]a  marche  suivie  par  Fauteur  dans 
deux  passages  : 

1°  Pour  répondre  à  cette  question  :  Le  moux^ement 
peulril  être  oscillatoire?  il  n'est  pas  nécessaire  d'avoir 
complètement  intégré  les  équations  du  problème;  il  me 
parait  plus  simple  de  montrer  {**)  que  la  vitesse  j^  ne  sau- 
rait passer  par  zéro  à  aucune  époque  du  mouvement.  — 
Déplus,  on  voit  ainsi  clairement  que  l'hypothèse  d'une 

(*)  Cours  complémentaire  d'Analyse  et  de  Mécanique  rationnelle,  p.  'à^i 
et  suivantes.  Bachelier»  i85i. 
(**)  Yojrez  p.  243  de  l'ouvrage  cité. 
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vitesse  nulle,  à  un  certain  instant,  est  incompatible  avec 
Tin  variabilité  de  la  tension. 

2°  Pour  arriver  à  construire  par  points  la  courbe  fixe^ 
Fauteur  a  recours  à  un  angle  auxiliaire  f ,  qui  se  prête 
bien  au  calcul,  mais  qui  a  Tinconvénient  de  n'avoir  pas 
de  signification  géométrique.  Il  serait  préférable  de  faire 
dépendre  les  coordonnées  x  et  j'  d'une  variable  auxi- 
liaire ayant  une  relation  immédiate  avec  la  courbe,  par 
exemple  l'angle  que  fait  la  tangente  avec  la  verticale.  De 
plus,  il  serait  intéressant  d'avoir  Téquation  de  la  trajec- 
toireen  fonctioi>du  même  angle,  qui  d'ailleurs  est  infé- 
rieur de  90°  à  celui  que  fait  avec  la  verticale  la  tangente 
à  la  trajectoire  ;  en  eflfet,  cette  dernière  courbe  est  la  dé- 
veloppante de  l'autre.  Or  c'est  à  quoi  je  parviens  (*)  par 
une  marche  inverse  de  celle  de  l'auteur,  c'est-à-dire  en 
cherchant  d'abord  à  exprimer  les  coordonnées  j^  et  a/  de 
la  trajectoire  en  fonction  d'un  angle  w,  qui  est  précisé- 
ment celui  que  la  tangente  fait  avec  la  verticale.  L'inté- 
gration relative  h  y  est  très-simple,  et  l'on  passerait  en- 
suite sans  difficulté  à  l'expression  de  xf  par  la  relation 

Le  lecteur  est  prié  d'achever  le  calcul. 

La  trajectoire  étant  connue,  il  reste  à  opérer  sans  inté- 
gration nouvelle,  par  la  voie  d'élimination  ordinaire,  le 
passage  de  la  développante  à  la  développée,  etc. 

P.-5.  —  J'ai  peut-être  tort  d'entrer  dans  ces  détails.  Je 
ne  suis  pas  éloigné  de  penser  en  effet  que  ce  genre  de 
questions  ,  exigeant  l'intégration  d'équations  différen- 
tielles, n'est  pas  parfaitement  à  sa  place  dans  un  recueil 
destiné,  comme  son  titre  l'indique,  aux  candidats  aux 
Ecoles  Polytechnique  et  Normale. 


(*)  Yo/ez  p.  244  et  245  de  l'ouvrage  cité. 
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SDR  QUATRE  NONRRES  EN  PROGRESSION  ARITHMfiTIOlIE 
MNT  LES  EXTRÊMES  ET  UN  MOYEN  SONT  DES  CARRÉS; 

Par  m.  Ad.  GUIBERT. 


Lorsque  parmi  quatre  termes  consécutifs  d'une  pro- 
gression arithmétique  se  trouvent  trois  carrés,  ou  deux  de 
ces  carrés  forment  les  moyens,  ou  ils  forment  les  extrêmes. 
Nous  avons  déjà  considéré  le  premier  cas  (*)^  il  s'agit  ici 
du  second. 

I.  —  On  obtiendra  toute  progression  arithmétique  de 
quatre  termes  entiers,  telle  que  A*,  B*,  C,  D*,  en  multi- 
pliant par  un  facteur  carré  les  termes  d'une  progression 
de  même  sorte  a*  y  i*,  c,  rf',  lesquels  sont  impairs,  pre- 
miers entre  eux  deux  à  deux. 

Chaque  diviseur  commun  à  A'  et  à  6'  divise  C  et  D*  ; 
donc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A*  et  de  B*,  qui 
d'ailleurs  est  un  carré,  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  quatre  termes  de  la  progression  ;  les  quotients  de  leur 
division  par  ce  nombre  constituent  évidemment  une 
progression  arithmétique  a',  è',  c,  rf',  dans  laquelle  a* 
et  i*  sont  premiers  entre  eux. 

Prouvons  que  les  nombres  a',  i%  c,  d*  sont  tous  im- 
pairs, premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

On  a 

a  et  c  sont  donc  de  même  parité^  ainsi  que  b  et  d. 

Or  c  est  impair,  car,  s'il  était  pair,  b  serait  impair,  et, 
d'après  la  seconde  égalité,  la  somme  des  carrés  de  deux 
impairs  égalerait  un  multiple  de  4?  ^e  qui  est  impossible. 

(*)  Nouvelles  Annales,  juin  1862,  p.  21 3. 
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a  et  c  sont  donc  impairs. 

La  même  égalité  i*  -f-  rf*  =  ac  prouve  que  b  eid  sont 
impairs. 

IjCs  relations  précédentes  montrent,  de  plus  que  c  est 
premier  avec  a  et  avec  i,  que  d  est  premier  avec  b  et 
avec  c. 

Enfin,  r  désignant  la  raison  de  la  progression^  comme 
on  a 

• 

il  est  aisé  de  conclure,  si  Ton  observe  que  aeir  sont  pre- 
miers entre  eux,  que  a  et  ^  le  sont  aussi. 

II.  —  On  peut  former  autant  de  progressions  arith- 
métiques particulières  qiûon  voudra,  telles  que  a^^b^^  c^ 
d\ 

Toutes  ces  progressions  sont  données  par  la  résolution 
de  l'équation  indéterminée  ' 

des  méthodes  connues  conduisent  aux  formules  géné- 
rales 

az=i7,p^ — ipq  —  y',      b  =  2p^-\-q*^     d=z  ii,p^-^  ^pq  —  q^, 

^'—  «'  =  ^pq  {p  -H  7)  (2/?  —  ^)i 

a^b^  d  indiquant  des  nombres  absolus,  il  faut  prendre 
positivement  les  seconds  membres  des  équations  qui  don- 
nent a  et  d]  p  et  q  sont  deux  entiers  arbitraires  premiers 
entre  eux,  l'un  positif,  Tautre  positif  ou  négatif;  q  est 
impair. 

Mais,  pour  que  aetb  n'aient  aucun  diviseur  commun, 
il  ne  suf&t  pas  toujours  que  p  et  q  soient  premiers  entre 
eux,  à  moins  que  l'un  de  ces  nombres  n'admette  le  divi- 
seur 3  ]  il  faut,  en  outre,  quand  aucun  d'eux  n*est  mui- 
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tiple  de  3,  que  les  restes  de  leur  division  par  ce  diviseur 
soient  égaux. 

En  effet,  à  l'aide  du  procédé  relatif  au  plus  grand  com- 
mun diviseur  algébrique,  appliqué  aux  quantités 

ip^  —  ^pq  —  ^%    2/?*  -h  yS 

on  s'assure  que,  si  elles  ont  un  diviseur  commun,  ce  doit 
être  3  ;  or,  lorsque  ni  p,  ni  q  n^est  multiple  de  3,  si  les 
restes  de  leur  division  par  3  sont  égaux,  a  n^admet  point 
le  diviseur  3  \  si  ces  restes  sont  différents,  a  et  5  sont  divi- 
sibles par  3. 

Les  formules  qui  précèdent  donnent  lieu  à  trois  remar- 
ques immédiates  : 

1**  La  raison  i*  —  a*,  toujours  multiple  de  8,  est  un 
multiple  de  3  si  &  n'est  pas  divisible  par  3. 

a°  h  est  de  l'une  des  formes  8/r  -f- 1,  Si  -f-  3. 

3*^  A  une  progression  individuelle  a*,  ft',  c,  d}^  il  en 
correspond  constamment  une  semblable  ayant  le  même 
second  terme.  Chaque  solution  de  l'équation  2/?*-f-  ^*=:V, 
où  V  désigne  un  entier  connu,  conduira  à  deux  progres- 
sions de  Tespèce  considérée,  dont  les  seconds  termes  seront 
égaux. 

Exemple  : 

/;  =  6,     y  =  43,      (2298)%  (1921)',  2122633,  (745)S 
/?=:6,     ^==  —  43,  (1261)%   (1921)',  5784361,  (2809;% 
y7==3o,  7  =  11,       (1019)»,  (1921)%  6342121,  (2999)», 
/7  =  3o,  7  =  — II,  (2339)%  (1921)%  1909561,  (359)». 

Dans  chaque  suite,  les  termes  sont  premiers  entre  eux. 

III.  —  Si  la  progression  a*,  i*,  c,  d^  est  obtenue  en 
faisant  q  =  i^en  la  supposant  prolongée^  le  terme  dont 
le  rang  est  4p  4-  3,  sera  un  catré. 

L'expression  générale  du  /i**'"*  terme  de  la  progression 
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«',  ^*i  ^î  ^'î  est 

par  Textraction  de  la  racine  carrée  algébrique,  on  peut 
lui  donner  la  forme 

H-(/i~i)(«~2)(/i~4)[4/.-(/i-'3)9]7»; 

ce  7z*'"*'  terme  est  donc  un  carré  ^  lorsque 

q  =  ly     4/^4- 3  = /i. 

Observons,  en  terminant,  qu'on  ne  trouverait  pas  les 
termes  carrés  en  question,  si,  prenant  cf  entier,  on  posait 

d'où 

n  —  2  =  2  (2/*'  4-  i)  f  -f-  /"y', 

ce  qui  donnerait  d'ailleurs^  par  des  valeurs  entières  de 
l'arbitraire  cj),  une  infinité  de  termes  carrés,  dans  la  pro- 
gression dont  le  second  terme  est  2p'  -f- 1.  Pour  avoir  les 
premiers  carrés,  il  faudra  faire 

I  .  — (4;?-4-i) 

soit      <p  = 5       soit      <p  ==  —7 r-7 ^  ^ 

^P  2  {/?-+- i)  (2/;  —  i; 

et,  en  effet,  par  chacune  de  ces  valeurs,  l'équation 

n  —  2  =  2  (2/?'-f- 1)  y  4- ry%     oii     «  =  4/'"+"^> 
devient  identique. 
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METHODE  BMNTERPOLATION  DE  6AI1SS 
POUR  DES  BBMI-INTERYALLES  D'ARGinENT. 


1      ARGUMENT. 

3 

H 

O 

* 

DIFFÉR. 

2« 
DIFFÉR. 

3« 

DIFFÉR. 

4e 
DIFFÉR. 

5« 

DIFFÉR . 

6e 
DIFFÉR. 

ETC. 

* 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

P 

a 

• 

• 
• 

p-hd 

a' 

b 

• 

Etc. 

• 

% 

b' 

C 

m 

• 

• 

c' 

d 

• 

* 

• 

• 

• 

d' 

Connaissant  la  valeur  pa  d'une  fonction  de  or,  avec 
les  difTérences  d'ordre  pair,  et  les  valeurs  a'  de  la 
même  fonction  pour  p  +  d,  on  trouve  pour  la  valeur  de 


i[(«-H^)- 


^(i  +  ÔO+^4(c+c') 


l  1  i-f^ 

8"i6"24^ 


<f  ),  •  •  • 


La  loi  de  succession  est  évidente. 
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Ce  tableau  synoptique  peut  servir  à  trouver  par  ap- 
proximation les  racines  d'une  équation  ,  méthode  admise 
dans  nos  Lycées. 

Extrait  d'une  collection  de  Tables  auxiliaires,  éditées 
en  1822  par  Schumacher,  nouvelle  édition,  i845,  par 
G.-H.-L.  Warentorfl,  professeur  au  Progymnase  de 
Harbur^  (Hanovre).  Le  contenu  des  Tables  est  indiqué 
in  extenso^  en  allemand,  et  par  extrait  en  français.  Ou- 
vrage indispensable  aux  géomètres  calculateurs  et  sujet 
d^exercices  pour  tous  les  professeurs. 


ARITHMOLOGIE  ÉLÉMENTAIRE  -  APPLICATION  A  L  ALGÈBRE 

(deuxième  article); 

Par  m.  V.-A.  LEBESGUE, 

Correspondant  de  l'Institut. 


5.  On  peut  prouver  d'une  autre  manière  que 

m  [m  —  1)  [m  —  2).  .  .  (m  —  /i-l-i) 
1 .2. 3. . .  /z 

est  un  nombre  entier. 

On  mettra  ce  nombre  sous  la  forme 

1 . 2 . 3 . 4 • .  •  [fn  —  n)  [m  —  n-\-i . ,  .  {m  —  i ) .  /w 

______^^_____^_______^_______„  •  ^_^_^_^__-__— — ^-^^— ^—— >^— ^■^^-^.-^— ^^— 

I.2.3.../W — n  1,2. ..m 

et  Ton  fera  voir  que  tout  nombre  premier  p  entre  au  nu- 
mérateur plus  de  fois  comme  facteur  qu'au  dénominateur, 
et  comme  tous  les  facteurs  premiers  du  dénominateur  en- 
trent aussi  au  numérateur,  il  en  résultera  que  le  nombre 
précédent  est  entier. 

On  prouve  tout  à  fait  de  même  qu'en  posant 
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Texpression  fractionnaire 

1.2.3. ..(û-h^-f-c-h^) 


1.2...élXl.2...^Xl'2...cX«.-  X  1.2.../* 

est  un  nombre  entier. 

Cela  résulte  immédiatement  des  théorèmes  suivants. 

Théorème.  —  Si  l'on  pose^  en  décomposant  en  fac- 
leurs  premiers^ 

II  «  =  1 . 2 . 3 . . .  /i  =  2    3    5^.../?   . . . , 

r exposant  xs  du  nombre  premier  p  sera  donné  par  Vé- 
quation 

c    (  -j  )  représentant  l'entier  de  -j  et  la  valeur  de  vs  se 

terminant  quand  p' surpasse  Tt  (car  alors  ^  (  —  j  =o). 

Démonstration,  —  Pour  avoir  Texposant  de  p  dans 
ITn,  il'Suffitde  considérer  dans  ce  produit  les  seuls  termes 

.p,  2/7, 3p,...,  e  (  -  j.  /7,  dont  le  produit  est 

p  ,  ^^^  .1  .2.3.  .  .^ (  -     • 

Dans  le  produit  i .  2 . 3 . . .  e  (  -  j  »   on    ne  considérera 

encorequelcste„„es^,.p,3,.,...,e(l).p,  dont   le 
produit  est 


p     ^^  '^    1.2    3.  .  .  €f       — 


(  256  ) 
et  ainsi  de  suite,  de  sorte  qu^on  trouvera 


ZJ 


='{})^'{?)-^i?)^-^'{?) 


pour  Texposant  de  la  plus  haute  puissance  de  p  qui  di- 
vise Un. 

Remarque.  —  Si  Ton  fait 

n  =  a  -i-  bp-^cp*  -h .  . . , 
on  a 

n  —  [a  -\-h-\-c. .  .) 

La  fraction est  une  limite  supérieure  qui  sert 

dans  certains  cas. 

Théorème.  — Si  ton  suppose 

L  AI      ^  ^  ^  ^  ^ 

nz=a-ho  -^c  .,     d'où      —  = -r  H ;4--7» 

P'        P'       P'       P' 

il  en  résulte 


(?)  >  '  (f)  ^  '  (?) 


^  I  -^  1  -4-  .  .  .  *• 


Démonstration,  —  C'est  une  conséquence  immédiate 
de  Téqualion 


n        a        b         c 

"7  =  — :•  4-  "7  -f-  — ;•  H-  •  •  •  ? 
P'        P'        P'         P' 


mise  sous  la  forme 


^)-^='(?)-^'-(?)*^-'(?) 


H-/"..., 


OÙ  yi  f*^  f"^  f"  sont  des  fractions  proprement  dites. 
On  a  le  signe  =,  ou  le  signe  ^,  selon  que  la  somme 
y-j-y'4-/'"-f-...  est  inférieure  ou  non  à  l'unité. 
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Théobème.  —  L expression  fractionnaire 

1 .2.3. . .  [a-^-h-^c. . .)     , 

I.2.0«..N  yC^   I  .  2  •  «    •   O  yÇ^    la^.O.'.C  /S,  ... 

est  un  nombre  entier* 

Démonstration.  —  L'exposant  du  nombre  premier  est 
au  numérateur  ^("-)+^("i)  -f-...-h^(~j»en  sup- 
posant fi  =  a-h  i-h  c. . .  ^  l'exposant  de  p  au  dénomina- 
teur est 


fâ^^(?)^-^^fâ 


■^''k 


ï)-^'{?)^'- 


Or,  d'après  le  théorème  précédent,   l'exposant   du  nu- 
mérateur surpasse  celui  du  dénominateur. 

6.  Le  produit 

Un  =  1 .2.3. . .« 

est  ce  que  l'on  nomme  Jactorielle  du  nombre  n^  Le  pro- 
duit 

P(/?)  =  2.3.5.7.iï.../? 

des  nombres  premiers  successifs  de  2  à  p,  nombre  pre- 
mier, est  la  factorielle  du  nombre  premier  p* 

Par  P(w),  on  entendra  le  produit  des  nombres  pre- 
miers non  supérieurs  à  /z,  et  par  Pf-JîPliy-jj..., 
le  produit  des  nombres  premiers  non  supérieurs  à  l'en- 

tier  de->de  1/ -V- 
a         V  ^ 

Ceci  posé ,  on  a  la  proposition  suivante ,  due  à 
MM.  Tchebichew  et  de  Polignac. 

Ann.  de  Uathémat.^1^  série,  t.  I^*".  (Juillet  1862).  17 
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Théorème.  —  La  factorielle  Tin  peut  se  décomposer 
comme  il  suit  : 

„.=PW.P(Î).P(|)...P(;).... 

XP(«.P(V/2)P(^)...P(^)... 
XP(W.p(^f).p(^)...p(^)... 


(»..p(v^i)-p(fi)-<V^î)... 


XP 


la  quantité  entre  parenthèses  restant  égale  ou  supérieure 
à  2. 

Démonstration,  —  Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

po«)«p(\7:-).p(v/s)-.=q*(«). 

on  a 

[a)  TI/ï  =  Q,.Q2  .Q3. . .  Q*. . . . 

Il  est  facile  de  voir  que  Texposant  maximum  du  nom- 
bre p<f  qui  n'entre  qu'une  seule  fois  dans  chaque  facto- 
rielle P($^«)ïP( y^^)'P  (Y/^)'-estrenti( 

En  eflFet,  la  dernière  factorielle  P  (  \/ tU  qui  contient /e?, 
doit  être  telle,  qu'on  ait 

k 


d'où  l'on  lire 


</Th<^i\/7 


/i<(i4- !)./>*,     ip^ûn,     H-i>4^', 
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et  par  conséquent 


='(?) 


L'exposant  de  p  dans  le  produit 

Q.QaQs... 


sera  donc 


fô-(^)-fâ 


et  comme  il  en  est  de  même  de  tout  autre  facteur  premier, 
il  en  résulte  que  le  produit  Qi  Qs  Qs •  •  •  est  égal  klin, 

7.  Il  y  a  une  expression  plus  commode  pour  repré- 
senter lin.  On  fera 

P,M  =  p(?).p(y/5).p(v/f)... 

et  il  en  résultera 

{b)  n/2=:P,(/2).P,(«).P3(«) 

Si  Ton  prend  les  logarithmes  des  deux  membres,  on  a 
précisément  la  formule  de  M.  Tchebîchew.  C'est  seule- 
ment dans  les  applications  que  les  logarithmes  deviennent 
utiles.  Voici  des  conséquences  de  cette  formule,  dont 
M.  Tchebichew  s'est  servi  pour  montrer  qu'il  y  a,  en 
supposant  a  ^  3,  au  moins  un  nombre  premier  entre  a 
et  2  a  —  a  :  proposition  admise  comme  postulatum  par 
M.  Bertrand  dans  son  Mémoire  Sur  le  nombre  de  valeurs 
que  peut  prendre  une  fonction  quand  on  permute  les 
lettres  quelle  renferme. 

Quand  on  a  vérifié  par  les  Tables  de  diviseurs  de 
Burckhardt  que  le  théorème  est  vrai  pour  a  non  supérieur 

'7- 
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par  leurs  valeurs  tirées  de  Téquation  (&),  puis  de  sup- 
primer haut  et  bas  les  facteurs  communs.  Au  numérateur 
les.  diviseurs  de  n  sont  les  termes  des  huit  formules 

Zok+  I,  7,  II,  i3,  17,  19,  23,  29, 

où  Ton  fait  /r  =  o,  i ,  2,  3, . . . . 

Au  dénominateur  les  diviseurs  de  n  sont  les  termes  des 
huit  formules 

3o^4-6,  10,  12,  i5,  18,  20,  24»  3o,. 

où  Ton  fait  A:  =  o,  i ,  2,  3, .  •  • . 

Il  est  à  remarquer  que  dans  les  suites 

I,     7,  II,  i3,  17,  19,  23,  29, 

6,  10,  12,  i5,  18,  20,  24»  3o, 

le  nombre  inférieur  surpasse  le  supérieur  correspondant. 
C*esi  le  contraire  dans  les  suites 

7,  II,  i^  17,  19,  23,  29,  3i, 
6,  10,  12,  i5,  18,  20,  24,  3o. 

Cette  remarque  conduit  au  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Pour  n  non  inférieur  à  3o  on  a- 


".(«)<?.(«).    n.(«)> 


(5) 


Démonstration,  —  Cela  résulte  de  ce  que  l'o»  a 


n 
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Remarque*  —  Il  est  bon  de  chercher  ce  qui  arrive 
quand  n  est  inférieur  à   3o;  alors,  dans  la  valeur  de 

ITi  [n]  on  fait  P„  f  -  j  =i,  et  quand  a  surpasse  n,on  sup- 
prime le  facteur  P«  (  -  J-  Dans  ce  cas,  le  tableau  suivant 

fait  voir  que  quand  les  inégalités  précédentes  ne  sont 
pas  satisfaites,  elles  doivent  être  remplacées  par  des 
égalités,  de  sorte  qu'on  peut  s'en  servir  également  dans 
les  démonstrations  qui  suivront. 


a, 


d 


b 


O 
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.  c< 
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«o      •• 


r^ 


'ÇJ  •   i^  r^  r>»  i'^  r^-  r>«  r>»  i^  t^  r^  i^  «^ 

r<fc  -^  ,^  r^  r*»    .     •••     ...     ••     •     •••vtB«»«<Bt> 
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30         «    e«  co  ^crto  or^ooo«—«««^M   —    «    —    "-«^"c^c^cspjcswpicsco 


Une  conséquence  de  ces  valeurs,  c'est  qu'on  a  toujours 
TIi{n)  [égal  à  l?i{n)  ou  plus  petit  que  Pi(n)  jusqu'à 
71  =  8  înclusîvement. 

9.  Théorème.  —  On  a,  quetque  soit  le  nombre  n, 

(c)       n.(/ï).n,  ^g)  -"'(ê)  •••>P'('^)>n.(«), 

ie  dernier  facteur  du  premier  membre  répondant  à  la 
plus  grande  "valeur  de  i  gui  donne  ^.  non  inférieur  à 
r  unité. 

Démonstration.  — C'est  une  conséquence  des  inéga- 
lités 

multipliées  membre  à  membre,  et  de  ce  que,  d'après  le 
tableau  qui  précède,  ces  inégalités  ne  peuvent  pour  n<^io 
que  se  réduire  à  des  égalités  quand  elles  ne  sont  pas  sa- 

tisfaiies  et  que  pour  ^  <^  6  on  a 


"'(J)=P'(I) 


•  Quoique  ce  procédé  semble  différer  de  celui  de 
M.  Tchebichew,  il  revient  au  même  au  fond,  peut-être 
est-il  plus  direct. 

Pour  passer  des  limites  de  Pi  (w)  à  celle  de  la  facto- 
rielle  P(/i)  des  nombres  premiers,  on  a  la  proposition 
suivante  ; 


(  365  ) 
Théobèue.  —  On  a  pour  toute  valeur  de  n 


Démonstration.  —  Cela  suit  des  équations 

p,(«)  =  p(«).p(v'^).p(v'«).p(v'«)..., 

p.  (vQ)=p(v/^).p  (;/«).  p(j'«)..., 

qui  donnent 


P.(«) 


P.iv'«) 


i^  =  P(«)  .P  (i^n).P  (J/tj).  .  .  >  P  (/»), 


Il  faut  bîen  remarquer  que  ces  inégalités  se  changent 
quelquefois  en  égalités  pour  de  petites  valeurs  de  n. 

10.  Pour  abréger  autant  que  possible  ces  calculs  de 
limites,  on  augmente  souvent  la  plus  grande  et  l'on  dimi- 
nue la  plus  petite.  Voici,  d'après  cela,  comment  on  peut, 
suivant  la  méthode  de  M.  Tchebichew,  établir  qu'il  y  a 
des  nombres  premiers  au  nombre  de  k  au  moins  entre  n 
et  n'^  n. 

Soit  n'  ■=  mn^  le  nombre  m  surpassant  l'unité,  et  re- 
présentons par  <^{n)  le  logarithme  de  P  (;i)  ou  la  somme 
des  logarithmes  des  nombres  premiers  non  supérieurs  à 
«,  cette  quantité  <f{n)  n'étant  pas  connue,  mais  tombant 
entre  les  fonctions  ^o  (  w)  <^  ^  (^)  et  (fi  [n)  >  cp  [n)  qui 
restent  les  mêmes,  quel  que  soit  le  nombre  n.  Si  nous 
admettons  que  l'on  ait  cfo  [mn)  ^  cf,  (/i),  il  en  résultera 
que  les  quantités 

?o(«),   t[n),   <ï>,  (/?);      ?o('/"0>   ?('"'0»   ?i(''^'^) 


{266) 
seront  laDgées  par  ordre  de  grandeur  et  que 

(f  (ntn)  —  y  (n)  <^  /•  Iogm/2, 

en  admettant  qu'il  y  ait  k  nombres  premiers  entre  m  et 
m/2,  conduiront  à  l'inégalité 

Par  conséquent  si  l'on  avait  l'inégalité 

(e)  <po(/'»^)  — «pi(«)  ^X-Iog////!, 

il  faudrait  en  conclure  qu'il  y  a  plus  de  k  nombres  pre- 
miers compris  entre  n  et  mn. 

Pour  faire  usage  de  cette  inégalité,  il  faut,  au  moyen 
du  logarithme  de  11  (/i)  ou  de  la  somme  des  logarithmes 
de  là  n,  déduire,  comme  le  fait  M.  Tchebichew,  des  li- 
mites du  logarithme  de  P  (ai),  ou  de  la  somme  des  loga- 
rithmes des  nombres  premiers  non  supérieurs  à  n. 

Les  formules  de  M.  Tchebichew  supposent  l'inégalité 

\/2 TT .  /i '^  (  -  I  •£'"">  1 . 2 . 3 ...  /i  >  sflï:  .n^  [  -  I  » 

qui  se  déduisent  d'une  formule  de  M.  Liouville,  celles 
que  nous  donnerons  ici  se  déduisent  de  la  formule  plus 
simple 

où  e  est  la  base  des  logarithmes  népériens.  Cette  dernière 
formule  a  été  démontrée  d'une  manière  simple  et  ingé- 
nieuse par  M.  Prouhet  à  la  p.  281  du  t-  XIX  de  ces 
Annales. 
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MÉMOIRE  SUR  LES  TÉTRAÈDRES. 

DélermiDatioD  da  Tolame  maximnm  d'un  tétraèdre  dont  les  faces  oot  des 

aires  données  *, 

Par  m.  PAINVIN. 


Présenté  à  l'Académie  en  janvier  i8Gi. 


1.  Dans  son  Mémoire  sur  les  pyramides,  Lagrangc 
aborde  le  problème  suivant  :  a  Déterminer  le  volume  maxi- 
mum ou  minimum  d^un  tétraèdre  dont  les  faces  ont  des 
aires  données.  »  La  question  a  été  ramenée  à  l'étude  d'une 
équation  du  quatrième  degré  5  mais  Lagrange  s'est  arrêté 
à  ce  point.  Pour  terminer  ce  problème  intéressant,  il  res- 
tait à  faire  une  discussion  plus  approfondie  de  cette  équa- 
tion et  à  signaler  les  diverses  propriétés  géométriques  des 
tétraèdres  qui  satisfont  à  la  condition  du  maximum. 

C'est  là  l'objet  du  présent  Mémoire. 

§  I.  —  Théorème  préliminaire. 

2.  Je  commencerai  par  établir  un  théorème  dont  on 
peut  déduire,  comme  cas  particulier,  les  formules  don- 
nées par  Lagrange  dans  le  Mémoire  déjà  cité. 

Soit  un  déterminant  X;  supposons  quon  prenne  le 
déterminant  réciproque  de  X,  puis  quon  fasse  le  carré 
de  ce  déterminant  réciproque^  maintenant  effectuons  ces 
opérations  en  sens  inverse,  c  est-à^dire  faisons  le  carré 
deTi^et  prenons  ensuite  le  déterminant  réciproque  de  ce 
Carré;  les  deux  déterminants  définitifs  obtenus  par  ces 
deux  séries  d'opérations  sont  identiques  élément  à  élé- 
ment. 


(  268  ) 

3.  Pour  démontrer  celte  proposition,  je  rappellerai 
d'abord  les  propriétés  fondamentales  bien  connues  des 
déterminants  réciproques  :  si  P  est  un  déterminant  du 
j^ième  degj.^^  dont  les  éléments  sont  tf„)  et  que  S  soit  le  dé- 

terminant  réciproque,  dont  les  éléments  seront  «,.,= 
on  a  les  relations 


da 


i— 1 


(0 


dOL 


rs 


Désignons  par  X  le  déterminant  : 


(2) 


\  = 


x-i     X,     z,   . . .    «j     Pj 


les  lettres  x,  jj  ^>."5  "?  ^  étant  en  nombre  n. 

Formons  le  déterminant  réciproque  de  i  ;  désignant  par 
L  ce  nouveau  déterminant  et  posant 


on  a 


L  =  X«-'  = 


(4) 


X,     Y, 

A-2  X  2 


^1   •  •  •   Ui     V I 


=r>«->a:;, 


Za    .  .  .    Un      Vn 


dY, 


—  1»— >V. 

—  '^      Jty  •  •  •  9 


dh 

dVi 


:=V^^Vi. 


Formons  ensuite  le  carré  du  déterminant  L  ;  en  représen- 
tant par  M  ce  troisième  déterminant  et  en  posant 

(5.)  kik.=  X,Xa  -h  Y/ Y*  -h  X,Z*  4- ...  4-  V/ V*, 


(  '^69  ) 


on  trouve 


(6) 


M=L»  =  V('^')  = 


A|i      A|2     Ai3    .  .  .    Ain 
Aji      Ajj     Aj3    .  .  .    Aj„ 


Ajii     A|,2     Aj,j    •  •  •    A 


«n 


Maintenant  effectuons  ces  opérations  dans  un  ordre  in- 
verse, c'est-à-dire  formons  le  carré  du  déterminant  X  (en 
combinant  les  lignes  et  les  colonnes  comme  il  a  été  fait  la 
première  fois),  puis  prenons  le  réciproque  du  déterminant 
ainsi  obtenu. 

Désignant  par  4^  le  carré  du  déterminant  X  et  posant 


(7) 


a,*=  X,X4-i-J,.rA4-  Z,Z*4-.  .  .-f-  P|P*, 


nous  aurons 


(8) 


^=\' 


^11       ^IJ       ^li     •  •  •     ^in 
flfjl       Û2i       IÏJ3     •  .  .     fl2„ 


«m       ««2       0„3     ...     Û, 


nn 


Si  l'on  représente  enfin  par  3TL  le  réciproque  de  J^  et  qu'on 
pose 


(9) 


^rs  =^  -r— » 


aïL  =  .^-'=:>2(''-')  -- 


(10) 


«Il         «IJ         «13 
«21         «22         «23 


«m 

«7/1 


«ni       «n2       «»3 


« 


HA 


rfOTL 


</a 


ri 


=  ^-'a„  =  >'(»-)«,,. 


4.  Il  s'agit  de  démontrer  que  les  déterminants  M  et  OTL 
sont  identiques  élément  à  élément. 
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Le  déterminant  (8)  nous  fournit  le  groupe  des  rela- 
tions 

(   «Il  «Il  -i-  «ij  a,-2  +  .  .  .  4-  flin a/„  =  >^ 

Remarquons,  d'un  autre  côté,  que 

/  «,*Xi  -♦-  «2*X2  -h  «3 4X3  +  .  .  .+  flr^^Xn  =  Xj:*? 
(12)     <   «i*Y, -4- rtrj*Y,-f-fl3*Y3  H-.  .  .-f-tf«*Y„  =  >jr*, 


car,  en  ayant  égard  aux  valeurs  (7),  le  premier  membre 
de  la  première  égalité,  par  exemple,  devient 

H-  r*(riX,  -4-/2X2 -h. .  .-j-/„x„)-+-. .. 

-H  V*  (p,X,  -f-PîXj  -+-.  -  .-f-«'„X„), 


ou,  d'après  les  formules  (3), 


(x, 


d\  d\  d\ 

axt  dxi  dXn 


I       d\  d\  d\\ 

-^^'[^'Z^^-^^^d^^-^-'-^^^d^J-^' -=''''' 

Faisons  alors,  dans  les  égalités  (  1 1  ) ,  A=  i , 2 , . . . ,  «  et  mul- 
tiplions les  relations  obtenues  respectivement  par  Xi, 
Xj,...,  X„,  ou  par  Yi,  Yj,...,  Y„,...,  puis  ajoutons,  en 
faisant  intervenir  les  formules  (12),  on  arrive  aux  rela- 
tions importantes 

ria,t-+-/2ai2-r-.  .  .-4-7„a,„=XYo 

• •  •  »    ' 

p,  a,- ,  +  f  2  a,-  2  -f-  .  .  .  +  ï'»  «w  =  X  V,-. 

Si  maintenant  on  multiplie  ces  dernières  égalités  respec- 
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livement  par  Xj,  Yj,,.,,  \f,  et  qu'on  ajoute,  il  vient,  eu 
égard  à  la  définition  des  X^,  Yj^,...,  V;^, 


ou 


(4) 


\aik  =  >  (X,X*  4-  y, Y^: H- ...  H-  V,V;j) , 


«1*  =  A,/; 


c^est  l'identité  qu'il  fallait  établir. 

§  II.  —  Formules  relatwes  aux  tétraèdres. 

5.  Je  réunirai  dans  ce  paragraphe  diverses  formules 
relatives  aux  tétraèdres,  formules  dont  nous  ferons  con- 
stamment usage  dans  la  suite  de  ce  Mémoire;  quelques- 
unes  de  ces  relations  ont  été  déjà  indiquées  plus  ou  moins 
explicitement.  Le  point  de  départ  que  je  choisis  en  permet 
une  déduction  facile. 

Appliquons  les  formules  du  premier  paragraphe  au  cas 
particulier  de  trois  variables,  nous  avons 


(•) 


(2) 


(3) 


1  = 


L=X'  = 


Xx 

r.    «1 

j:, 

Xi        ^2 

^3 

y%    «3 

X. 

Y,    z. 

X, 

Y,     Z, 

Xa 

Y,     Z, 

X, 

d\ 
dxi 

Yi 

d\ 

d\ 

z,= 


dzi 
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(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


et  enfin 

(8) 


M  =  V  = 


A,*  = 


A||      A(2      A(3 
Aji      Ajj     A23 

^31         A32        A33 

X,X*4-Y,Y*  +  Z,Zt, 


■t=^'  = 


«Il  ^12  «13 
On  «32  ^^23 
<Ï3I         «32         «33 


Oik  =  XiXk  +  Xiyk  +  Z/  z* , 


,3IL=:V  = 


__^-t 


'« 


e/a,f         da 


«Il      «12     a,3 

«21         «32         «23 

«31         «32         «33 

ddVu     ^ 

=  ^'«ro 


rs 


OL 


rs 


——   Ar.f 


rs' 


6.  Regardons  a:i,j^i,  z^  comme  les  coordonnées  rectan- 
gulaires d'un  point  M,  5  oTs,  j^s,  Zi  étant  celles  d'un  point 
Mj5  3:3,^8,  Z3  celles  d'un  point  M35  on  sait  que  X  est  égal 
à  six  fois  le  volume  du  tétraèdre  OMiMjMa,  O  étant  l'o- 
rigine des  coordonnées.  Mais  ici»  a  nous  devrons  conve- 
»  nir  de  regarder  le  volume  X  comme  positif  ou  comme 
»  négatif,  suivant  que  la  rotation  déterminée  par  l'ordre 
»  des  trois  points  Mi,  Mg,  Mg  est  ou  n'est  pas  de  même 


(  »73  ) 
»   sens  que  la  rotation  déterminée  par  les  trois  axes  x, 

Mous  introduirons  les  notations  suivantes  : 


(9) 


a.aireOMjMa  =  2*,  ==  v(/T, 
2 .  aire  OM3  M,  =  2  Jj  =  y^/j, 
2 .  aire  OM,  Mj  =  2  j,  =  vî/a» 
2 .  aire  M,  M2M3  =r  2 ^  =  ^ 


OM,  =r, ,        MaMarrrp,, 
(10)  {   OM2  =  r2,        MaM.rnp,, 

OxM3  =  r3i      M,M,=p3, 

A,  axe  du  plan  OM2M3,  prolonge  à  partir  du  point  O, 
du  côté  du  sommer  M|, 

Â2  axe  du  plan  OM3  M„  prolongé  à  partir  du  point  O, 
du  côté  du  sommet  M3, 

I  A3  axe  du  plan  OM1M2,  prolongé  à  partir  du  point  0, 
du  côté  du  sommet  Mj, 

A.  axe  du  plan  M(M2M3,  prolongé  à  partir  du  point  O, 
à  Fopposé  de  la  face  MiMaMa. 

7.  Pour  établir  sans  ambiguïté  la  direction  des  axes, 
je  rappelle  que  le  double  de  Taire  d'un  triangle  OAB  est 
représenté  par 

^1    r» 


.2.  OAB 


3Ci     y-, 


(•^15  y\)  étant  les  coordonnées  du  point  A,  [pCtt  yt)  celles 
du  point  B.  «  Nous  devrons  en  outre  regarder  la  surface 
»  comme /705zfiVe  ou  négative ^  suivant  que  la  rotation, 
))  pour  aller  de  A  vers  B,  est  ou  n'est  pas  de  même  sens 
V  que  la  rotation  qui  sert  à  déterminer  les  angles  posi- 
»  tifs.  ))  Quant  au  sens  des  angles  positifs  sur  les  plans 

Ann.  de  Mathémal.y  2^ série,  t   I«^^  (Juillet  1862.)  18 
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coordonnés,  il  sera 

^Xi     1^9     ^^' 

Maintenant,  sachant  que  la  projection  d'une  surface  plane 
est  égale  à  l'aire  de  la  surface  multipliée  par  le  cosinus  de 
Tangle  des  axes  des  deux  plans,  ayant  égard  à  la  for- 
mule que  nous  venons  de  citer  et  aux  deux  conventions 
que  nous  venons  de  poser,  on  constatera^  sans  difficulté, 
qu'on  a  dans  tous  les  cas 

—  =  Xi  =  sj/i  ces  (  A,^) , 

(12)  /  ^3^Y,=  V7cos(A,jk), 

--  =  Z/  =  \//iCos{Aiz)', 
azi 

X,,  Y,,  Z,  ont  les  valeurs  (3);  s/J]  est  le  double  de  la 
valeur  numérique  Si\  A,  est  l'axe  de  la  face  5,,  prolongé, 
à  partir  de  la  face,  du  côté  du  sommet  opposé  à  cette  face; 
1  est  ici  la  valeur  absolue  du  volume,  et  par  conséquent 
a  pour  expression  le  déterminant  (t)  précédé  du  signe  -f- 
ou  — ,  suivant  que  la  rotation  Mj  MjM»  est  ou  n'est  pas 
de  même  sens  que  la  rotation  xyz.  Les  axes  Ai,  Aj,  As 
sont  donc  nettement  définis  par  les  formules  (12). 

Nous  conclurons  de  suite  des  formules  (10)  et  (12) 

/  2.22         2 

(i3)        I  '      *'        '        ' 

f  Oik  =  XiXk  -hJTiXk-hZt  Zk  =  n  Tk  CCS  (  ri  r*)  ; 

{A/A=X/X*4-Y,T*4-Z/Z*==4^,5ACos(A,A*)=v(/[/*cos(A,A*); 

l'angle  (AiAj()  est  le  supplément  du  dièdre  formé  par  les 
faces  5„  5/,  qui  ont  respectivement  pour  axes  A,,  A^. 
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8.  La  ligne  Â  est  perpendiculaire  à  la  face  Mi  Mt  Ms 
et  prolongée,  à  partir  de  Torigine,  du  côté  opposé  à  cette 
face.  Or  le  plan  de  cette  face  a  pour  équation 


P  = 


I 

X 

y 

z 

I 

X, 

Xx 

2| 

1 

.rj 

y-i 

2^ 

1 

^3 

73 

«3 

=  o; 


je  désignerai  par  P  le  premier  membre  de  cette  équation. 
On  à  d'abord 


(lO) 


dV 


dV 


dP 


dx  dy  dz 


D'un  autre  côté,  si  a,  j3,  y  sont  les  angles  avec  les  axes 
positifs  de  coordonnées  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
l'origine  sur  le  plan  et  prise  dans  le  sens  de  Torigine  au 
plan,  et  si  p  est  la  longueur  absolue  de  cette  perpendicu- 
laire, l'équation  de  la  face  Mi  Ms  Ms  sera  aussi 

X  ces  a  -f-  /  cosp  -h  r  cos  7  —  /?  =  o , 
ou,  d'après  la  définition  de  l'axe  Â^ 

(2°)       xcos[kx)  -h  y  cos(Aj^)  -f-  zcofî[kz)  -^ p  =  o. 

La  comparaison  des  équations  (i^)  et  (2°)  nous  donne 


cos(Aj7)  = 


^p 

dx 

cos(Aj)=   ^, 

d? 

dz 

cos  (A  2)  = 


^     dP     dV     dP  I  u     1         1  •     ♦• 

Or  -—9  -7-9  -r- sont,  en  valeur  absolue,  les  projections 

tix      dy       dz 

i8. 
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(^77) 
La  quantité  X,  représentant  ici  la  valeur  absolue  du  vo* 
lume,  aura  pour  exf^ession  le  déterminant  (i)  ;  mais  ce 
déterminant  devra  être  précédé  du  signe  +  ou  — ,  suivant 
que  la  rotation  Mi  Ms  Ma  est  ou  n'est  pas  dé  même  sens  que 
la  rotation  xyz. 

L'angle  (AA,)  est  le  supplément  du  dièdre  formé  par 
les  faces  5,  j,-,  qui  ont  respectivement  pour  axes  A,  A,. 

9.  Ces  formules  vont  nous  permettre  de  démontrer 
plusieurs  relations  importantes  entre  les  éléments  d'un 
tétraèdre. 

Si  l'on  ajoute  les  équations  (i5)  membre  à  membre, 
après  avoir  élevé  au  carré,  on  trouve,  en  ayant  égard  aux 
relations  (14)9 


/=/,  4-/,  -H/3  -h  2  V'/./,  cos(A.  A,) 

(ï6)       {  

4-  2  v/i/s  cos(A, A3)  H-  2  vA/s  cos  (AaAs). 

Cette  égalité  a  été  signalée  par  Lagrange.  Mais  il  est  im- 
portant d'établir  les  relations  homologues;  on  peut  le 
faire  de  la  manière  suivante  : 

X  [cos(Aar)  -H  cos(A,-a:)-h  cos(Aj)  cos(A,jr)-|-cos(Ax)  cos(A,3)} 
=:-.X.(X.-hX,-HX,)~Y,(Y.-HY,-hY0-Z,(Z.4.Z,+  Z,)^ 

d'où  il  résulte,  d'après  les  valeurs  (14)9  en  faisant  1=1^ 
2,  3, 


/; -^  V^ cos(  AA.)  H- v/^/î  cos( A,  Aa) -h  v(/ï73  cos( A,  As)  =  o, 

/    V    i/2-l-V59^<^os(AA2)-4->//,/2Cos(A,A,)-|-\^a/sCOs(A,A3)  =  o^ 

U7)    {  

fz-\-  S'ffz  cos(AA3)-|-  viÂ/a  cos(A,A3)-h  \JfJ\  COS(A2A3):i=0, 

/•4-n/^cos{AA,)4-v(^  cos{AA,)-hv^^   cos(AA3)=o. 
La  dernière  relation  du  groupe  {17}  s'obtient  en  ajoutant,. 


(I) 
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les  trois  premières  membre  à  membre  et  en  ayant  égard 
a  l'egaUté  (i6). 

Maintenant  si  Ton  ajoute  membre  à  membre  trois  des 
égalités  (17)  et  qu'on  en  retranche  la  quatrième^  on  arrive 
au  groupe  suivant  : 

/=/i-+-/2-l-/3-h2  v5^cos(A,  Aîj-h  2  v(7îj^cos(A|  A»)+2  v(/i/iCos(A,A 
fi^A+A-^-f+isIfft  cos(AA2)-h2|/^  cos(AA3)-4-2v(7[^cos(A,A 
A^A-hf -^fi-k'^sJW:^  cos(AA3)+2v!^  cos(AA,)-H2v(7[Âcos(A,A 
/3=/+/-h/,-+-2v/^  cos(AA,)4-2vG^,  cos(AAa)  H-2>/7î7îcos(A,A 

Ce  sont  les  formules  analogues  de  celles  des  triangles. 

Des  formules  (17),  on  déduit  les  nouvelles  relations 
(je  crois  qu'elles  n'ont  pas  encore  été  données)  : 

/4-/, -^  2  v6^  cos  (  AA,  ) —/a -h/a -h  2  v^/^  ces  {  A,  A3  ), 

(Ibis)  \  /+/,+  2v(^cos(AA0=/.H-/,4-2v/A7Î"cos(AsA,), 

/4-/3  4- 3  v^^cosfAAs)  =/,  4-/a 4- 2  v//î7«  cos( A, A,). 

Les  formules  (i3),  (i4)j  (8),  (7)  et  (6)  nous  fournis- 
sent l'expression  des  dièdres  en  fonction  des  arêtes  et  des 
angles  des  faces  : 

v(/î73COS(A2A3)  =  r;r2r3[cos(rirj)cos(rjr3)  — cos(r,r3)J, 
v(^iCOs(A3A,)  =  rîr3r,[cos(/'2r,)cos(r2r3)  — cos(r,r3)], 
v//i^cos(A,  A2)=/'3 '*''*2[cos(/-3r,)cos(r3r,)  — cos(r,r,)], 

v//^2/3sin(A3A3)  =  Xr,, 
v7I7iSin(A3A,)  =  ^r2, 
\^^,sin(A,A,)  =  >r3. 

Les  formules  (17)  conduiraient  aux  valeurs  des  angles 
AAi)  ÂAt9  A  As  \  mais  il  sera  plus  simple  d'introduire  k» 
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La  dernière  relation  de  ce  groupe  est  la  traduction  du 
théorème  bien  connu  sur  le  volume  du  tétraèdre  en  fonc- 
tion des  arêtes  opposées^  r/i,  d^^  d^  sont  les  plus  courtes 
distances  des  arêtes  opposées  (rijO,),  (r,pj),  (rsps). 

10.  Arêtes  et  angles  des  faces.  —  L'angle  de  deux 
arêtes  opposées,  telles  que  r,  et  p^  par  exemple,  s'obtien- 
dra facilement  en  remarquant  que 

r^^y  cos(r,p,)  =ar,(a:.,  —  x^)  -f-JTi  (^2  —  ^3)  -f-^i («»  —  ^3) 
=  r,  Ta  cos (r,  Ta)  —  r,  Ts  cos(r,  Ta)  ; 

On  trouve  ainsi 

r^p^  cos(r,p,)  =  rir2COs(r,r2)  —  r.rs  cos(r|r3), 

rjp,  cos(r,pa)  =:rar5COs(r2rj)  —  r^r^  cos(rjr,), 

(IV)  (  '*3p3  cos  (r3 pa)  =  Tj r,  cos  (r^ r, )  —  7^3  r»  cos  (rj r,)  ; 

d'où 

r,  p,  cos  (r,p,)  -f-  Tjpj  cos(r2pj)  -f-  r,  pa  cos(  rap»)  =  O. 

1 1 .  Pour  obtenir  la  plus  courte  distance  des  deux  arêtes 
opposées  Ti  et  pi,  je  remarque  que  le  plan^  passant  par 
MsMa  et  parallèle  à  OMt,  a  pour  équation 

\     X     y      z 

0  X,     j,     z,  • 

1  xj     y-i     Zi 

La  plus  courte  distance  d^  sera  la  distance  de  Torigine 
à  ce  plan,  ce  qui  donne 

•^3         J^3         ^3 
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(28i  ) 
ou,  en  ayant  égard  aux  formules  (3)  et  (i4)) 


'/.= 


V'(X,  +  X,)'4- (Y,4- Y,)»-t- (Z,  4- Z,V 

_     '  -  » 

V//.  4-/3  4-  2  v/ÂT;  COS(AaA3J 


On  arrive  donc  au  groupe  suivant  : 


dl  = 


(V) 


A  4-/3  H-  2  slftfi  cos(  A,  A3) 

'^ 

A  +/>  4-  2  S^/aT;  cos  (  A3  A,) 

fx  -f-/  +  2  s///»  ces  (A,  A,) 
d'où 

^;  ■*"  rf;      rtj  ~"  x^ 


Je  ne  cix)is  pas  que  cette  dernière  relation  ait  été  déjà  re- 
marquée. 
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13.  Nous  terminerons  enfin  cette  nomenclature  en  don- 
nant Texpression  des  distances  du  centre  de  gravité  du  té- 
traèdre à  ses  quatre  sommets. 

Soient  $,  r?,  f  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G, 
on  a 

^         *i  *+•  *a  *+•  *3 

«  = ? 

(VU)  |fl= ^ > 

«-        4        ' 

et  si  l'on  désigne  les  distances  GO,  GMi,  GMj,  G1VI|  par 
R,  Ri,  Rj,  Rsf  on  trouve  aisémenf 

ï6R'=rJ  +  rJ-f-r5-|-2r,raCOs(r,r3)4-îïr,r8C08(r,r3)H-2rar,cos(rar,) 

i6Rî=rj4-pa-+-p5-l-2r,p,cos(r,pj)-f-2r,p3COs(r,p3)-H2p,psCOs(p,p3) 
=  3(rî+p:-HpD-(p;+^;+r5), 

l6Rj  =  pJ-t-r5-hpJ-t-2p,raCOS(p,>j)-4-2p,p3C08(p,p3)H-3rap3COs(rap8) 

Ws^       =3(p;^-r:^-p^3)-(^;-^p;^.^^), 

i6Rj=p'  +  p'-4-/'J-h2pipjCOs(p,p2)  +  2pir3COs(p,r3)-4-2par3COs(par,) 
=  3(p;4-p:-4-.?)-K-f-r;-+-pD, 

d*où 

\  4(R^  +  R^^.R;+R^)^r;  4- rjH-rJ^-pî-hp^-hpi. 

§111.  —  Volume  maximum  ou  minimum  (Vun  tétraèdre 
dont  on  donne  les  aires  des  faces, 

14.   Pour  résoudre  la  question  énoncée,  prenons  l'ex- 
pression du  volume  sous  la  forme  donnée  par  la   for- 
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mule  (5,  §  II): 


(0 


M  =  X'  = 


A|i  Ai2  Ais 
Aai  Ajj  A»3 
Ast     Ajj     A33 


Remarquons  que  Au,  Âti,  Ass  sont  des  quantités  don- 
nées (14?  §  II)>  et  que  Ait,  Ai»,  Ass  sont  les  seules  quan- 
tités variables;  elles  sont  en  outre  liées  par  la  relation  (16, 
S  II),  c'est-à-dire 


(2) 


Au  -f-  Aj3  -H  A23  — 


en  désignant  par  ne  la  quantité 

(3)  2c=/, -f-/,-f-/3— /. 

Si  nous  regardons  Ass  comme  une  fonction  de  Ai  s,  Ai  s  9 
nous  aurons,  pour  les  conditions  de  maximum  ou  mini- 
mum, 


dU 

■  ■    ■  I  ^ 

dAii 
dM 


dAii  dAi2 

dM   dAii 
dAt3    '    ^Aj3  ^A,3 


=  o 


o; 


mais  on  a,  diaprés  la  relation  (2), 

r/Aî3    .  dA23    , 

4-1=0,        -TL hl  =  0> 


dA 


12 


dA,, 


ce  qui  donne  définitivement 

dM.        dm 


(4) 


dAii       dA 


13 


dU 
a  A  23 


Or  les  déterminants  M  et  Dît  [équations  (5),  (7),  (8), 
§  U]  sont  identiques  élément  à  élément  et  par  suite 


dU       dDK       ^, 

dArs  doLrs 
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les  conditions  nécessaires  pour  l'existence  du  maximum 
ou  du  minimum  sont  donc 

ou,  d'après  les  équations  (i3,  §  II)> 

(5)         r,rj  co&{r,r3)  =  rtr3  cos(r,r3)  =  r^rs  ces (r^rj); 

à  ces  relations,  il  faut  joindre  la  relation  (2). 

» 

15.  Désignons  par  \/0  la  valeur  commune  des  pro- 
duits (5),  ^9  pouvant  être  précédé  du  signe  -f-  ou  — ; 
nous  aurons  ainsi 

(6)  r^ri  cos(r,r2)  =  r,  r^  cos(r,  r^)  =  r^r^  cos(r2r3)  =  \/ô. 

On  peut  toujours  supposer  qu'on  ail  pris  pour  origine  des 
coordonnées  le  sommet  opposé  à  la  plus  petite  face,  et 
alors  c  (équation  3)  est  une  quantité  positive. 
Je  remarque  que 

de  là  nous  concluons 

r\r\=f,^0,     a  ou     r\= ^--^^ , 

(7)  \  '•3'-i-^-+-e>  ^~ ô^, 

r.r,^/3  4.e,  r,^  ^^^^ 

Du  groupe  (HT,  §  II)  nous  tirons,  eu  égard  aux  va- 
leurs (6), 

(  Aa3~  v!/^cos(AjA3)  =  e  -  rlv/Ô, 

(8)  1  A.3=v/Â7cos(A.A3)=:CI-r',v/0, 

An  =  v/Â7îcos(  A,  A,)  =  0  —  r\  yë; 
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la  relation  (2)  nous  donne  alors 

Celle  ëgalilé  nous  mon  Ire  déjà  que  ^  doit  être  précédé 
du  signe  +,  puisque  c  et  6  sont  des  quaiitités  positives. 

Nous  éliminerons  Ti,  r^,  r,  en  élevant  au  carré  les  deux 
membres  de  la  dernière  équation ,  et ,  en  ayant  égard  aux 
valeurs  (7),  on  trouve  ainsi 


io)|    L 


I  4-  60  -+-  4c  4-  3/I  =  (39  -+-  c)«. 

Telle  est  Téqnation  que  doit  vérifier  0  pour  que  le  vo- 
lume du  tétraèdre  soit  maximum  ou  minimum.  C'est  à  ce 
point  que  Lagrange  a  conduit  la  question. 

Reste  maintenant  à  savoir  quelles  sont  les  racines  de 
Téquation  (10)  qui  conviennent  au  problème,  quel  en  est 
le  nombre.  Le  volume  devient-il  maximum  ou  mini- 
mum ?  Quelles  sont  enfin  les  propriétés  géométriques  de 
ces  tétraèdres? 

C'est  principalement  en  vue  de  répondre  à  ces  ques- 
tions que  j'ai  rédigé  ce  Mémoire 5  j'ai  dû  cependant  re- 
prendre d'un  peu  plus  haut  les  formules  relatives  aux 
tétraèdres,  afin  d'eu  généraliser  le  point  de  départ,  et 
surtout  d'en  préciser  le  sens. 

Je  vais  d'abord  m'occuper  de  la  discussion  des  racines 
de  l'équation  (10)  au  point  du  vue  de  la  question  ac- 
tuelle. 

La  suite  prochainement. 
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MÊIOIBE  DE  GÉOMÉTRIE  PURE  SUR  LES  CliRlQUES  GAUCHES^ 

Par  m.  L.  CREMONA, 

Professeur  à  l'UniYersité  de  Bologne. 


Parmi  les  courbes  géométriques  h  double  courbure,  la 
plus  simple  est  la  courbe  du  troisième  ordre  ou  cubique 
gauche,  qui  est  l'intersection  de  deux  hyperboloïdes  à  une 
nappe  ayant  une  génératrice  droite  commune.  C'est,  je 
croîs,  M.  Môbius  qui  s'occupa  le  premier  de  cette  courbe. 
Dans  son  ouvrage  classique,  Der  barycentrische  Calcul 
(Leipzig,  1827),  il  donna  une  représentation  analytique, 
très*simple  et  très-heureuse,  de  la  cubique  gauche,  et 
démontra  le  théorème  fondamental  :  a  Une  tangente  mo- 
bile de  cette  courbe  décrit,  sur  un  plan  osculateur  fixe, 
une  conique.   )> 

En  1837,  M.  Chasles,  dans  la  note  XXXIII®  de  son 
admirable  aperçu  hùtorîque,  énonça  plusieurs  propriétés 
de  la  cubique  gauche*,  les  plus  essentielles  sont  : 

<c  I**  Le  lieu  géométrique  des  sommets  des  cônes  du 
second  degré,  qui  passent  tous  par  six  points  donnés 
dans  l'espace,  renferme  la  cubique  gauche  déterminée  par 
ces  six  points. 

»  2®  Les  tangentes  aux  différents  points  d'une  cubi- 
que gauche  forment  une  surface  développable  du  qua- 
trième ordre. 

»  3*^  Une  propriété  de  sept  points  d'une  cubique 
gauche.  » 

Le  tome  X  du  Journal  de  M,  Liouuille  {i845)  c(»nlient 
un  Mémoire  de  M.  Cayley,  qui  est  d'une  extrême  impor- 
tance; il  y  donne  les  relations  qui  ont  lieu  entre  Tordre 
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d'une  courbe  gauche,  la  classe  et  Tordre  de  sa  dëvelop- 
pable  osculatrice,  le  nombre  des  points  et  des  plans  oscu- 
lateurs  stationnaires,  le  nombre  des  droites  qui  passent  par 
un  point  donné  et  s'appuient  deux  fois  sur  la  courbe,  etc. 
Ensuite,  Tillustre  auteur  fait  l'application  de  ses  formules 
à  la  courbe  gauche  du  troisième  ordre,  et  trouve  que  : 

«  1®  La  développable  osculatrice  d'une  telle  courbe 
est  du  quatrième  ordre  et  de  la  troisième  classe. 

»  7.^  Par  un  point  quelconque  de  l'espace  on  peut  me- 
ner une  droite  qui  s'appuie  deux  fois  sur  la  courbe,  et 
un  plan  quelconque  contient  une  droite  qui  est  l'inter- 
section de  deux  plans  osculateurs.   » 

M.  Seydewitz,  dans  un  Mémoire  très-intéressant  qui 
fait  partie  de  VArchw  der  Mathematik  and  Physik  (*), 
a  trouvé  et  démontré,  par  la  pure  géométrie,  que  la  cu- 
bique gauche  est  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  deux 
droites  homologues,  dans  deux  faisceaux  homographiques 
de  rayons,  dans  l'espace.  Il  en  a  déduit  la  construction 
de  la  courbe  par  points,  des  tangentes  et  des  plans  oscu- 
lateurs, et  cette  autre  propriété,  déjà  donnée  par 
M.  Chasles,  que  chaque  point  de  la  cubique  gauche  est 
le  sommet  d'un  cône  du  second  degré  passant  par  la 
courbe. 

L'auteur  appelle  la  courbe  gauche  du  troisième  ordre, 
conique  gauche  [raumlicher  Kegelsclinitt)\  et,  en  clas- 
sant ces  courbes  selon  leurs  asymptotes,  il  propose  les 
noms,  que  j'ai  adoptés,  à^hyperhole  gauche  pour  la  cu- 
bique qui  a  trois  asymptotes  réelles  et  distinctes  \  ô!ellipse 
gauche  pour  la  cubique  qui  a  une  seule  asymptote  réelle, 
les  deux  autres  étant  imaginaires  5  d^hjperbole  parabo- 
lique gauche  pour  la  cubique  qui  a  une  asymptote  réelle, 
et  les  deux  autres  coïncidentes  à  l'infini  5  enfin,  de  para^ 

(*)  X'^rxheil,  2«  Hcft;  Greifswald,  18/17. 
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bole  gauche  pour  la  cubique  qui  a  un  plan  osculateur  à 
rinfini. 

Dans  un  beau  Mémoire  de  M.  Salmon,  On  the  classi- 
fication ofcuri^es  of  double  curvature  (*),  que  je  connais 
seulementdepuis  péu,'On  lit  que  :  Xi  Une  cubique  gauche 
tracée  sur  une  surface  (réglée)  du  second  ordre  rencontre 
en  deux  points  toutes  les  génératrices  d'un  même  système 
de  génération,  et  en  un  seul  point  toutes  les  génératrices 
du  deuxième  système. 

Mais  il  était  réservé  à  Tillustre  auteur  de  la  Géométrie 
supérieure  de  donner  la  plus  puissante  impulsion  à  la 
doctrine  de  ces  courbes.  Dans  une  communication  à 
TAcadémie  des  Sciences  (**),  M.  Chasles,  avec  cette  mer- 
veilleuse fécondité  qui  lui  est  propre,  énonça  (sans  dé- 
monstration) un  grand  nombre  de  propositions  qui  consti- 
tuent une  vraie  théorie  des  cubiques  gauches.  On  y  trouve 
notamment  : 

I?  La  génération  de  la  courbe,  au  moyen  de  deux 
faisceaux  homographiques  de  rayons,  dans  l'espace,  déjà 
donnée  par  M.  Seydewitz. 

a®  La  génération  de  la  courbe  par  trois  faisceaux  ho- 
mographiques de  plans.  Ce  théorème  est  d'une  extrême 
importance^  on  peut  en  déduire  tous  les  autres,  et  il 
forme  la  base  la  plus  naturelle  d'une  théorie  géométrique 
des  cuhiques  gauches. 

3®  Le  théorème  :  «  Par  un  point  donné  on  ne  peut 
mener  que  trois  plans  osculateurs  à  la  cubique  gauche; 
les  points  de  contact  de  ces  trois  plans  avec  la  courbe  sont 
dans  un  plan  passant  par  le  point  donné.  »  Ce  théorème 


t^)  The  Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal^  toI.  V.  Cambridge, 
1860. 

(**)  Comf^te  rendu  du  10  août  1857;  voir  aussi  le  Journal  de  M.  Liou- 
ville,  novembre  1857. 

AftH.  de  Maihémat ,  2«  série,  1. 1*'.  (Août  1862.)  •  19 
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établit  la  parfaite  réciprocité  polaire  entre  la  cubique 
gauche  et  sa  dé veloppable  osculatrice;  ainsi,  ces  courbes 
sont  destinées  à  jouer,  dans  l'espace,  le  même  rôle  que  les 
lignes  du  second  ordre  dans  le  plan.  ' 

4^  I^  théorème  de  M.  Môbîus,  et  un  ihéorèitie  plus 
général  sur  la  nature  d'une  section  plane  quelconque  de 
la  développable  osculatrice  de  la  cubique  gauche. 

5^  Les  belles  propriétés  des  byperboloïdes  passant  par 
la  courbe,  etc. 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  P""  des  Annali  di 
Matematica  para  ed  applicata  (Roma,  i858),  j*ai  dé- 
montré, par  Fanalyse  (^),  les  théorèmes  les  plus  im* 
portants  du  travail  cité  de  M.  Chasles,  et,  outre  cela,  j'ai 
donné  quelques  propositions  nouvelles,  notamment  celle 
qui  constitue  la  base  de  la  théorie  des  pians  conjoints 
que  j'ai  développée  peu  après  (**). 

Alors  parut,  dans  le  Journal  mathématique  de  Berlin ^ 
un  Mémoire  de  M.  Schroter.  L'auteur  y  démontre,,  par 
la  géométrie  pure  et  avec  beaucoup  d'habileté,  les  théo- 
rèmes fondamentaux  de  MM*  Môbius,  Seydewitz  et 
Chasles*,  surtout  il  met  eu  évidence  l'identité  des  courbes 
gauches  du  troisième  ordre  et  de  la  troisième  classe. 
M.  Schroter  fait  observer  que  quatre  points  de  la  cubi- 
que gauche  et  les  quatre  plans  oseulateurs  correspondants 
forment  deux  tétraèdres,  dont  chacun  est,  en  même 
temps,  inscrit  et  circonscrit  à  l'autre^  ce  qui  se  rattache 
à  une  question  ancienne  posée  par  M.  Mobius  (***). 

(*/  Je  me  suis  servi  d'une  représentation  analytique  de  )b  courbe  qui 
revient  au  fond  à  celle  de  M.  Mobius.  Mais  je  ne  connaissais  pas  alors  Fou- 
vrage  capital  (ai  peu  connu  en  Italie)  de  l'éminent  géomètre  allemand,  ni 
le  Mémoire  de  M.  Seydewitz  non  plus.  Ce  sont  les  citations  de  M.  Schroter 
qui  me  firent  chercher  le  Barycentrische  Calcul  et  1  ^Àrchiv  de  M.  Grunert. 
A  présentée  restitue  unicuique  suum. 

(**)  Annali  di  Matematica,  t.  II.  Roma,  gennajo-febbrajo  iSSg,  §  ii. 

(***)  Journal  fw  die  reine  und  ang.  Mathemaiik,  3"^  Band,  p.  273. 
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QaicmMfiie    vent    aborder    l^étude    géométrique    des 

cubiques    gauches    dmt    lire    l'important    travail    de 

M.  Schroter  (*). 

Ensuite,  dans  une  courte  Note,  insérée  au  tome  II  des 
Annali  di  Matematica  (luglio-agosto  iSS^),  et  dans  un 
Mémoire  qui  fait  partie  du  tome  LVIÏÏ  du  Journal  ma- 
thématique de  Berlin  (publié  par  M.  Borchardt,  en  con- 
tinuation du  Journal  de  Crelle)^  j'ai  donné  d^autres 
théorèmes  sur  les  mêmes  courbes,  et  particulièrement 
j'ai  étudié  la  di^ribution  des  coniques  inscrites  dans  une 
surface  développable  de  la  troisième  classe. 

Le  Mémoire  actuel  contient  aussi  quelques  propositions 
nouvelles;  cependant  mon  but  essentiel  est  de  démontrer 
géométriquement  les  propriétés  que  j'ai  déjà  énoncées, 
avec  des  démonstrations  analytiques  ou  sans  démonstra- 
tions, dans  mes  écrits  précédents,  et  qui  se  rapportent  à 
la.  théorie  des  plans  conjoints  et  des  coniques  inscrites 
dans  la  développable  osculatrice  de  la  cubique  gauche. 

Je  supposerai  que  le  lecteur  connaisse  les  Mémoires, 
cités  cir-dessus,  de  MM.  Chasles  et  Schroter. 

Points  conjoints  y  plans  conjoints  et  droites  associées. 

1.  Si  l'on  coupe  une  cubique  gauche  par  un  plan  ar- 
bitraire P,  les  trois  pointis  d'intersection  «,  ft,  c  forment 
un  triangle  inscrit  à  tontes  les  coniques,  suivant  lesquelles 
le  pJan  P  coupe  les  cônes  du  second  degré  qtii  passent 
par  {perspectifs  à)  la  cubique.  Deux  quelconques  de  ces 
cônes  ont  une  génératrice  commune  qui  perce  le  plan 
donné  en  un  point  d^  de  manière  que  les  coniques,  bases 
des  deux  cônes  sur  P,  sont  circonscrites  au  tétragone  abcd. 
On  voit  sans  peine  que  la  conique,  base  d^un  troisième 

^ ai  I  III*   —  ~ —..->-.-  — ■  —  .  —  ■  -        ■  .  ^^^-^^^-^^1—     I         I 

(*)  Journal  Jhr  die  reine  undar^.  Mathnnntik,  fifi*"  Rand,  p.  37. 
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cône  quelconque,  perspectif  h  la  courbe  gauche,  ne  passe 
pas  par  r/,  mais  par  a^b^c  seulement. 

2.  Je  conçois  maintenant  un  point  o  dans  Tespace,  et 
la  droite  qui  passe  par  o  et  s'appuie  en  deux  points  (réels 
ou  imaginaires)  a  et  &  sur  là  cubique  gauche.  Menons 
par  cette  droite  un  plan  quelconque  P;  ce  plan  rencon- 
trera la  cubique  en  un  troisième  point  c,  et  un  cône  quel- 
conque S  perspectif  à  la  cubique,  suivant  une  conique  K 
circonscrite  au  triangle  abc.  La  trace  sur  P  du  plan  po- 
laire de  o,  par  rapport  au  cône  S,  est  la  droite  polaire  de 
o  par  rapport  à  K  ;  donc  cette  trace  passe  par  o',  pourvu 
que  o,  o'  soient  conjugués  harmoniquement  avec  a,  b.  Le 
point  o'est  indépendant  du  cône  S;  donc  les  plans  po- 
laires de  o,  par  rapport  aux  cônes  perspectifs  à  la  cubique, 
passent  tous  par  o'.  Cherchons  à  connaitre  \^.  classe  de  la 
surface  conique  enveloppée  par  ces  plans» 

Soit  d  la  deuxième  intersection  de  la  conique  K  par  la 
droite  ôc\  le  tétragone  abcd  est  évidemment  inscrit  aussi 
à  la  conique  K',  base  du  cône  S  (du  second  ordre,  pers- 
pectif à  la  cubique),  dont  le  sommet  est  sur  la  droite  qui 
joint  ^  au  sommet  de  S.  Donc  le  point  o  a  la  même  polaire 
o'ef^  par  rapport  aux  coniques  K,  K'.  Cette  droite  ne 
peut  pas  être  la  polaire  de  o  par  rapport  à  la  conique^ 
base  d'un  troisième  cône,  car  il  n'y  a  pas  d'autre  conique 
(perspective  à  la  cubique  gauche)  passant  par  a,  &,  c,  d. 
Par  conséquent,  o' ef^  c'est-à-dire  une  droite  quelconque 
menée  par  o',  est  l'intersection  des  plans  polaires  de  o 
par  rapport  à  deux  cônes  seulement^  nous  avons  ainsi  le 
théorème  : 

Les  plans  polaires  d'un  point  donné  o,  par  rapport  à 
tous  les  cônes  de  second  degré,  perspectifs  à  une  cubique 
gauche,  em^eloppent  un  autre  cône  du  second  degré, 
dont  le  sommet  o'  est  situé  sur  la  droite  qui  passe  par  o 


(  =»93  ) 
et  s'appuie  sur  la  cubique  en  deux  points  ^réels  ou  ima- 
ginaires) a  et  b. 

Les  points  o,  o'  sont  conjugués  harmoniquement  av^ec 
les  points  a,  b, 

II  suit  de  la  dernière  partie  du  théorème,  que  : 

Les  plans  polaires  du  point  o',  par  rapport  aux  mêmes 
cônes  perspectifs  à  la  cubique^  em^eloppent  un  autre 
cône  du  second  degré^  dont  le  sommet  est  le  point  o  (*). 

J'ai  nommé  points  conjoints^  deux  points  tels  que  o, 
o'^  et  cônes  conjoints  les  cônes  dont  o,  o'  sont  les  sommets. 
Donc  : 

La  droite  qui  joint  deux  points  conjoints  o,  o'  est  tou~ 
jours  une  corde  (réelle  ou  idéale)  de  la  cubique  gauche. 
Et  le  segment  oo'  est  divisé  harmoniquement  par  la 
courbe. 

Chaque  point  de  la  droite  oo'  aura  son  conjoint  sur 
cette  même  droite  (  donc  : 

Toute  corde  de  la  cubique  gauche  est  Vaxe  d! une  in- 
solution  de  points  [conjoints  par  couples)^  dont  les 
points  doubles  sont  sur  la  cubique  (**). 

3.  On  sait,  d'après  M.  Chasles  (***),  que  la  cubique 
gauche  donne  lieu  à  un  genre  intéressant  de  dualité.  Tout 
point  o,  donné  dans  l'espace,  est  Tintersection  de  trois 
plans  osculateurs  de  la  courbe  ;  et  les  trois  points  de  con- 
tact sont  dans  un  plan  O  passant  par  le  point  donné. 

Réciproquement,  tout  plan  O  rencontre  la  cubique 
gauche  en  trois  points;  et  les  plans  osculateurs  en  ces 
points  passent  par  un  point  o  du  plan  donné. 

Ainsi,  à  chaque  point  o  correspond  un  plan  O,  et  vice 


{*)  Annali  di  Matematica,  t.  II,  §  ii.  Roma,  gennajo-febbrajo  1869. 

(**)  Annali,  etc.,  ut  supra,  §  5,  6,  7. 

(***)  Compte  rendu  du  10  août  1857,  §  l\0,  (\\  et  48. 
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v^rsd,  J^ai  noniwé  le  point  p  foyen^e  son  plaq  focal  0. 
Un  plan  passe  toujours  par  son  foyer. 

Si  le  foyer  parcourt  une  droite,  )e  plan  focal  tourne 
autour  d^nne  autre  droite,  et  si  le  foyer  parcourt  la 
deuxième  droite,  le  plan  passe  toujours  par  la  première. 
On  nomme  ces  droites  réciproques. 

De  plus,  j'appelle  focale  d'un  point  o  la  corde  de  la 
cubique  gauche  qui  passe  par  o  •,  et  directrice  d'un  plan  0 
la  droite  qui  existe  dans  ce  plan  et  qui  est  Tintersection 
de  deux  plans  osculateurs,  réels  ou  imaginaii'es.  La  direc- 
trice d*un  plan  et  la  focale  du  foyer  de  ce  plan  sont  deux 
droites  réciproques  (*). 

En  conséquence  de  cette  dualité,  les  théorèmes  démon* 
très  ci-dessus  donnent  les  suivants  : 

Les  pôles  d'un  plan  donné  O,  par  rapport  à  toutes 
les  coniques  inscrites  dans  la  dét^eloppable  [de  la  troi- 
sième classe  et  du  quatrième  ordre)  osculatrice  d^une 
cubique  gauche,  sont  sur  une  autre  conique.  Le  plan 
O'  de  cette  conique  rencontre  le  plan  O  suiv^ant  une 
droite,  qui  est  V intersection  de  deux  plans  osculateurs 
(réels  ou  non)  de  la  cubique. 

Ces  deux  plans  osculateurs  divisent  harmoniquement 
V angle  des  plans  0,0'. 

Et  les  pôles  du  plan  O',  par  rapport  aux  mêmes  co- 
niques inscrites,  sont  sur  unç  autre  conique  située  dans 
le  plan  0(**). 

J'ai  nommé  ces  plans  conjoints^  et  je  dis  conjointes 
aussi  les  coniques  locales  situées  dans  ces  plans. 

Deux  plans  conjoints  s^ entrecoupent  toujours  sw'v^ant 
une  droite  qui  est  V intersection  de  deux  plans  osçula' 


(*)  ÀnnalLy  etc.,  ut  supra,  §  2,  3,  7,  8. 

(**)  Annali  di  Matemalica,  t,  I,  §  37,  settembret-ottobre  i858;  t.  Il, 
§  ^*  7*  gennajo-febbraJQ  1859. 
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teurs  [réels  ou  non)  de  la  cubique  gauche.  Les  plans  con- 
joints et  les  plans  osculateurs  forment  un  faisceau  har- 
monique. 

Toute  droite  qui  est  Vintersection  de  deux  plans  os- 
culateurs de  la  cubique  gauche  est  Vaxe  d'une  infinité 
de  couples  de  plans  conjoints  en  involution.  Les  plans 
doubles  de  cette  inuolution  sont  les  deux  plans  osculor- 
teurs  (*). 

On  peut  démontrer  directement  ces  théorèmes  avec  la 
même  facilité  que  les  propriétés  relatives  aux  points  cou* 
joints  (2). 

Si  une  droite  s'appuie  sur  la  cubique  gauche  en  deux 
points,  sa  réciproque  est  TiiitersectioD  des  plans  oscula- 
teurs en  ces  points  \  donc  : 

Deux  points  conjoints  sont  les  joyers  de  deux  plans 
conjoints  y  et,  réciproquement ,  deux  plans  conjoints  sont 
les  plans  focaux  de  deux  points  conjoints. 

Toute  droite  qui  s^ appuie  sur  la  cubique  gauche  en 
deux  points  contient  les  foyers  d^une  infinité  de  couples 
de  plans  conjoints ,  qui  passent  tous  par  une  même 
droite.  Cette  droite  est  l intersection  des  plans  oscula"- 
teurs  aux  points  où  la  courbe  est  rencontrée  par  la  droite 
donnée. 

Par  une  droite  qui  est  l'intersection  de  deux  plans 
osculateurs  de  la  cubique  gauche,  passent  les  plans  Jo- 
eaux  d'une  infinité  de  couples  de  points  conjoints  situés 
sur  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  de  deux  plans 
osculateurs  (**). 

Si,  au  lieu  de  rintersection  de  deux  plans  osculateurs 
distincts,  on  prend  une  tangente  de  la  cubique  gauche, 
tout  plan  (tangent)  mené  par  cette  droite  a  pour  conjoint 

C*)  Ànnali  di  Matematica,  t.  II,  §  7,  gennajo-febbrajo  iSSq. 
C*')  Annali  di  Matematica,  t.  II,  §  11,6,  gennajo-febbrajo  1869. 
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le  plan  osculateur  qui  passe  par  la  même  tangente.  Et  le 
lieu  des  pôles  du  plan  tangent,  par  rapport  aux  coni(jucs 
inscrites  dans  la  développable  osculatrice,  est  une  conique 
qut  a  un  double  contact  avec  la  conique  inscrite  située 
dans  le  plan  oscillateur  (conjoint  au  plan  tangent). 

De  même,  tout  point  donné  sur  une  tangente  de  la 
cubique  gauche  a  pour  conjoint  le  point  de  contact,  et 
l'enveloppe  des  plans  polaires  du  point  donné,  par  rap- 
port aux  cônes  du  second  degré  perspectifs  à  la  cubique, 
est  un  autre  cône  du  second  degré  qui  est  doublement 
tangent  au  cône  perspectif  dont  le  sommet  est  le  point 
de  contact  de  la  droite  tangente  avec  la  courbe  gauche. 

4.  Un  point  quelconque  o,  donné  dans  Tespace,  est  le 
sommet  d^un  cône  du  troisième  ordre  et  de  la  quatrième 
classe,  qui  passe  par  la  cubique  gauche.  La  droite  focale 
de  o  est  la  génératrice  double  du  cône;  les  plans  oscula- 
teurs  menés  par  o  sont  ses  plans  stationnaires.  Les  gé- 
nératrices de  contact  de  ces  plans,  c'est-à-dire  les  géné*- 
ratrices  d'inflexion,  sont  dans  un  même  plan,  qui  est  le 
plan  focal  de  o  {*). 

Or,  par  un  théorème  connu  sur  les  courbes  planes  (**), 
ce  plan  focal  est  le  plan  polaire  de  la  génératrice  double, 
par  rapport  au  trièdre  formé  par  les  plans  stationnaires*, 
donc  : 

La  focale  d^un  point  donné,  par  rapport  à  une  cubi- 
que gauchcy  est  la  polaire  du  plan  focal  de  ce  points 
par  rapport  au  trièdre  formé  par  les  plans  osculateurs 
de  la  cubique,  menés  du  point  donné* 

D'où,  par  le  principe  de  dualité,  on  conclut  que  : 

La  directrice  d*un  plan  donné,  par  rapport  à  une  eu- 


C*)  Compte  rendu  du  lo  août  1867,  §  17,  18.  —  Annali  di  Matematicay  1. 1; 
S  6,  maggio-giugno,  i858. 

(**)  Salmon,  Higher  plane  curves,  p.  171.  Dublin,  i852. 
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bique  gauche^  est  la  polaire  du  foyer  de  ce  plan^  par 
rapport  au  triangle  formé  par  les  points  où  la  cubique 
est  rencontrée  par  le  plan  donné  (*). 

Soit  O  un  plan  donné  \  o  son  foyer;  a,  &,  e  les  points 
d'intersection  de  la  cubique  par  ce  plan.  Les  droites  ao, 
bo,  co  seront  les  traces,  sur  O,  des  plans  osculateurs  aut 
points  a,  &,  e.  Soient  X,  fx,  v  les  points  où  ao,  bo^  co  ren- 
contrent bcj  ca^  ab  respectivement;  a,  P,  y  les  points 
d'intersection  de  &cet  fjiv,de  ca  et  vX,  de  ab  et  X/x.  Les 
points  0^9  P,  y  seront  sur  une  ligne  droite  qui  est  la  polaire 
harmonique  de  o,  par  rapport  au  triangle  abc^  c^est-à- 
dire  qu'elle  est  la  directrice  du  plan  O. 

5.  Une  droite,  telle  que  aoj  qui  passe  par  un  point  de 
la  cubique  gauche,  et  qui  est  située  dans  le  plan  oscula- 
teur  correspondant,  a  des  propriétés  remarquables.  Avant 
tou:t,  elle  est  réciproque  d'elle-même  ;  d'où  il  suit  que  tout 
plan,  mené  par  une  telle  droite,  a  son  foyer  sur  la  même 
droite. 

Soit  A  la  droite  tangente  à  la  cubique  en  a,  La  droite 
ao  rencontrera  A  et  une  autre  tangente  A'  de  la  eu* 
bique;  soit  a'  le  point  de  contact.  Si  Ton  veut  trouver 
A^  o',  il  suffit  de  concevoir  Thyperboloïde  passant  par  la 
cubique  gauche  et  par  ao*  Il  est  évident  que  cet  hyper- 
boloïde  contient  A;  donc  il  contiendra  une  autre  tan- 
gente {**)  ;  c'est  A'.  Les  génératrices  de  cette  surface, 
dans  le  système  auquel  appartient  A,  s'appuient  sur  la  cu- 
bique gauche,  chacune  en  deux  points;  ces  couples  de 
points  forment  une  involution,  dont  a,  a'  sont  les  points 
doubles  (***). 


{*)  Annalidi  Matemalica,t,  U,  §  3,  gennajo-febbrajo  iSSq. 
(**)  Compte  rendu,  etc. y  u.  s.,  §  23. 

(***)  Compte  renduf  etc.,  a. 5.,  §  22. — Annali  di  Matematica,  t.  I,  §  3,  i8, 
magçio-giugno,  i858. 
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Si  li,  ^,  w  sont  trois  points  donnés  de  la  cubique  gauche, 
Thyperboloïde,  dont  il  s  agi  t,  est  engendré  par  les  faisceaux 
homographiques  A  («,  i^,  tv, . . .),  A'  (m,  i',  tv, . . .).  Dans 
ces  faisceaux,  au  plan  Aa!  (tangent  à  la  cubique  en  a  et 
sécant  en  a')  correspond  le  plan  A' a'  (osculateur  en  û/)\ 
et  au  plan  A* a  (tangent  en  a!  et  sécant  en  a)  correspond 
le  plan  Aa  (osculateur  en  a).  Donc,  Thyperboloïde  est 
touché,  en  a  et  a\  par  les  plans  osculateurs  à  la  cubique; 
de  plus,  les  génératrices,  dans  l'autre  système,  passant 
par  a  et  af  sont  la  droite  intersection  des  plans  A  a,  Au 
(c'est-à-dire  âo),  et  la  droite  intersection  des  plans  A'afy 
A  d  (que  nous  désignerons  par  a  o'). 

Donc,  la  droite  ao  détermine  cette  autre  droite  al  d  qui, 
comme  la  première,  passe  par  un  point  al  de  la  cubique 
et  est  si  tuée  dans  le  plan  osculateur  correspondant.  La  pre- 
mière droite  est  Tintersection  du  plan  osculateur  en  a  par 
le  plan  sécant  en  a  et  tangent  en  cl\  la  deuxième  droite  est 
l'intersection  du  plan  osculateur  en  al  par  le  plan  sécant 
en  al  et  tangent  en  a.  Ces  deux  droites  et  les  droites  tan- 
gentes en  a,  a'  à  la  cubique  forment  un  quadrilatère 
gauche  (dont  ao^  do'  sont  deux  côtés  opposés)  qui  est  tout 
entier  sur  la  surface  d'un  hyperboloïde  passant  par  la  cu- 
bique gaucbe,  et  qui  appartient  aussi  (par  le  principe  de 
dualité)  à  un  autre  byperboloïde,  inscrit  dans  ladévelop- 
pable  osculatrice  de  la  cubique. 

Nous  pouvons  donner  à  ces  droites  aOy  dd ^  dont  cha- 
cune détermine  complètement  l'autre,  le  nom  de  droites 
associées. 

6.  Chaque  génératrice  M  de  l' hyperboloïde  passant  par 
la  courbe  gauche,  dans  le  système  (A,  A'),  rencontre 
celle-ci  en  deux  points  «,  ;  et  les  droites  ao^  do'  en  deux 
autres  points  w,  w'.  Or,  j'observe  que  les  points  de  la 
cubique  a,  a';  /,  /  sont  conjugués  harmoniques,  parce 
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que  a,  d  sont  les  éléments  doubles  d'une  involution,  dont 
/,  7  sont  deux  éléments  conjugués.  Donc,  si  nous  conce- 
vons une  autre  génératrice  N  du  même  hyperboloïde, 
dans  le  système  (A,  A',  M),  les  plans  N  (a,  a\  i,  /)  for- 
meront un  faisceau  harmonique.  Mais  oes  plans  sont 
percés  par  la  droite  M  en  ci>,  &>',  i,  /;  donc  la  corde  ij  est 
divisée  barnioniquement  par  ao^  a'ol  en  (o,  <sJ.  Ainsi  nous 
avons  démontré  ce  théorème  : 

Si  Von  se  donne  deux  droites  associées  y  par  rapport 
à  la  cubique  gauche,  chaque  point  de  Vune  a  son  con- 
joint sur  Vautre  i  c'est-à-dire,  toute  corde  de  la  cubique 
gauche  qui  rencontre  Vune  des  deux  droites  associées 
rencontre  aussi  Vautre,  et  est  div^isée  harmoniqucment 
par  les  mêmes  droites  (*). 

On  en  conclut  le  théorème  corrélatif  : 

Deux  droites  associées  étant  données,  chaque  plan 
passant  par  Vune  a  son  conjoint  qui  passe  par  Vautre; 
c'est-à-dire,  toute  droite  qui  est  l'intersection  de  deux 
plans  osculateurs  de  la  cubique  gauche  et  qui  rencontre 
Vune  des  deux  droites  associées  y  rencontre  aussi  V  autre , 
et  détermine  avec  ces  droites  deux  plans  qui  divisent 
harmoniqucment  Vangle  des  plans  osculateurs. 

1,  Reprenons  la  construction  du  n^  4.  La  droite  bc  est 
une  corde  de  la  cubique  gauche  \  elle  est  dans  un  même 
plan  avec  ao^  donc  elle  rencontrera  aussi  a'o'  (associée 
à  ao).  Mais  a'o'  doit  être  dans  le  plan  C  conjoint  au 
plan  donné  O;  de  plus,  l'intersection  des  plans  O,  O' 
est  la  droite  o^Ç^y\  donc  a'  o'  passe  par  a.  Soient  a', 
If^  c'  les  poÎQts  où  la  cubique  gauche  est  rencontrée  par 
le  plan  O';  o'  le  foyer  de  O';  a'o'y  Vo\  dof  seront  les 
droites  associées  à  aOy  bo^  co  respectivement,  c'est-à-dire 

^i#M<W^p»^pp  I   ■■!■■■ ■■».■         ■        ■■1.  I  ■■  II.   ■^-  I  ■     ..,1  ,  ,,—  .        ...  »■—■., 

{*)  Journal Jur  die  reine  undang,  Mathemalik,  Band  58,  §  !/{.  Berlin,  1860. 
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les  traces,  sur  O',  des  plans  osculateurs  en  a',  h\  d.  Il  suit 
de  ce  qui  précède,  que  les  droites  a'o',  é'o',  cfo'  rencon- 
trent la  directrice  commune  des  plans  O,  O'  en  a,  j3,  y; 
d'où,  par  analogie,  on  conclut  que  ao,  boy  co  coupent 
celte  même  directrice  aux  points  a',  (3',  /,  où  elle  est  ren- 
contrée par  éV,  </a',  a'V,  Les  points  a,  a',  |3,  j3',  y,  /  sont 
en  involution,  car  ces  points  sont  les  intersections  d'une 
même  transversale  par  les  six  côtés  du  tétragone  complet 
abco  ;  donc  : 

Les  six  plans  osculateurs,  quon  peut  mener  à  la  cu^ 
bique  gauche  par  deux  points  conjoints,  rencontrent 
toute  droite,  qui  est  V intersection  de  deux  plans  oscu-- 
lateurs^  en  six  points  eh  im^olution. 

Et,  par  conséquent  : 

Les  six  points  oii  la  cubique  gauche  est  rencontrée 
par  deux  plans  conjoints,  sont  en  im^olution^  c'est-à-dire 
que,  les  six  plans  menés  par  ces  points  et  par  une  même 
corde  de  la  cubique  forment  un  faisceau  en  im^olutionl^)^ 

Dans  l'involution  a^  ol\,  ,  ,^  y',  les  trois  points  a,  |3,  y 
sont  suffisants  pour  déterminer  a',  [3',  /.  En  effet,  par  les 
propriétés  connues  du  tétragone  complet,  a  est  conjugué 
harmonique  de  a,  par  rapport  à  (3,  y,  (3'  est  conjugué  har- 
monique de  j3,  par  rapport  à  y,  a  5  et  /  est  conjugué  har- 
monique de  y,  par  rapport  à  a,  |3.  De  même,  on  peut 
dire  que,  sur  la  cubique  gauche,  a',  V^d  sont  conjugués 
harmoniques  de  a,  &,  c,  par  rapport  à  &,  c  ;  e,  a  ;  a,  &,  res- 
pectivement. Ainsi,  il  y  a  une  parfaite  correspondance 
entre  les  points  a  eX  a! ^b  et  i',  c  ei  cf. 

Nous  avons  vu  que  a'o'  est  l'intersection  du  plan  os- 
culateur  en  a!  par  le  plan  tangent  en  a  et  sécant  en  al. 
Donc  ce  dernier  plan  passe  par  a,  et  sa  trace  sur  le  plan 
O  est  aa.  De  même,  &(3  est  la  trace  du  plan  tangent 


(*)  Annali  dl  Matcmatica,  l.  I,  §  27,  settcmbre-otlobre  i858. 


(  3o.  ) 
en  b  et  sécant  en  b\  et  cy'est  la  trace  du  plan  tangent  en 
c  et  sécant  en  </.  Ces  trois  traces  forment  un  triangle 
Imn  homologîque  au  triangle  abc\  le  foyer  o  est  le  cen- 
tre d'homologie,  et  la  directrice  aj3y  est  Taxe  d^homo- 
logie. 

8«  La  droite  oo'  est  la  focale  de  o  et  o\  donc  elle  est 
une  corde  de  la  cubique  gauche  ;  soient  /,  j  les  points  où 
oo'  rencontre  cette  courbe  •,  on  a  démontré  que  oo'  est 
divisée  harmoniquement  par  i,  /  (2).  En  conséquence,  les 
quatre  plans  bc  (o,  o',  i,  j)  forment  un  faisceau  harmo- 
nique. Le  premier  de  ces  plans  passe  par  a  (c'est  le  plan 
O);  le  second  passe  par  a',  car  bc  et  a!o'  sont  dans  un 
même  plan  (7)  -,  donc  les  points  a^  a!^  i^  j  forment,  sur  la 
cubique  gauche,  un  système  harmonique.  Il  en  sera  de 
même  des  points  i,  b\  /,  /,  et  des  points  e,  c\  i\  /;  donc 
I,  /  sont  les  points  doubles  de  Tinvolution  formée  sur  la 
cubique  par  les  points  a,  a',  é,  è',  c,  c'. 

Or,  ces  six  points  résultent  des  deux  plans  conjoints 
G,  O';  donc  si,  par  la  même  directrice  a(3y,  on  mène 
deux  autres  plans  conjoints,  nous  aurons  une  autre  in^ 
volution  de  six  points,  qui  aura  les  mêmes  points  doubles, 
car  I,  y  dépendent  de  la  droite  aj3y  seulement.  Donc  : 

Une  droite,  intersection  de  deux  plans  osculateurs  de 
la  cubique  gauche^  est  l'axe  d^ un  faisceau  de  plans  con* 
joints^  deux  à  deux.  Chaque  couple  de  plans  conjoints 
rencontre  la  cubique  en  six  points  en  inuolution^  et 
les  ini^olutions  correspondantes  à  tous  ces  couples  con- 
stituent une  inuolution  unique,  car  elles  ont  toutes  les 
mêmes  points  doubles. 

Une  corde  de  la  cubique  gauche  confient  une  infinité 
de  points  conjoints,  deux  à  deux.  Chaque  couple  de 
points  conjoints  donne  six  plans  osculateurs  en  immola-- 
tion^les  inv^olutions  correspondantes  à  tous  ces  couples 
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constituent  une  inyolution  unique,  car  elles  ont  toutes 
les  mêmes  plans  doubles. 

On  sait  d'aiUeurs  que,  si  on  a  sur  la  cubique  gauche 
des  couples  de  points  en  inTolotron,  la  droite  qui  joint 
deux  points  conjugués  engendre  un  hyperboloïde  (*)\ 
donc  : 

Dans  un  faisceau  de  plans  conjoints  menés  par  une 
même  directrice,  les  droites  qui  joignent  les  points  où 
chacun  de  ces  plans  rencontre  la  cubique  gauche,  aux 
points  correspondants  dans  le  plan  conjoint,  forment 
un  hjperboloïde  passant  par  la  courbe. 

Dans  un  système  de  points  conjoints  situés  sur  une 
même  corde  de  la  cubique  gauche^  les  droites  intersec- 
tions des  plans  osculateurs  menés  par  chacun  de  ces 
points,  par  les  plans  osculateurs  con^espondants  menés 
par  le  point  conjoint,  forment  un  hjperboloïde  inscrit 
dans  la  déi^eloppable  osculatrice  de  la  courbe  gauche  (**). 

9,  Soient  d^  e,  fies  points  où  ao,  io,  co  rencontrent 
les  droites  tangentes  à  la  cubique  gauche  en  a',  b\  c 
respectivement.  De  même,  soient  d\  e',  f  les  points 
où  les  tangentes  à  la  cubique  en  a,  b,  c  percent  le 
plan  O'.  Cherchons  à  déterminer  la  conique  qui  existe 
dans  le  plan  O,  et  qui  est  le  lieu  des  pôles  du  plan  CK  par 
rapport  aux  coniques  inscrites  dans  la  dévcloppable  oscu- 
latrice de  la  cubique  (3<).  La  conique  inscrite,  qui  est 
dans  le  plan  osculateuv  en  al^  passe  évidemment  par  r/  er 
d^'y  le  poïjUt  de  concours  des  tangentes  en  ces  points  sera 
le  pôle  de  O'  par  rapport  à  eette  conique.  Mais  ce  pôle 
doit  être  dans  le  plan  O^  outre  cela,  la  tangente  en  c^  k 
la  conique   inscrite  est  la  tangente  à  la  cubique  en  ce 


(*)  Compte  rendu,  etc.,  u,  s.,  §  21 . 

(**)  Armait  di  BÊatematica^  t.  11,$  10,  11,  ffennajo-febbrajo  1859. 
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même  point  j  donc  le  pôle  qu'on  cherche  est  rf.  Par  con- 
séquent, la  conique  locale  des  pôles  passe  par  rf,  e,  f. 

Je  vais  construire  le  point  rf.  Observons  que  le  cône  du 
second  degré,  perspectif  à  la  cubique  gauche  et  ayant  sou 
sommet  en  a',  contient  les  générairices  al  (a,  i,  c,  a',  i',  </); 
a! a!  ei^prime  la  tangente  à  la  cubique  en  a^  Donc  la  co- 
nique, intersection  de  ce  cône  par  le  plan  O,  passe  par 
a,  é,  c,  P',  /  et  par  le  point  inconnu  d  (trace  de  a! a!  sur 
O).  Ainsi  il  suffit  d'appliquer  le  théorème  de  Piascal 
{hexagramma  mysticum)  à  l'hexagone  inscrit  adh^'d*/-^ 
qu'on  joigne  l'intersection  de  i(3'  et  a/  à  Tinlersection 
de  ao  et  c[3';  la  droite  ainsi  obtenue  rencontre  c/  en  un 
point  qui,  joint  à  6,  donnera  une  droite  passant  par  d\^ 
d'ailleurs  ce  point  appartient  à  ao  ;  donc,  etc. 

Ainsi  on  peut  construire  les  points  r/,  e,  /* qui  sont  les 
traces,  sur  O,  des  droites  tangentes  à  la  cubique  gauche 
en  a',  h\  d  :  maïs  les  plans  osculateurs  en  ces  points 
passent  par  les  tangentes  dont  il  s'agit;  donc,  aV,  iV,  dd 
étant  les  traces  de  ces  plans  sur  O',  leurs  traces  sur  O  se- 
ront a  rf,  P  e,  yy. 

Le  point  de  concours  des  plans  osculateurs  en  a,  h\  d 
appartient  au  plan  aV d  \  mais  ce  plan  passe  par  ao, 
donc  (5)  son  foyer  est  sur  cette  droite.  Cela  revient  à 
dire  que  j3  e,  y/"  coupent  ao  en  un  même  point  g.  Par 
conséquent,  les  droites  arf,  (Se,  y  y  forment  un  trian- 
gle ghk  homologîque  au  triangle  abc  \  o  est  le  centre  et 
a(3y  l'axe  d'homologie. 

10.  Reprenons  la  conique  suivant  laquelle  le  plan  O 
coupe  le  cône  du  second  degré,  perspectif  à  la  cubique 
gauche  et  ayant  son  sommet  en  al .  Les  plans  dlik  eia'mn 
sont  tangents  à  ce  cône;  donc  la  conique  susdite  est  tou- 
chée en  a  par  mn  et  en  d  par  hk.  Ces  droites  tangentes 
s'entrecoupent  en  a  sur  la  directrice  du  plan  O;  donc  le 
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pôle  de  cette  directrice,  par  rapport  à  la  conique,  est  sur 
ao\  par  conséquent,  ce  pôle  est  le  point  p  conjugué  har^ 
monique  de  a^  par  rapport  à  a,  d.  On  trouvera  ainsi  des 
points  analogues  q,  r  sur  io,  co. 

On  voit  aisément  que  af  est  conjugué  harmonique  de  g 
par  rapport  k  a,  p  '^  de  p  par  rapport  à  ^,  o  ;  de  o  par 
rapport  k  d^  p'^  de  même  pour  |3'  et  /.  Le  point  o  est  le 
pôle  harmonique  de  la  droite  aj3y,  par  rapport  à  tous 
les  triangles  Imn^  abc^  ghk^  pqt\  rfe/homologiques  entre 


eux. 


11.  Continuons  à  déterminer  la  conique  locale  des 
pôles.  Les  plans  dsculateurs  à  la  cubique  gauche  en 
/,  y  (8)  passent  par  aj3y;  les  coniques  inscrites  (dans  la  dé- 
veloppable  osculalrice)  qui  sont  dans  ces  plans  touchent 
a(3y  en  deux  points  x^y^  et  /a:,  iy  sont  tangentes  à  la  cu- 
bique en  y,  i  respectivement.  Il  s'ensuit  que  x,  y  sont  les 
points  doubles  de  l'involution  a,  a',  jS,  /3',  y,  5/.  Il  est  évi- 
dent aussi  que  :r,  y  sont  les  pôles  des  plans  O,  O',  par 
rapport  aux  coniques  inscrites  mentionnées  précédem- 
ment ;  donc  les  coniques  locales  des  pôles  des  plans  O,  CK 
passent  par  :r,  y. 

Or  rhyperboloïde,  lieu  des  droites  intersections  des 
plans  osculateurs  en  a,  al,  i,  b\  c,  (/,...  (8,  dernier 
théorème),  contient  évidemment  les  tangentes  k  la  cubi- 
que gauche  en  /,y,  c'est-à-dire  qu'il  passe  par  x,  y.  Il  passe 
aussi  par  J,  e,  y,  car  desl  un  point  de  l'intersection  des 
plans  osculateurs  en  a,  a',  etc.  Donc  la  conique  locale  des 
pôles  du  plan  O',  k  laquelle  appartiennent  les  points  d^ 
e^J\  a:,  7,  est  tout  entière  sur  l'hyperboloïde  dont  nous 
parlons. 

La  suite  prochainement. 
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DE  U  MÉTHODE  DES  SIlBSTiTUTIONS  SUCCESSIVES 
POUR  LE  CALCUL  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS; 

Pah  m.  LéoN  SANCERY, 
Professeur  au  lycée  d'Auch. 


I. 

Lemme.  —  Si  dans  une  fonction  (f{x)j  algébrique  ou 
transcendante,  on  remplace  x  par  une  certaine  valeur 
Xi,  puis  successiv^ement  par  les  valeurs  x^^  x^^  x^y  Xg,.., 
qu  acquiert  cette  fonction  pour  les  valeurs  x^,  x^^  x^^ 
0:4,.. •,  et  si  les  quantités  Xi^  x^^  .rj,...  tendent  vers  une 
certaine  limite  a,  a  est  une  racine  de  Inéquation 

En  effet,  en  posant 

r  identité 
devient 

a  —  A,  =:«j)(a  —  A)  =  y(a)  —  A  y'  (a  —  Bh). 

Or,  h  et  hi  étant  des  quantités  qui  par  hypothèse  tendent 
indéfiniment  vers  zéro,  la  relation  précédente  devient, 
en  passant  aux  limites,  a  =  cp  (a).  Cela  suppose  toutefois 
que  f'(a)  est  une  quantité  finie  et  que  (f^(x)  est  con- 
tinue dans  le  voisinage  de  f  '  (a). 

n. 

Soient    actuellement  F  (x)  =  o  une  équation    algé- 

Ann    de  Aiathémal.f  2*  série,  t.  {^^.  (Août  1S63.)  20 
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brique  ou  transcendante  et  Xi  une  valeur  approchée  d'une 
certaine  racine  a,  en  sorte  qu'entre  :r,  et  a  il  n'y  ait  pas 
d'autre  racine  de  Téquation.  Mettons  F  (x)  =  o  sous 
la  forme  x=(f  [x)  et  remplaçons  dans  le  second  membre 
X  par  Xi^  puis  par  la  valeur  Xft  de  y  (xj  ),  puis  par  la  va- 
leur x^  de  ^(xj),  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Si  les 
quantités  oTi,  Xa,  0:3, ...  ainsi  obtenues  forment  une  suite 
croissante  ou  décroissante,  chaque  terme  étant,  suivant 
le  cas,  supérieur  ou  inférieur  à  a  ;  ou  bien,  si  ces  quan- 
tités sont  alternativement  supérieures  et  inférieures  à  a, 
la  valeur  absolue  de  la  différence  de  deux  valeurs  consé- 
cutives tendant  indéfiniment  vers  zéro,  la  limite  de  ces 
quantités  ne  sera  autre  que  la  racine  oc. 

III. 

Cherchons  quelles  sont  les  conditions  que  doivent 
remplir  la  fonction  (f  (x)  et  la  valeur  Xi  pour  que  les 
quantités  Xi^  x^,  Xs,...  soient  toutes  supérieures  ou  in- 
férieures à  une  racine  a  de  l'équation  x^=  (^  (a:),  et  pour 
qu'elles  approchent  indéfiniment  de  cette  racine. 

Des  deux  égalités 


on  déduit 
ou  bien 


«  =  ?(«)»       ^n+i  =  <p(-^«) 


a  — J7„+,  =  <p[^„-|-  (a  — a:„)\  —  (f  {x„) 

=  (a  —  -rn)  Y  [j?/i  4-  0  (a  — -  a:„)\. 

Pour  que  jf:„,  Xn^i  soient  des  valeurs  approchées  dans  le 
même  sens  de  la  racine  a,  cp'  [:r„  -^-0  (a  —  a:„)]  doit  être 
positif  et  en  outre  moindre  que  Puni  té,  afin  que  Xn^t  soit 
plus  approché  que  a:„. 

Si  cj»'  (a)  est  positif  et  plus  petit  que  Tunité,  il  existera^ 
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en  supposant  <f  (x)  continue  dans  le  voisinage  de  (f  (a), 
un  certain  intervalle  renfermant  la  racine  a,  pour  lequel 
X  croissant,  la  fonction  cf*  [x)  sera  continuellement  crois- 
sante ou  décroissante,  et  oftrira  par  conséquent  des  va- 
leurs supérieures  à  zéro  et  plus  petites  que  Tunité.  On 
pourra  donc  satisfaire  à  la  double  inégalité 


?'(') 


par  une  infinité  de  valeurs  différentes  de  a. 

Soient  L,  L' les  limites  de  cet  intervalle,  Xn  une  valeur 
comprise  «ntre  L  et  L',  et  supposons  que  <j)'  (x)  augmente 
avec  X.  Si  x„  <^  a,  on  aura,  6  étant  une  certaine  fraction 
positive  moindre  que  i,  j?„  4- 9  (a — Xn)<Ca,  et  par 
conséquent 


?'[^«-l-ô(a  — JC«)] 


<?'{«) 


Or, 

a  —  .r,+,  =  (a  —  x„)  (p'  [x„  -h  0  (a  —  ar,)], 

donc  Xn+i  est  une  valeur  inférieure  à  a,  mais  plus  appro- 
chée que  Xn» 

Pareillement  de  l'inégalité  :r„^i  <^  a  on  déduit 

^„+,  -f-  9  (a  —  ^„+,)  <;  a, 


et  par  conséquent 


donc  Xn+t  est  une  valeur  inférieure  à  a  et  plus  approchée 
que  x„+i . 

Si  x„  ^  a,  on  aura,  9  étant  toujours  un  nombre  com- 
pris entre  o  et  i ^  x^  -h  0  (a  —  x^)  >  a,  et  par  suite 


(j)'[jc„-|-9(a— ar„)] 


20. 


dent  cî/'  (x) 


^     à  l'aide  des  valeurs 
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or, 

.r„+,  -^  a  =  (.r„  —  a)  f  [r„  +  ô  (a  —  J?„)], 

donc  Xn^i  est  une  valeur  supérieure  à  a,  mais  approchant 
plus  de  a  que  a:„.  De  même  la  valeur  x„^x  fournira  une 
valeur  Xn^t  supérieure  à  a,  mais  plus  approchée  que  x^^i. 
On  voit  par  là  que  lorsque  cf'  (a)  est  moindre  que  i, 
on  peut  trouver  des  valeurs  supérieures  ou  inférieures  à  a 
indifféremment,  qui,  prises  pour  valeurs  initiales  ou  de 
départ,  fourniront  des  valeurs  successives  de  plus  en  plus 
approchées  de  la  racine  a.  Il  suffit  que  les  valeurs  ini- 
tiales  soient  comprises  entre  les  quantités  L,  L'  qui  ren- 

Si  <^'(a)  était  supérieur  à  Tunité,  il  serait  impossible 

de  satisfaire  à  Finégalité  oj'  (x) 

voisines  de  a. 

Si  <j)'  (a)  =  I,  on  pourra  encore  satisfaire  à  Tinégalité 

cj>'  (x)  9  à  moins  que  y'  (a)  ne  soit  un  minimum  de 

cf'(j:),  et  par  conséquent,  trouver  une  valeur  de  départ 
qui  fournisse  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  la 
racine. 

Toutefois  il  est  bon  de  remarquer  que  Ton  n'est  pas 
tenu  de  prendre  pour  valeur  initiale  Xi  une  quantité 
comprise  entre  L  et  17.  En  effet,  pour  que  la  valeur  Xt 
soit  plus  approchée  que  la  précédente  Xi^  il  suffit,  d'après 
Tégalité 

a  —  j-,  :=  (a  —  .r,)  tp'  [jr  4-  6  (a  —  a:,)] 

que  ç'  [T|  •+-  0  (a  —  oTi)]  soit  positif  et  moindre  que  i. 
Or,  ce  résultat  peut  être  obtenu  sans  que  cf'(a:,)  soit 
compris  entre  o  et  i .  Car  si  (j/'  (x)  croît  avec  x,  et  que  x, 
soit  plus  petit  que  a,  x^  -f-  9  (a  —  .r,  )  étant  plus  granc 
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que  OTj,  OQ  aura 

(p'  [^,  -f-  Ô  (a  —  JT,  )1  >  y'  (x,  ), 

et  par  conséquent  il  peut  se  faire  que  (f'  (xt)  soit  négalii' 
et  voisin  de  zéro,  tandis  que  (f'  [xi  •+■  0  («  —  ^i)]  est  po- 
sitif et  moindre  que  i.  Si  oTi  >  a,  commexi-t-0(a  —  Xi) 
est  plus  petit  que  oTi,  on  aura 

et,  par  suite,  il  peut  arriver  que  (p'  (oTijsoit  plus  grand  que 
I,  en  même  temps  que  ({»'  [j?i  -+-  ô  («  —  oTi)]  est  inférieur 
à  Funité. 

En  prenant  une  valeur  de  départ  x^  ne  satisfaisant  pas 
à  la  condition  d'être  comprise  entre  les  quantités  L  et  L', 
on  sera  tenu  de  se  livrer  à  une  discussion  des  valeurs 
successives  que  l'on  obtiendra,  afin  de  montrer  qu'elles 
approchent  de  plus  en  plus  de  la  racine  a.  Toutefois 
cette  discussion  ne  pourra  jamais  porter  que  sur  les  pre- 
mières d'entre  les  valeurs  obtenues,  car  si  la  méthode 
est  applicable,  elle  finira  par  donner  des  valeurs  com- 
prises entre  L  et  L'. 

De  la  relation 

on  déduit  que  la  valeur  x^+i  approchera  d^autant  plus  de 
a  que  cp'[x„-h0(a  —  ^„)]  sera  plus  voisin  de  zéro, 
c'est-à-dire  que  les  valeurs  successivement  obtenues  con- 
vergeront d'autant  plus  rapidement  vers  la  racine  a  que 
les  valeurs  de  cj>'  [x)  seront  plus  petites.  Si  çp'  (x)  est  une 
fonction  croissante  avec  x,  les  valeurs  de  cette  fonction 
correspondant  à  des  valeurs  de  x  inférieures  à  a,  seront 
plus  petites  que  les  valeurs  de  cette  même  fonction  re- 
latives à  des  valeurs  de  x  supérieures  à  a^  il  sera  donc 
plus  avantageux  de  choisir  entre  deux  valeurs  également 
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approchées  de  la  racine  a,  celle  qui  Test  par  défaut.  Sî 
au  contraire  cf'  (x)  est  une  fonction  décroissante  quand 
X  croît,  il  vaudra  mieux  prendre  pour  valeur  de  départ 
une  valeur  approchée  par  excès. 

IV. 

Etablissons  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire 
la  fonction  cp  [x)  et  la  quantité  Xi  pour  que  les  valeurs 
jCj,  a^j,  Xs,...  soient  alternativement  supérieures  et  infé- 
rieures à  a,  et  que  la  différence  de  deux  valeurs  consécu- 
tives tende  indéfiniment  vers  zéro. 

Des  égalités  a  =  Qi  [ol)^  Xn^i  =  cf  (.r„),  on  déduit 

Pour  que  les  quantités  or^+i,  Xn  soient  Tune  supérieure, 
l'autre  inférieure  à  a,  les  deux  différences  a — ^n+it 
a  —  Xn  doivent  être  de  signes  contraires,  et  pour  cela  il 
faut  que  cf'  [x„  -f-  9  (a  —  x„)]  soit  négatif.  De  plus, 

on  aura  donc 

et  afin  que  x^+i  —  x„+,  ait  une  valeur  absolue  moindre 
que  celle  de  x^+i  —  a:„,  il  faut  que  la  valeur  absolue  de 

cf '  [Xn  +  9i  ( JCn+i  —  ^'»)]  ^^^^  moindre  que  i . 

Si  cf'(a)  est  compris  entre  o  et  —  i,  et  si  cj>' (x)  est 
une  fonction  continue  dans  le  voisinage  de  ^' (a),  on 
pourra  trouver  deux  quantités  L,  L'  comprenant  la  ra- 
dne  a  et  telles  que,  dans  l'intervalle  L...  L',  (^'  (x)  soit 
continuellement  croissante  ou  décroissante  et  acquière 
une  valeur  négative  plus  grande  que  — i.  Posons 

L  <  a  <  L' 
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et  soit  Xn  une  valeur  comprise  entre  L  et  \J  de  telle  sorte 
que  la  différence  a  — Xn  soit  en  valeur  absolue  moindre 
que  la  plus  petite  des  différences  a  —  L,  \J  —  a.  Xn  peut 
être  supérieur  à  a;  alors,  en  admettant  que  ^'  {x)  soit 


croissante  avec  x^  on  aura 


?'('.) 


et  comme  on  a 


^i,-|-ô(a  — ar„)>a. 


on  aura  de  même 

<p'[ar„  -h  ô  (a  —  acn)] 

Donc,  d'après  Tégalilé 


la  différence  a  —  x„+i  sera  de  signe  contraire  à  a  —  a:„, 
c'est-à-dire  positive  et  moindre  que  sa  valeur  numé- 
rique. Conséquemment  x^^^  sera  une  valeur  plus  ap- 
prochée de  a  et  comprise  entre  L  et  U.  De  Tinégalité 
Xn+^  <^  a,  on  conclut 


.r, 


«+i 


don( 


4-ô(a  —  J?«+i)<C*i 


rf'[xn+x  H-  Ô(a  —  ar„+,)] 


la  valeur  a — j:„+j  sera  donc  désigne  contraire  à  a — ^„+i, 
c'est-à-dire  négative  et  en  valeur  absolue  moindre  qu'elle. 
^R+t  ^t  ainsi  plus  approché  que  Xn^x  et  nécessairement 
aussi  plus  approché  que  a:„.  On  arrivera  aux  mêmes  ré- 
sultats en  supposant  Xn  inférieur  à  a. 

Si  cp'  (a)  <^ —  I,  il  est  impossible  de  satisfaire  à  Tiné- 

galité  (f'  [x)  par  des  valeurs  voisines  de  a. 


M 
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Si  ^'(«)  = — I,  on  pourra  toujours  satisfaire  à  Tiné- 

galité  cj»'  [x)  9  à  moins  que  y'  (x)  ne  soit  un  maxi- 

mum de^'  (x). 


»  on  peut  trouver 


On  vient  de  voir  que  si  9'  (a) 

une  valeur  de  départ  c[ui  donne  des  valeurs  de  plus 
en  plus  approchées  de  la  racine  a,  ailernativement  par 
défaut  et  par  excès.  Toutefois,  puisqu'il  suffit,  pour  un 
juste  emploi  de  la  méthode^  que  a)'[^„-f-  9i  (^„+i  —  Xn) 
soit  compris  entre  o  et  —  i ,  il  est  bon  de  remarquer  que 
cette  condition  peut  être  remplie  sans  qu'on  ait 


ç'[j:.4-Ô(a  — x„)] 


ou  en  valeur  absolue  a  —  Xn+t  <C  «  —  w,  c'est-à-dire  sans 
que  la  valeur  Xn  soit  située  dans  le  plus  petit  des  deux 
intervalles  U...  a,  a...L  et  même  sans  que  ^'  (Xn)  soit 
compris  entre  o  et  —  i .  Mais  lorsque  la  valeur  Xn  ne  sera 
pas  située  dans  le  plus  petit  des  intervalles  U.«.a,  a...L, 
une  discussion  des  valeurs  successivement  obtenues  est  in- 
dispensable. (Im  suite  prochainement,) 
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SOLUTION  DES  QUESTIONS  622,  621 

(TOir  p.  171); 

Par  m.  g.  BARTET, 

Elève  du  lycée  Napoléon  (classe  de  M.  Vacquant). 


1°  Question  622  (Bobillier). 

Je  prends  pour  origine  le  foyer,  pour  axe  des  x  Taxe  de 
la  courbe  génératrice,  pour  plan  des  xjr  un  plan  perpen- 
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dÎGulaire  au  plan  sccant;  les  axes  sont  d'ailleurs  rectan- 
gui  aires. 

L^équalion  de  la  courbe  méridienne  dans  le  plan  de» 
xy  est 

c  est  rexcentricité,  y  =  o  représente  la  directrice  : 

La  surface  de  révolution  sera  représentée  par 

(i)  x»-|-j2  4-z'  =  t^'f. 

Le  plan  sécant  a  pour  équation 
(2)  wx-f-  ny"=i  \, 

Le  cône  ayant  pour  sommet  Torigine  et  pour  directrice 
la  courbe  représentée  par  Tensemble  des  équations  (i)  et 
(a)  a  pour  équation 

x^  ^yt  ^  z^  :=.  ^  \ax -\'  h  (mx  -f-  ny  )]*. 

Mise  sous  cette  forme,  1  équation  montre  bien  que  le 
cône  est  de  révolution,  l'axe  étant  une  droite  passant  par 
l'origine  perpendiculaire  au  plan 

ax-^  b  [mx -{-  njr'j  =  o. 

Cette  droite  sera  située  dans  le  plan  des  xy. 

Le  pôle  du  plan  représenté  par  Téquation  (  2  )  est  un 
point  du  plan  xy.  Je  dis  que  Taxe  du  cône  passe  par  ce 
point.  En  effet,  considérons  la  courbe  méridienne  dans 
le  plan  des  xy  \  le  cône  est  coupé  par  le  plan  des  xy  sui- 
vant deux  génératrices  FA,  FB.  Le  plan  des  xy  est  coupé 
suivant  la  droite  AB  par  le  plan  donné  mx  -+•  ny  =  i. 
Menons  les  tangentes  à  la  courbe  méridienne  en  A  et  B  ; 
soit  C  le  pôle  ou  Tintersection  de  ces  deux  tangentes  ^  je 
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sais  que  FC  est  bissectrice  de  l'angle  AFB;  d'ailleurs 
l'axe  du  cône  est  aussi  bissectrice  de  cet  angle  :  donc  ces 
deux  lignes  coïncident  (*).  c.   q.  f.   d. 

2*^  Question  621   (Mannheim). 

1°  On  sait  que  le  lieu  du  point  F,  en  prenant  pour  ori- 
gine le  point  Oet  pour  axe  polaire  OX,  est  représenté  par 
l'équation 

'        sm  2  &> 

p  étant  le  demi -paramètre  de  la  parabole;  on  a,  sur  la 
figure, 

Par  O  je  mène  une  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole,  OR 
qui  rencontre  la  tangente  au  sommet  en  K.  On  sait  que 

YOK  =  FOX=ra>. 


—P 


D'ailleurs  OK  =  ^,  donc  OF'  = — ^ 

2  2C0S2Qi> 

Soit  û).  =  F'  OX  =  «  •+-  -9  on  aura  OF'  = 

2  2COS26>i 

Faisons  tourner  dans  son  plan  la  courbe  OF'  d'un  angle 
7»   Soit  «,  =  Wi -+--7  5  on  aura  OF' = : ;  ainsi 

4  4  2Sm2«a 

après  cette  rotation  le  lieu  de  F'  devient  homothétique 
avec  celui  de  F,  le  rapport  de  similitude  étant  — 

2**  Dire  que  la  tangente  en  F  au  lieu  de  F  passe  en  F', 
c'est  dire  que  la  sous-tangente  de  F  est  OF'.    D'après 


(*)  M.  A.  Schnée,  élève  du  lycée  Gharlemagne,  a  résolu  la  même  ques- 
tion par  un  moyen  semblable. 


(3.5) 
une  formule  couuue,  on  a 

sous-tani?  =  —  — ,  = ; 

p  2CO$2&> 

donc  la  sous- tangente  se  confond  bien  avec  0F^ 

3**  De  même  OC  est  la  sous-tangente  du  lieu  de  F'  en  F'. 

En  effet,  on  a 

p'                p 
sous-tang  =  —  ^  =  —  -^—^ =  ^^  5 

p  4^^"^^i 

mais 

sm2oi»  sm2fli>i 

donc 

0F  =  40C. 

C.    Q.    F.    D. 

Note,  —  Des  solutions  à  peu  près  semblables  à  celle 
qui  précède  nous  ont  été  adressées  par  MM.  L.  Abadie; 
Abraham  Schnée,  élève  du  lycée  Charlemagne;  Frédé- 
ric Delafond  et  G.  Mahuet,  élèves  du  lycée  de  Lyon; 
G.  Halphen  y  élève  du  lycée  Saint-Louis. 

MM.  A.  Combler,  G.-B.  (de  Florem^e),  J.-J.  Hem- 
ming,  élève  de  l'Association  Polytechnique,  à  Zurich, 
ont  résolu  la  même  question  sans  faire  usage  des  coor- 
données polaires. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE 

De  m.  BELTRAMI  (de  Milan), 


Malgré  la  solution  fort  ingénieuse  que  M.  Delorme  a 
donnée  (cahier  de  mai)  de  la  question  américaine  n^  3, 


{  3.6  ) 
je  me  permets  de  vous  communiquer  la  suivante,  pure- 
ment algébrique. 
En  posant 

X  sina -jr  X  cosct  =  u,    X  cosoL  —  xsmoL  =  v, 

les  deux  équations  entre  lesquelles  il  faut  éliminer  cj>  s'é' 
crivent  de  la  manière  suivante 

u  cosy  4-  c  sin  y  =  2^1  siny  ces  y, 
—  tt  sin  (p  +  c  cosf  =2a(  ces'  y  —  sin'  <f)  ; 

d'où  Ton  tire,  en  résolvant  par  rapport  à  m  et  j^, 
De  ces  équations,  on  déduit  immédiatement 

G.    Q.    F.    D. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LA  QUESTION  614; 

Par  m.  Henri  DELORMË. 


Je  rappelle  l'énoncé  : 

Soit  F  le  foyer  d'une  ellipse  donnée^  en  un  point  M 
de  la  courbe  on  mène  la  tangente,  le  point  T  oii  elle 
coupe  le  petit  axe  se  projette  sur  le  rayon  vecteur  FM 
en  Q.  On  demande  le  lieu  du  point  Q  quand  M  décrit 
l 'ellipse.  (  Mannheim.  ) 

Je  joins  FM,  et  du  second  foyer  F'  j'abaisse  sur  la 


(  3'7  ) 
tangenle  MT  une  perpendiculaire  que  je  prolonge  jusqu^à 
la  rencontre  de  MF  en  K.  Je  joins  ÏK,  TF  et  TF'.  J'ai 

TF  =  TF'  =  TK. 

Donc  le  triangle  TFK  est  isocèle,  et  par  conséquent  le 
point  Q  est  le  milieu  de  FK.  Donc 

FQ  =  «. 

Ainsi  le  lieu  demandé  est  un  cercle  décrit  du  foyer  F 
comme  centre  avec  le  demi  grand  axe  pour  rayon.  Ce 
cercle  passe  évidemment  par  les  extrémités  du  petit  axe. 

Note.  Des  solutions  géométriques  peu  différentes  nous 
ont  été  adressées  par  M.  Jullin,  élève  du  lycée  de  Ma- 
çon; M.  F.  Pinsonnière,  élève  du  lycée  Saint-Louis 
(classe  de  M.  Amiol);  et  par  MM.  Ch.  Kessler  et  Mo- 
gni.  M.  Mogni  remarque  :  i®  que  les  projections  du 
point  T  sur  les  rayons  FM,  F'  M  sont  sur  une  droite  qui 
passe  par  le  centre  de  l'ellipse  \  2®  que  la  même  solution 
convient  à  Fhyperbole.  Dans  la  parabole,  le  lieu  du  point 
Q  est  un  cercle  ayant  pour  centre  le  foyer  et  pour 
rayon  la  distance  du  foyer  au  sommet  de  la  courbe. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  614; 

Par  m.  FERFIK, 

Capitaine  d'Etat-Major  (à  Gonstantinople). 


Soient  c  la  projection  du  point  C,  centre  de  Tellipse, 

sur  le  rayon  vecteur  MF;  t  la  projection  du  point  T 
sur  Cc^  et  m  celle  de  M  sur  CF;  .r',  y'  les  coordonnées 
du  point  M.  Posons 

F<?=/w,      cq  =  Ttz=n,      FQ  =  r,      FM  =/    et     FC  =  c; 


(3.8) 
Ou  a 

d'où 


(7 


On  sait  que 


r  =  /«  -f-  «  =  ^ ^  -f  -7;' 


^  ex' 


on  a 

\      a}  —  ex        ' 

et,  en  remplaçant  c'  par  a*  —  A', 

On  en  conclut  que  le  lieu  cherché  est  un  cercle  dont  le 
rayon  est  le  demi  grand  axe  a  et  dont  le  centre  est  le 
foyer  F, 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  623  (BOBILLIER); 

.     Par  m.  Abraham  SCHNÉE, 
Elève  du  lycée  Charleraagne. 


Une  droite  glisse  sur  deux  autres  non  situées  dans  un 
même  plan,  de  telle  sorte  que  la  partie  interceptée  entre 


i^)  D'après  la  similitude  des  triangles  FcG,  MmF. 

{**)  Parce  que  les  triangles  TG  f,  M  mF  sont  semblabltis  et  qu'en  outre 

TC  =  -7.  (  iYo/«  du  Rédacuur.  ) 
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elles  soit  constamment  vue  sous  un  angle  droit  d'un 
certain  point  de  V espace;  cette  droite  engendre  une  sur- 
face gauche  du  second  ordre. 

Je  prends  pour  axe  des  z  la  plus  courte  distance  des 
deux  droites,  et  pour  plan  des  xj  un  plan  perpendicu- 
laire à  cette  plus  courte  distance  en  son  milieu.  Les  axes 
des  X  et  des  y  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par 
les  projections  des  deux  droites  sur  le  plan  des  xy. 

Cela  posé,  leurs  équations  seront 

(1)  z  =  ky         y=:  —  mxy 

(2)  z= — ky     yz=:mx. 

Menons  un  plan  par  la  première, 

(3)  z  —  k'^\[y-\'mx)  =  o. 
Menons  de  même  un  plan  par  la  seconde, 

L'intersection  de  ces  deux  plans  représente  une  droite 
qui  s'appuie  à  la  fois  sur  les  deux  autres. 

Cherchons  les  coordonnées  des  points  de  rencontre,  il 
suffit  de  résoudre  simultanément  les  équations  (1),  (3) 
et  (4),  puis  (2),  (3)  et  (4).  On  trouve  ainsi  pour  le  pre- 


mier 


k  k 


pour  le  second 


k  k 

x^=- — >    r  =  r'    *= — ^• 

A/W  A 


Soient  a^  h^  c  les  coordonnées  du  point  donné  de  l'es- 
pace; en  écrivant  que  le  carré  du  premier  côté  du 
triangle  formé  par  ce  point  et  les  deux  points  précédents 
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est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres,  j'exprime- 
rai que  la  partie  interceptée  est  constammeut  vue  sous 
un  angle  droit  5  on  aura  donc  la  relation 


I        I  ^' 


+  ^-M;-^v)  +4^' 


4-  U  —  ^X-h(c-hky. 

Eliminons  X  et  X'  entre  les  équations  (3),  (4)  et  (5),  nous 
aurons  l'équation  de  la  surface.  Ou  trouve,  après  réduc- 
tions, 

-h  /w*  (a^  -4-  ^2  _|_  ^a  _  ^5  j  gi  ^  2  /•  mayz  -h  2  Am^  bzx 

C'est  une  surface  du  second  ordre,  et  elle  est  gauche, 
puisqu'elle  est  engendrée  par  une  droite  s'appuyant  sur 
deux  autres  qui  ne  se  rencontrent  pas. 


(^)  Cette  équation  représente»  dans  le  cas  le  plus  général,  un  hyperbo- 
loïde  à  une  nappe  dont  le  centre  a  pour  coordonnées 

—  a  m*  b 

m' —  I  m'  —  I 

Dans  les  cas  particuliers,  elle  représente  un  paraboloide  hyperbolique, 
le  système  de  deux  plans,  etc.  Nous  engageons  M.  Schnée  à  discuter  Té- 
quation  qu'il  a  obtenue.  {Note  du  Rédacteur.) 
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QUESTION  493 

(roir  tome  YIII,  page  444). 

Soit  P  un  point  d'une  courbe  A  ;  C  /e  centre  de  cour^ 
bure  enP]  O  un  point  fixe,  origine  des  rayons  vecteurs; 
CD  perpendiculaire  à  CP^  et  D  le  point  d* intersection  de 
CD  a\^ec  le  rayon  vecteur  PO,  ou  bien  ai^ec  son  prolon- 
gement. Si  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  A  est  pro- 
portionnel à  une  puissance  n  quelconque  de  laperpen^ 
diculaire  conduite  de  Vorigine  O  sur  la  tangente  à  la 
courbe,  le  rayon  de  courbure  de  la  dév^eloppée  de  A  et 
correspondant  au  point  G  sera  égal  à  n.  CD. 

Géniéralisation  et  Solution  par  M.  SÂCCHI  (de  Milan). 


Que  Ton  tîreOQ  perpendiculaire  à  CP;  OQ  et  QP  se- 
ront les  longueurs  des  perpendiculaires  conduites  de  O 
sur  la  normale  et  sur  la  tangente  à  la  courbe  A  en  P. 

En  posant 

QP=:/?,     0Q  =  ^,     OP==r,     CP=R, 

et  en  nommant  Ri  le  rayon  de  courbure  de  la  dévelop- 
pée, a  l'angle  compris  entre  R  et  un  axe  fixe,  et  en  dési- 
gnant avec  un  accent  la  dérivée  par  rapport  à  a^  on  aura 
les  formules  connues 

(l)  R'  =  R.,      p'=q, 

et  à  cause  des  triangles  semblables  PCD,  PQO, 

(2)  CD  =  ^R. 

'  .  P 

Or,  a  indiquant  une  constante  et  n  un  nombre  quelcon- 

iifin.  de  Maihémat.t  q*  série,  1. 1®'.  (Septembre iSOsO        21 
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que,  ou  a  par  hypothèse 

(3)  K=zap", 

et  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  a,  eu  égard  aux 
relations  (i),  (?),  (3),  on  obtient 

R,  =  «  .  CD, 

laquelle  démontre  la  proposition  énoncée.  Le  rayon  de 
courbure  Ri  doit  être  porté  de  C  vers  D,  ou  bien  en  sens 
contraire,  suivant  que  n  esl  positif  ou  négatif. 

Si  dans  l'équation  (3)  on  remplace  R  par  sa  valeur  —j^y' 

et  qu'on  représente  par  h  et  k  deux  constantes,  on  aura, 
en  intégrant  l'équation  résultante  : 

laquelle  est  l'équation  entre  r  et  p  de  la  famille  des  cour- 
bes dont  le  rayon  de  courbure  satisfait  à  la  condition  (3) 
donnée  dans  la  question. 

Cette  dernière  représente,  dans  le  cas  de  n  =  —  3, 
les  coniques  rapportées  au  centre;  n=i  l'épicycloïde 
rapportée  au  centre  du  cercle  fixe,  et  aussi  la  dévelop- 
pante de  la  circonférence  quand  on  a,  en  outre,  A  r=  i. 
En  supposant  dans  la  même  équation  /e  =  o,  la  résultante 
représente,  pour  «  =  3,  la  parabole  rapportée  au  foyer; 
n  =  o,  la  circonférence  rapportée  à  l'un  de  -ses  points  ; 
72  =  I ,  la  spirale  logarithmique  rapportée  au  point  asymp- 
lotique;  n  =.  —  3  l'hyberbole  équilatère  rapportée  au 

centre;  tï  =  ->  la  cardioïde  rapportée    au  point   de  re- 

broussement;  n  =:  —  ^9  la  lemniscale  de  Bernoulli  rap- 
portée au  centre;  etc. 
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THÉORÈMES; 

Par  m.  Paul  SERRET. 


a,        Oi 

^n 

-  —--h.. 

..+    — 

Pi        P^ 

Pn 

i.  Soient  un  polygone  inscriptible,  et  ai,  atv9  ^»  ^^^ 
longueurs  de  ses  côtés  ]  M  un  point  qui  se  meut  sous  la 
condition  que  ses  distances  positives  pi,  ^j,.  •  >j  pn  aux 
côtés  de  ce  polygone  soient  liées  par  la  relation 


(•) 


le  point  M  décrit  l'arc  du  cercle  circonscrit  au  poly- 
gone, sous-tendu  par  le  côté  a^. 

Si  le  polygone  est  régulier,  la  relation  entre  les  dis- 
tances se  réduit  à  celle-ci  : 

(ï'  —  =  -.-f-...H 

Pi         P^  Pn 

2.  Une  droite  se  meut  dans  le  plan  d'un  polygone  ré'- 
gulier,  de  manière  que  les  distances  de  ^i,  ^,,,, ..,  y„ 
des  sommets  de  ce  polygone  à  cette  droite,  soient  liées  par 
la  relation 
,  .  Il  1 

2)  —  =  — -h...-h   -. 

La  droite  mobile  a  pour  enveloppe  Tare  du  cercle  inscrit 
au  polygone,  sous-tendu  par  la  polaire  du  premier  som- 
met. 

Si  le  polygone  est  circonscriptible  sans  être  régulier,  il 
existe  encore  un  théorème  analogue  se  traduisant  par 
une  formule  semblable  à  la  formule  (i). 

'21. 
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3.  Soient  deux  séries  de  cercles  orthogonaux  et  un 
quadrilatère  convexe  ayant  pour  sommets  les  traces  d'un 
cercle  variable  de  la  première  série  sur  deux  cercles 
fixes  de  la  seconde  :  les  côtés  opposés  et  les  diagonales 
de  ce  quadrilatère  se  coupent  suivant  deux  points  fixes. 


4f.  Si  «1,  aj, . . . ,  a„  désignent  n  arcs  formant  unepro- 

n 


portion  arithmétique  dont  la  raison  est  —  9  toutes  les  ra- 
cines de  l'équation 


I  I  I 

H h  ...  H =  o 


X  —  cosa,        .r — cosaj  x — cosa„ 


sont  réelles,  et  cos  -  est  l'une  de  ces  racines  (conséquence 
du  théorème  2). 

5.  Soient  une  spirale  logarithmique,  une  corde  mo- 
bile vue  de  V origine  sous  un  angle  constant,  et  le  pôle  de 
cette  corde  par  rapport  à  la  spirale  ou  le  point  de  con- 
cours des  tangentes  à  la  courbe,  menées  parles  extrémités 
de  la  corde;  l'enveloppe  de  la  corde  mobile  et  la  ligne 
décrite  par  le  pôle  sont  deux  spirales  logarithmiques.  Le 
sommet  d'un  angle  constant,  circonscrit  à  une  spirale  lo- 
garithmique, décrit  de  même  une  spirale. 

6.  Un  cercle  variable  passe  constamment  par  le  centre 
d'un  cercle  donné  :  l'enveloppe  de  ce  cercle  et  l'enveloppe 
de  la  droite  mobile  qui  réunit  ses  traces  sur  le  cercle 
donné  sont  deux  courbes  réciproques. 

L'enveloppe  d'une  sphère,  se  mouvant  sous  une  condi- 
tion analogue,  donne  lieu  à  une  proposition  semblable. 

7.  Un  cercle  variable  passant  constamment  par  un 
point  fixe  O,  si  l'enveloppe  de  la  droi te  qui  réunit  ses 
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traces  sur  un  cercle  fixe,  est  représentée  par  Téquatiou 

(r)  /(p,ea)  =  0, 

Téquation 

(2)  /  I ,  «  I  ==  o, 

^  ^  "^   \p4-/icos«       /  ' 

où  m  et  71  désignent  des  constantes,  représentera  Tenve- 
loppe  du  cercle  variable  \  et  les  deux  enveloppes  seron  l 
simultanément  circulaires^  pour  trois  positions  distinc- 
tes du  point  fixe  O  par  rapport  au  cercle  donné  (*). 


NOTE  SUR  UNE  FORMULE  CONNUE; 

Par  m.  Paul  SERRET. 


1 .  «  Si  une  ligne  plane  admet  un  diamètre  rectiligne, 
les  rayons  de  courburedecette  ligne,  aux  extrémités  d'une 
corde  AA'  conjuguée  à  ce  diamètre,  sont  inversement 
proportionnels  aux  cubes  des  sinus  des  angles  que  for- 
ment, avec  le  diamètre,  les  tangentes  menées  par  les  ex- 
trémités de  la  corde,  m 

Que  l'on  considère,  en  effet,  en  même  temps  que  la 
corde  fixe  AA',  deux  autres  cordes  BB',  CC,  conjuguées 
au  diamètre  et  infiniment  voisines  de  la  première.  Les 

R. 
triangles  ABC,  A'B'C  étant  équivalents,  le  rapport  -- 

Ri 

des  rayons  des  cercles  circonscrits  à  ces  triangles  est  égal 
au  produit  des  rapports  de  leurs  côtés  homologues;  et  l'un 
quelconque  de  ces  derniers  rapports  a  pour  limite,  quand 
les  points  B  et  C,  B'  et  01  se  rapprochent  indéfiniment  des 

(*)  M.  Serret  ne  nous  ayant  pas  fait  connaître  les  démonstrations  de  ces 
diiïérents  théorèmes,  nous  accepterons  celles  qui  nous  seront  adressées. 
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points  Â  et  A',  le  rapport  des  sinus  des  angles  formés  par 
les  tangentes  en  ces  points  avec  le  diamètre. 

2.  ((  Si  l'on  considère  une  ligne  plane  quelconque,  la 
tangente  en  l'un  de  ses  points,  et  la  ligne  diamétrale  pas- 
sant par  ce  point  et  relative  aux  cordes  parallèles  à  cette 
tangente  :  la  tangente  trigonométrique  de  V angle  d^ inci- 
dence de  la  ligne  diamétrale  sur  la  ligne  proposée  est 

égale  à  «5  ^  •  »  (Maclaurin.) 

Supposons  d^ abord  que  la  ligne  diamétrale  se  réduise  à 
une  droite  Ox]  considérons  une  corde  A  A',  parallèle  à  la 
tangente  Oy  et  infiniment  voisine  de  cette  tangente; 
et  soient  pet  jo'  les  rayons  de  courbure  de  la  ligne  pro- 
posée en  A  et  A'  -,  t  et  /'  les  angles  des  tangentes  aux  mê- 
mes points  avec  le  diamètre  O  a:.  On  aura,  par  le  lemme 

précédent, 

p   sinV 

p'         sin^^ 

p  —  p'       sin^t'  —  sin^/ 

>      ^^ ^~~i * 

p  sin^t 

I       Ap  I        Asin^/ 

p'     Ay        sin^f        as 

ApetAsin^t  désignent  les  différences  du  rayon  de 
courbure  et  du  nombre  sïn^t  dans  le  passage  de  l'origine 
à  l'extrémité  de  l'arc  AOA'  =  As,  D'ailleurs,  l'intervalle 
As  étant  infiniment  petit,  les  rapports  des  dilTérences 
peuvent  être^remplacés  par  les  rapports  des  différentielles 
correspondantes  5  on  peut  écrire,  en  simplifiant, 

1     r/p       _  dt 

7  •  -^  =  3cotr—  ; 

p     as  as  ' 


(  3a7  ) 
et,  de  là,  en  passautà  la  limite, 

•  -r-  =  3tanL'/-» 

p    d9  ^    p 


on 


(0  tang,=  -^.-. 

La  formule (i),  ainsi  démontrée  pour  le  cas  où  le  dia- 
mètre est  recliligne,  se  trouve  établie  en  même  temps 
pour  le  cas  général.  Et  cela  résulte,  d'une  manière  assez 
évidente,  de  ce  que  Ton  peut  toujours  substituer  à  une 
Ugne  la  tangente  en  l'un  de  ses  points,  ou  supposer  droite 
cette  ligne,  quand  on  a  seulement  pour  objet  de  détermi- 
ner la  direction  de  ses  tangentes.  Si  cependant  on  ne 
voulait  point  se  contenter  de  cette  évidence,  on  pourrait, 
menant  la  tangente  Oo:  à  la  ligne  diamétrale  en  O,  asso- 
cier à  l'arc  OAde  la  courbe  primitive,  situé  d'un  côté  de 
cette  tangente,  un  second  arc  auxiliaire  OA'i,  situé  de 
l'autre  côté,  et  tel  que  la  nouvelle  courbeAOA^  possède  le 
diamètre  rcctiligne  Ox.  La  formule  (i)  serait  applicable 

à  la  nouvelle  courbe  5  et  le  rapport  --^  aurait  la  même  va- 
leur pour  celle-ci  et  pour  la  proposée.  Car  on  reconnaît 
aisément  que  lesarcs  OA'i,  OA'  ont  même  tangente  au 
point  O',  que  la  différence  de  leurs  ordonnées,  parallèles 
à  la  tangente  en  O,  et  terminées  à  la  droite  Ox,  est  du 
troisième  ordre  •,  la  différence  des  ordonnées  perpendicu- 
laires à  la  tangente  étant  dès  lors  du  quatrième  ordre,  ce 
qui  entraîne  l'égalité  des  rayons  de  courbure  et  du  rapport 

-7^  dans  les  deux  arcs. 
as 
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QUESTION  616 

(TOir  p.  156). 

Soit  construit  un  triangle  MNO,  le  sommet  N  est  fixe 
ainsi  que  les  directions  des  côtés  NM  et  NO,  le  côté  MO 
a  une  longueur  constante  ;  par  conséquent  il  touchera 
une  certaine  courbe  :  le  point  de  contact  sur  chaque  tan^ 
gente  MO  est  aussi  éloigné  de  M  que  la  projection  ortho- 
gonale de  N  est  éloignée  de  O  ;  cette  courbe  nommée 
hypocjcloïde^  est  fermée  et  composée  de  quatre  branches 
correspondant  aux  quatre  angles  des  directions  données 

NM,  NO.  (BÔKLEN.) 

Solution  dx  M.  F.  SIACGI, 

Officier  d'artillerie  (à  Turin). 


Soit  P  le  point  de  la  courbe  correspondant  à  la  tan-r 
gente  MO,  et  soient  a:,  y  ses  coordonnées  rapportées  aux 
axes  NO,  NM.  On  aura 

PM  =  -T-7 ^  î      PO  =  ^, , 

sin(a  —  N)  sina 

et  par  conséquent 

arsinN  jsinN 

^  '  sm(a  —  N)         sma 

a  étant  la  longueur  constante  MO,  et  a  T angle  que  cette 
droite  fait  avec  l'axe  des  x.  Cette  équation  représente  la 
droite  MO  dans  une  de  ses  positions.  Si  on  la  différentie 
par  rapport  à  a,  on  aura  une  autre  équation  dans  laquelle, 
ainsi  que  dans  la  précédente,  x,  j  sont  les  coordonnées 
du  point  P  de  la  courbe. 


(3^9) 

Or,  de  Féquation  (i),  on  déduit  Féquation 

asmct,  xsina 

sinN        sin(a  —  N) 

laquelle,  différentiée  par  rapport  à  a  et  divisée  par  da^ 
donne 

jTsinN       acosa 

8in'(a--N)""""   sinN  ' 
d'où 

.r  sînN  a  sin  (a  —  N) 

-T-T ;^  = r-T^^ •  COSa, 

sin(a  —  N)  SinN 

équation    qui    démontre    le    théorème,    ayant    trouvé 

MP  =  -r-; rr->  et  la  proicction  de  ON  sur  OM  étant 

sm(a  —  N)  *^    ** 

égale  a )—— •  cosa. 

°  SinN 

Il  résulte  évidemment  de  cette  propriété  :  i^  que  la 
courbe  est  symétrique  par  rapport  à  la  bissectrice  de 
Tangle  N5  2°  qu'elle  rencontre  les  axes  en  quatre  points 
également  éloignés  de  l'origine;  3^  que  ces  points  sont 
des  points  d'inflexion. 

Lorsque  N  =  90°,  il  devient  très-facile  d'avoir  l'équa- 
tion de  la  courbe.  En  effet,  l'équation  (i)  devient  alors 

X  Y 

h  -f—  =  a, 

cosa       sma 

qui,  différentiée  par  rapport  à  a,  donne 

xsina        ^cosa 

d'où 


cos*a  sin'a 


I 

sin  a  r  ' 

tanga  = z=.  —  ^y 

X 


(  J3<.  ) 


sin  a  =  -7—= rr-T  ?       COSa  =r 


et  par  conséquent 

2.  1  1 

équation  d'une  hypocycloïde. 


NOTE 
SUR  U  SfiNÉRALISATION  DU  THÉORÈME  DE  PYTHAGORB; 

Pab  m.  Joseph  SACCHI  (de  Milan). 


Si  entre  les  côtés  a,  t,  c,  d'huit  triangle  rectiligne, 
respectivement  opposés  aux  angles  a^^^y^  ona  la  rela- 
tion a"  =  i"-!-  c",  oùneti  sont  des  constantes^  on  aura 

nécessairement  et  uniquement  n  =  2  et  a  =  -7r  (*). 

En  posant 

et,  en  substituant,  dans  la  relation  donnée,  les  valeurs 

6  =  -sinp,     c=j  sinj, 
ou  obtient 
(i)  A-^sin-p  -i-sin-j. 


{*)  M.  Sacchi  a  remarqué  que  la  démonslralion  de  cette  proposition 
donnée  par  M.  rmpfcnbach  {îfouvcllcs  Annales,  t.  VIII,  p.  /Joo)  est  in- 
complète. 


(33.  ) 
Prenant  la  dérivée  par  rapport  à  |3,  on  a  la  relation 

sin*"'  P  cos  p  +  sin*~*  j  cos  j  =  o, 

laquelle,  multipliée  par  tang|3-lang^,  donne 

sin"  p  tang  jr  -4-  sin"/  tang  p  =  o  ; 

éliminant  sin^j-  au  moyen  de  Téquation  (i),  et  ensuite 
remplaçant  tangjr,  tangjS,  tang  a,  par  leurs  valeurs  res- 
pectives 

tangp  +  tanga  sin  [S  h 

i-^Ungptanga'      ^^(i  — sin^p/      ^/(i_A*)' 

et  posant  sin^  =3  X,  on  a 

De  là,  en  faisant  le  carré  des  deux  membres,  on  déduit 

X»  (X*^  —  2  A-X— '  H-  /i»«-»)  -+-  A»—»  (A»  —  I  )  =  o. 

Cette  équation,  devant  subsister  quel  que  soit  X,  four- 
nit les  deux  suivantes 

A»  —  1  =  o,     X*^  —  2  A»X— »  -+-  h**-*  =  o, 

de  la  première  desquelles  on  tire  A  =  i ,  ou  bien  a  =  -  71  *, 
et  par  conséquent  la  seconde  devient 

(X-'^i)'=o, 

et  ne  peut  être  satisfaite,  quel  que  soit  X,  que  par  n=  2. 
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AIRE  DU  TRIANGLE  REGTILIGNE 
EN  FONCTION  DES  BISSECTRICES  CeNJlGUÉES; 

Par  m.  Joseph  SàCCHI. 


Soient  ÂBC  un  triangle  dont  les  côtés 

BC  =  X,,     CA=X„     AB  =  Xs;     X,<Xa<X,-, 

D  et  ly  les  points  auxquels  le  côté  6C  et  son  prolonge- 
ment sont  rencontrés  par  AD  =  &i ,  Aiy=  b\ ,  bissectrices 
conjuguées  correspondantes  à  Tangle  BAC  =  ol^  opposé 
au  côté  Xi  ^  £s  9  b\  )  ^8  9  ^'3  9  les  deux  couples  de  bissectrices 
correspondantes  aux  angles  «a,  «s,  opposés  aux  deux 
autres  côtés  Xj ,  Xj  5  A  l'aire  du  triangle. 

Que  l'on  conduise  DE,D'E',  parallèles  à  AC  et  qui 
rencontrent  BA  et  son  prolongement  en  E  et  E',  et  que 

Ton  fasse 

DE  =  /,     D' E'  =  /'. 

Les  triangles  BDE,  BIVE',  semblables  à  BAC,  donnent 

X3X2  w  XjXj    _ 


X3  -+-  X2  X3  —  Xj 

les  triangles  ADE,  AIXE',  isocèles  par  les  propriétés  des 
bissectrices,  donnent  les  équations 

b]  =  2/^(1+  cosa,),      b']  =  2/''(i  —  cosa,), 

dont  le  produit  est 

bib\  =  2//'sinai. 

Remplaçant  /  et  /'  par  leurs  valeurs,  et  observant  que 

XsXasinai  =  2A, 
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on  a 

XJ         Y» Y    V      ^ 

D'une  manière  analogue,  on  obtiendrait 

XI         V'  ir   Y       T"                  Y*          Y*  Y   Y       T" 
3  —  A.,  A.3A.1    ,     , ,  >            Aj  A|  A.3A1    ,     ,,   • 

Or,  en  posant 
les  trois  dernières  équations  donnent  les  suivantes  : 

(1)  .r»— j»=/?,arj, 

(2)  x^—  l=piX, 

(3)  r^— i=/7,^; 

delà  somme  des  équations  (i)  et  (3)  retranchant  Téqua- 
lion  (2),  on  a 

PiX 

Y  =  — • 

Au  moyen  de  cette  valeur,  lYquation  (3)  devient 

{PifiPi  -+-/??  —pD  ^'  -+-  ip2p\  -H  2ptp,)xH'Pl  =  0; 

additionnant  cette  dernière  équation  avec  celle   qu'on 
obtient  en  multipliant  par  p]  Téquation  (a),  on  a 

^  {PiP^P^  -^Pl  —Pl  -^P\)  -+■  ^PiPi  =  o; 
éliminant  x  des  deux  dernières,  on  a 

(p^p^p^Y  ={p]—p\'^  plY  -  ^p'^pl 

de  laquelle,  en  remplaçant  p^  par  sa  valeur,  et  en  posant 
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Oïl  tire  la  formule  cherchée 


Sî  Ton  pose 

et  si  Ton  fait  la  somme  des  aires  des  deux  triangles  dans 
lesquels  le  triangle  donné  est  partagé  par  chacune  des  bis- 
sectrices, on  obtient 

X2  +  X3=2AX-, ,       X|4-X,  ==  2AXa,       Xi  4-X»=  2A/"s, 

desquelles  on  tire  les  valeurs  de  Xr  qui  transforment  la 
formule  connue 

■  i6A'=A,MsX.X,X3(X,-hX,  +  X3), 

dans  la  suivante 

où 

qui  donne  Taire  d'un  triangle  en  fonction  des  bissectrices 
intérieures  et  des  sinus  des  demi-angles  du  même  triangle. 
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QUESTION  270 

(voir  tome  XII,  pa^e  99). 

Soient  ABC  un  triangle  et  un  point  p  dafis  le  plan  du 
triangle^. par  le  point  p  menons  trois  droites^  de  sorte 
que  p  soit  le  milieu  de  la  partie  rr'  interceptée  entre  les 
côtés  a,  by  de  la  partie  ss'  interceptée  entre  b  et  c  et  de 
la  partie  tt'  interceptée  entre  c  et  a^  les  six  points  r,  r', 
s^s\  f,  t'  sont  sur  une  même  conique  M.  Menant  par  le 
sommet  A  une  droite  a  formant  ai^ec  les  droites  &,  c,  p  A 
un  faisceau  harmonique,  et  d^une  manière  analogue 
une  droite  î  €n^\  et  y  en  C  :  il  existe  une  conique  M' 
qui  touche  les  trois  droites  a,  (3,  y,  en  A,  B,  C,  et  /a  co- 
nique M'  est  homothétique  à  la  conique  M.  (Steiheh,) 

Solution  de  M.  Vincenzo  JANNI  (dk  Naples). 


Soient  AB',  CA',  BC  respeclîvement   les  quatrièmes 
harmoniques    de  Ap,  Qp^  Bp  par   rapport  aux    côtés 


(AB,  AC),  (CA,  CB) ,  (BC,  BA) ,  et  par  conséquent  pa- 
rallèles aux  droites  w',  tt\  rr'.  Si  nous  menons  les 
droites  n\  s' r\  ts^  nous  aurons  un  hexagone  dont  les 
côtés  opposés  seront  parallèles,  d'où  l'on  voit  que  les  six 
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points  r^  z-',  5,  s\  f ,  t'  se  trouvent  sur  une  conique.  Les 
triangles  AB'C,  CA'B,  BC'A  sont  respectivement  sem- 
blables aux  triangles  t'ps'^  ^P^^  ^p^j  et  par  conséquent  on  a 

Fc~/?f''    A'B~^'    âl^^pT' 

d'où  Ton  tire 

AB' .  CA' .  BC 


B'C.A'B.C'A 


I 


ce  qui  est  la  condition  pour  qu'une  conique  puisse  tou- 
'^  cher  les  côtes  du  triangle  A'B'C  aux  pointsA,  B,  C. 
Appelant  S,  T,  R  les  trois  diamètres  de  cette  dernière 
conique  respectivement  parallèles  aux  diamètres  de  la 
première  ss\tt\  rr^ ^  et  aux  côtés  du  triangle  A'B'C, 
on  aura 

S:T  =  AB':  B'c=:^/:/f', 

T  :  R  =  A'C  :  A'B  =  tt'  :  rr', 

d'où  l'on  tire 

S:T:R=:«':  «'  ;rr'; 

ces  deux  coniques  ayant  trois  diamètres  parallèles  en  pro- 
portion, on  voit  quelles  sont  homothétiques. 


EXTRAIT  D'UNE  LEHRE 

De  m.  MOGNI, 

Professeur  de  mathématiques  à  Tortone. 


Dans  la  solution  de  la  question  532,  p.  a86  du  t.  XX, 
le  corollaire  que  l'on  déduit  est  contradictoire  au  lemme 
qui  le  précède. 

Avec  un  peu  d'attention,  on  voit  que  le  segment  con- 
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sidéré  sera  plus  grand  que  ^  a ,  qui  en  est  évidemment 

une  limite  inférieure. 

Ce  qui  d'ailleurs  est  conforme  à  la  citation  de  Huyghens, 
qui  se  trouve  en  tête  de  l'article. 

On  verra,  d'après  cela,  que  les  démonstrations  données 

p.   273  et  suiv.,  où  l'on  prend  ^a  comme  une  limite 
supérieure  du  segment,  ne  pourraient  subsister. 


DÉMONSTRATION 
DE  LA  RELATION  INDIQUÉE  PAR  M.  MANNBEIIH 

(TOir  page  128)  ; 

Par  m.  VIANT, 

Professeur  de  mathématiques  spéciales  à  l'Ecole  militaire  de  la  Flèche. 


J'écrirai  la  relation  qui  définit  la  courbe  (M)   de  la 
manière  suivante  : 

Je  prends  les  dérivées  des  deux  membres  deux  fois  de 
suite,  ce  qui  me  donne 

et,  en  étant  un  facteur  après  la  seconde  dérivation, 

X(rr'^-2r")_t.(R.R';-2R';) 
(3)  2 _ 


Je  multiplie  les  termes  de  l'égalité   (i)  respectivement 

Ann,  de  Uathémat.,  2® série,  t  l«r.  (Septembre  1862.)        ^7^ 
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par 


—^  •     —  >  •  •  •  >     — —  * 


et  j'en  retranche  l'égalité  (  3  )  ;  ce  qui  conduit  à 

^X(r'4-2r''-rr'0        fi(R;  +  2R'; -R.R*) 
(4)       2 -, = Rj- 

On  sait  que  Texpression  du  rayon  de  courbure  est 

(r'+r'^^       _di:!:(z)T. 


OU  encore 

P  = 


r^ 


cos*a(^*-^  2r''— rr")' 
en  se  rappelant  que 


r 

—  =  tangV  =  cota, 


V  étant  Tangle  que  fait  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur, 
et  a  celui  qu'on  a  défini  dans  l'énoncé. 
De  la  dernière  formule  de  p  on  tire 


r^  pcos'a 


et  en  substituant  dans  Tégalité  (4) ,  on  a  la  relation 


2 


"k  fJL 


pcos^a       Rcos^f 

C.     Q.    F.    D. 
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NOTE 
SUR  U  DÉG0MP0SITI9N  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES^ 

Par  m.  s.  MOGH, 

Professeur  de  m ft thématiques  à  TEcole  militait^  de  la  Flèche. 


Remarque,  —  En  cherchant  la  diiïérence   entre   les 

G  G 

fractions  et   r»  on  trouve 

X  —  a  X —  o 

G  Ç      _        C{a—b) 


X — a        X — h        (a?*— a)  (a? — h) 

d'où 

G G:(a~^)       c:(«  — A) 


(0 


(jr — ^)  («^ — ^)  ^  —  ^  {^ — h) 


La  formule  (i)  donne  le  moyen  de  décomposer  immédia- 

G 
tement  une  fraction  de  la  forme  .- — —  en  deux 

(4?— -a)  (ar—^) 

N                      N 
fractions  simples  de  la  forme  **- —  et  -— \  * 

*•  a:—  a  X  —  0 

En  remarquant  que  (a  —  &)  est  la  différence  entre  les 
facteurs  (x — b)  et  [x — a),  la  loi  de  décomposition  appa- 
raît à  la  simple  inspection  de  la  formule  (i).  En  appli- 

•     i3                       3 
quant  cette  loi  aux  fractions  -, 7m :  9    — ; rr  ? 

^  (x — o)  (x  —  2)       x(x  —  5) 

-, y— r-r  >  OU  écHra  immédiatement 

(«4-4)  (^  —  3) 

i3  i3  i3 

(jr—6)(.r— 2)  ~  4(^  —  6)  ""  4(.r~2)  ' 

de  même 

3         __         3 3^ 

x(x — 5)       5{x — 5)       5,x 


22. 


(34o) 

et  encore 

^7  _■        '7 '7 

Cas  des  racines  inégales, 

fx 
Soit  la  fraction  rationnelle  -zr-  9  et  soit 

Fx=  (a: —  «)  (-îP  —  ^)  (^ —  c)  •. . .  (j:  —  ^), 
on  aura,  en  effectuant  la  division  de  fx  par  x  —  a, 

=/i'af -f- 


a:  — a  a:  —  a 

Divisons  les  deux  membres  par  [x  —  i), 

/c  .  B  A 


mais,  en  vertu  de  la  formule  (1), 

A  _     A^  A^ 

(a?  —  ^)  (^  —  ^)        ^  —  ^        -^^  —  ^ 

il  viendra  donc  en  substituant 


/-  =/,x+      »      +     ^'  ^' 


et  après  réduction 


ï 


Divisant  par  x — c,  il  viendra 


(x  —  a){x  —  h)(x  —  c)  X  —  c       (ar — a)  (j;— r) 

__5L_. 


(  34i  ) 

mais,  en  vertu  de  la  formule  (i), 


A'  M"  A'' 


[x  —  €l){x  —  c)       X  —  a        X  —  c 

B'  B''  B" 

(a?, —  b){x^c)       X  —  b       X  —  c' 


remplaçant,  il  viendra 


/:r  _  /.     _^      C    '  A''  A" 


^x  —  à)[x  —  b){^x  —  c)  X — c       X  —  a       x  —  c 

W  B'' 


b       X  — 
et  après  réduction 

fx  ^  A"  B"  C" 


On  trouvera  de  même 


(x  —  «)(«a? — ^)(*  —  ^)  (^ — ^)  ^  —  ^        •*  —  ^ 

H » :}5 

X  —  c       X —  a 

et  en  continuant 

J^  ^  An  BjM 


(o: — û)(^ — ^)(* — c)...  (x — 1i)  [x — a)       X  —  b 


•  •  • 


X— C  X  —  k 


M 
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"•-•»■»•— ^W^-"^»»*i""»^W"^"^"^^^*"P^~^"^ 


(HIESTiON  «12 

(Toir  p.  1S5). 

On  donne  sur  le  même  plan  deux  circonférences  0, 
O'  et  un  point  fixe  P  5  on  décrit  des  circonférences  pas- 
sant par  P  et  tangentes  à  O,  Von  prend  les  axes  ràdi- 
eaux  de  ces  circonférences  et  de  O'  -^  on  demande  Ven- 
s^eloppe  de  ces  droites.  Déterminer  directement  le  point 
de  contact  de  chaque  axe  radical  ai^ec  cette  enveloppe. 

Solution  pe  MM.  Frédéric  DELAFOND  et  G.  MAHUET, 

Elèves  du  lycée  de  Lyon. 


Le  lieu  d^s  centrer  des  circonférences  passant  par  P  et 
tangentes  à  O  est  une  hyperbole  (*)  dont  les  foyers  sont 
les  points  P  et  O,  et  dont  l'axe  réel  est  égal  au  rayon  2a 
du  cercle  O.  Soit  pris  pour  origine  des  coordonnées  le 
point  M,  milieu  de  OP.  L'axe  des  x  étant  dirigé  suivant 
MO,  et  l'axe  des  jr  lui  étant  perpendiculaire,  l'hyperbole 
aura  pour  écjuatioii 

a^y^  —  ^^^^  =  —  «^  ^* 

si 

OP  =  ac,     et     6»  =  c2  —  aK 

Soïent  a,  S,  les  coordonnées  d'un  point  O''  de  celte  hy- 
perbole, l'équation 

(  x  —  a)'  +  (jr  _  6)2  =  ^î  a  -h  a\ 


(*)  Ce  serait  une  ellipse  si  le  point  P  était  dans  l'intérieur  du  cercle  0, 
«t  une  droite  si  ce  point  était  sur  la  circonférence. 
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représentera  le  cercle  ayant  O''  pour  centre,  tangent  à  O 
et  passant  par  P. 

L^ëquation  du  cercle  C  étant 

x^  +  7^  -*-  /?x  +  <7J  +  /•  =  o, 
l'axe  radical  des  circonférences  C,  C  aura  pour  équation 

(i)     px -^r  qy -\' r -^  7.0.X '\- 1^  y -^  \ h^j  — a* — 6^=o. 

Je  prends  la  dérivée  de  cette  équation  en  considérant  ë 
comme  une  fonction  de  a  déterminée  par  la  relation 

(2)  a»6'-.^'a^=  — «'^^ 

Il  en  résulte 

et 


6'  -  *'"  • 

par  suite 

• 

y 

— 

Cette  dernière  équation  est  celle  d'une  parallèle  à  la 
normale  à  l'hyperbole  au  point  Ql\  menée  par  le  point 
P.  Donc,  pour  déterminer  le  point  de  contact  de  l'axe 
radical  avec  l'enveloppe,  il  suffira  de  mener  par  le  point 
P  une  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  au 
triangle  OPO"  et  de  prendre  sa  rencontre  avec  l'axe  radi- 
cal des  circonférences  O',  O". 

Pour  avoir  l'équation  de  l'enveloppe,  il  faut  éliminer  a 
et  6  entre  les  équations  (i),  (2)  et  (3).  Les  équations  (2) 
et  (3)  donnent 

9        o  ir  »x- 


^a" [x  4-  c)2  —  h'^f'  slà'[x-^cY  -^  b'y' 
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Substituant  dans  Téquation  (i),  on  trouve 
d'où 


[a  (or  -f-  c)  H-  by]  [a  (jr  -f-  c)  —  by]  =  7  [px  -j-  y^-  4-  r -H c»  ) 


équation  qui  représente  une  conique  tangente  aux  deux 
droites 

(5)  a[x-^  e)  -^  byz=iOy 

(6)  a(a:  +  c)  — 6j  =  o, 

la  corde  des  contacts  ayant  pour  équation 

(7)  /?x -f- 5^  +  r -f- c' =  o. 

Les  droites  (5)  et  (6)  passent  par  le  point  donné  P  et 
sont  perpendiculaires  aux  asymptotes  de  l'hyperbole 

La  corde  des  contacts  (7)  est  perpendiculaire  à  la  droite 
qui  joint  l'origine  au  centre  de  la  circonférence  C. 

Note,  —  M.  Kessler  a  résolu  la  même  question  au 
moyen  d*un  calcul  peu  différent  de  celui  de  MM.  Delà- 
fond  et  Mahuet.  Toutefois  M.  Kessler  établit  d'une  ma- 
nière générale  l'équation  du  lieu  du  point  O",  équation 
qui  est 

en  nommant  p  la  dislance  OP,  et  r  le  rayon  de  la  circon- 
férence O,  et  qui  représente  une  hyperbole  ou  une  ellipse 


{*)  Si  le  point  P  était  intérieur  au  cercle  0,  il  faudrait  remplacer  dan» 
réquaiion  (4)  &*  par  —  '-»',  et  si  ce  point  était  sur  la  circonférence  0,. 
h  serait  nul.  '^fSalrdu  Bédacteur,) 
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ayant  pour  directrices  les  droites 

(/?'  —  r*  —  ip  cl)  =  o, 


et  pour  foyers  les  points  O  et  P,  suivant  que  p'  —  r*  est 
positif  ou  négatif.  La  même  équation  appartient  à  une 
droite  lorsqu'on  a 


p^  —  r^  =  o     ou     r  =  o. 


aVESTION  624 

(TOir  p.  172  ). 

Un  angle  trièdre  trirectangle  mobile  a  son  sommet 
en  un  point  fixe  pris  sur  une  surface  quelconque  du  se^ 
cond  ordre,  le  plan  déterminé  par  les  intersections  de 
ses  trois  arêtes  at^ec  cette  surface  passe  constamment 
par  un  même  point  de  la  normale  issue  du  sommet  fixe 
de  V angle  trièdre»  On  demande  le  lieu  de  ce  points  lors- 
que le  sommet  du  trièdre  parcourt  la  surface  donnée. 

Solution  de  M.  Abraham  SCHNÉE, 

Elève  du  lycée  Charleraagne,  ,    • 

Et  dk  mm.  g.  BARTET  et  H.  LEBASTEUR, 

Elèves  du  lycée  Napoléon  (classe  de  M.  Vaquant). 


\ .  Je  prends  pour  origine  le  point  fixe,  pour  plan  des  xy 
le  plan  tangent  en  ce  point,  et  pour  axes  des  z  la  nornfiale 
à  Torigine.  L'équation  de  la  surface  est  alors 

(i)         A^'-h  A'^^'-l- A"z2  4.  2Bj2 -+-2B'^z  =  2C"2.     ■ 

Soit 

(à )  lor.  -^  my  ->r  nzrzz  n 
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réquaiioli  du  plan  détcriuiné  par  les  intersections  des 
trois  arêtes  du  trièdre  et  de  la  surface,  je  dis  que  l'équa- 
tion 

représente  un  cône  ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour 
base  l'intersection  de  la  surface  et  du  plan. 

Car,  l'équation  (3)  étant  homogène,  représente  un  cône 
dont  le  sommet  est  à  l'origine,  et  de  plus  ce  cône  passe 
par  l'intersection  des  surfaces  (i)  et  (a),  puisque  l'équa- 
tion (3)  est  vérifiée  par  les  soliitions  communes  aux  équa- 
tions (i)  et  (2). 

Ce  cône  a  trois  génératrices  rectangulaires,  donc 

(4)  ;,  (A  +  A'  +  A")  -  2C"/^  =  0  (♦) 

OU 


P 

«  ■"  A  +  A' -h  A'' 


D'ailleurs,  en  faisant  a:=  o,  j^  =  o,  dans  l'équation  du 
plan^  on  a 


n 


Par  conséquent,  la  valeur  de  z  est  constante  et  égale  à 

-^»  ce  qui  démontre  le  théorème. 

A  -f-  A  -+- A 

2. 11  reste  à  trouver  le  lieu  du  point  qui  vient  d'être  dé- 
terminé, quand  le  sommet  du  trièdre  parcourt  la  surface 
donnée.  En  faisant  tourner  le  trièdre  autour  de  son  som* 
met,  le  point  dont  on  cherche  le  lieu  géométrique  reste 


(*)  Quand  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  il  faut  pour  que  le  cône 
Ax'-+-  A'^'h-  k" z^-r-  2.V>yz-¥-  îW jcz  -H  -iB"  xr  =  o  ait  trois  génératrices 
rectangulaires,  que  A-i-A'H-A"=ro.  C'est  ce  qu'on  démontre  très-sim- 
plement, en  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les  trois  génératrices. 
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fixe;  on  peut  alors  admettre,  dans  la  recherche  de  ce  lieu , 
que  les  trois  arêtes  du  trièdre  sont  constamment  parallèles 
à  trois  droites  rectangulaires  données. 


j  ^^ .  y 


Eji  prenant  pour  exemple  Tellipsoïde  —-4 


on  admettra  que  les  arêtes  du  trièdre  soient  constamment 
parallèles  aux  axes  de  la  surface. 

Soient  x\  j^,  z^  les  coordonnées  du  sommet,  on  a 


(0 


a^  0^         c^ 


Les  coordonnées  des  points  où  les  trois  arêtes  percent 
la  surface  sont 

(-or',  /,  z'),      (x',    -/,   z!),      (y,  /,   ~z'). 

Le  plan  passant  par  ces  trois  points  a  pour  équation 


(2) 


X  y'        z 


Les  équations  de  la  normale  au  point  (a/,  y^^  z')  sont 


(3) 


'•  {"¥)  =  '• 


S—  Z' 


==  c' 


Entre  les  équations  (i),  (a)  et  (3)  éliminons  a/,  y\  z\ 
nous  aurons  le  lieu  cherché. 
Des  équations  (2)  et  (3)  on  tire 


I         I         I 

1 1 


X 


a' 


1 


L\ 


y  ==  y 


i       1       I 

^."^  ?"^  b\ 
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4- 

I 

-h 
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I 

I 

1 

7^ 
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■^■B 
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à 
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et  remplaçant  dans  Féquation  (i)  on  a 
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équation  d'un  ellipsoïde  concentrique  au  premier,  et  dont 
les  axes  ont  les  mêmes  directions. 

Les  calculs  se  feraient  d'une  manière  semblable  pour 
une  surface  quelconque  du  second  ordre. 

Note.  —  MM.  Frédéric  Delafond  et  G.  Mahuet,  élèves 
du  lycée  de  Lyon,  L.  P.,  élève  du  lycée  Saint-Louis,  sont 
parvenus  aux  mêmes  résultats  par  une  analyse  peu  diffé- 
rente de  celle  qui  précède. 

La  question  624  a  été  aussi  résolue  par  MM.  G.  B. 
(de  Florence)  et  H.  de  la  Phidelne. 


ODESTiON  620. 

On  donne  une  courbe  du  troisième  ordre  teyant  un 
point  double  et  en  ce  point  des  tangentes  perpendicu- 
laires  entre  elles;  les  hypoténuses  des  triangles  rec^ 
tangles  inscrits  dans  cette  courbe  et  dont  les  sommets 
de  r angle  droit  sont  toujours  au  point  double^  passent 
par  un  même  point  de  la  courbe. 


Quatre  démonstrations  différentes  de  cette  proposition 
nous  ont  été  adressées  par  MM.  L.  P.,  élève  du  lycée 
Saint-Louis  (classe  de  M.  Brioi),  Richard,  élève  de  la 


(349) 
classe  de  spéciales  de  Douai,  G.  Halphen^  élève  du  lycée 
Saint-Louis,  Schnée,  élève  du  lycée  Charlemagne  ^  nous 
allons  donner,  celle  de  M.  L.  P.,  qui  est  très-simple. 

J'opère  en  coordonnées  polaires^  Torigine  est  le  point 
double,  et  Tune  des  tangentes  Taxe  polaire.  En  expri- 
mant les  conditions  de  Ténoncé,  Téquation  générale  de 
la  courbe  est 
-  .        ^_^  €/sin6>cos6>  .^ 

'     ^       a  sin'ô»  -h  b  sia'»  cosw  4-  b'  sinw  cos*  »  -|-  c  cos'ô»  ^ 

Je  cherche  Fintersection  de  cette  courbe  avec  la  droite 
quelconque 

(2)  p  t=:  ; . 

•^       6sin«  -h  6' ces» 

Soient  a>|,  a>, ,  0)3  les  valeurs  de  oa  correspondantes 
aux  trois  points  d'intersection,  elles  seront  données  par 
leurs  tangentes  au  moyen  de  Téquation 

(3)     a  tan^tù  -+-  (è  —  rfS  )  tang'»  -4-  [b'  —  d^')  tangw  -+-<?  =  o, 

obtenue  en  égalant  les  valeurs  de  p  des  équations  (i)  et 
(sfc),  et  divisant  ensuite  par  cos'o). 
Or,  par  hypothèse, 

tangu,  tanga>3  =  —  i, 

donc 

c 
taDg&>i  =  — • 


(*)  On  voit  facilement  qu*en  prenant  pour  axes  de  coordonnées  recti- 
lignes  les  deux  tangentes  rectangulaires  au  point  double,  l'équation  de  la 
courbe  est  de  la  forme 

la  substitution  de  p  sinu,  p  cosw  hy,  x  donne  ensuite  l'équation  (i). 

(  Noie  du  Rédacteur.  ) 
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En  remplaçant  Wi  par  sa  valeur  dans  Tëquation  (i),  on 
obtiendra  évidemment  pour  pj  une  valeur  constante.  Le 
théorème  est  donc  vrai . 


COMPOSITIONS  POUR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECIDffOIlE 

(ANNÉE  1862). 


Composition  mathématique. 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  représentées 
par  l'équation 

(i)  x^-^-y"^  —  2' H-  7.pxz-^7.qyz  —  ^ax  — 26^  —  2cz  =0, 

où  a,  byC^  sont  des  nombres  positifs  connus,  première- 
ment lorsque  p  et  ^varient  de  toutes  les  manières  pos*^ 
sibles,  secondement  lorsque  p  et  g  varient  de  manière  à 
remplir  la  condition  nécessaire  pour  que  l'équation  (1) 
représente  un  cône.  On  indiquera  ensuite  la  partie  du 
lieu  qui  répond  à  des  hyperboloïdes  à  une  nappe  et  celle 
qui  répond  à  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes. 

Calcul  trigon  orné  trique . 
Dans  un  triangle  sphérique,  on  donne  les  côtés  : 

a=:î4o«  3o'  5o' 

b  =  42»  25'   25'' 
et  l'angle  C  =  45*»  82'  40". 

Calculer  :  i®  le  cotée;  2°  Tangle  A;  3^  l'angle  B; 
4°  (si  le  temps  le  permet)  calculer  directement  l'excès 
sphérique. 

Nota.  —  Les  candidats  devront  faire   les   opérations 
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successives  dans  l'ordre  indiqué  ci-dessus  et  dans  la  li- 
mite du  temps  dont  ils  disposent.  Ils  effectueront  immé- 
diatement les  calculs  sur  les  feuilles  à  tête  imprimée  qui 
leur  seront  distribuées  et  sans  se  servir  de  brouillon. 
Toute  composition  où  une  partie  de  ces  calculs  serait 
omise  sera  annulée. 

Géométrie  descriptiî^e. 

On  donne  un  cône  droit  de  révolution  et  une  sphère 
dont  le  centre  est  situé  sur  une  génératrice  du  cône 
ayant  pour  projection  une  droite  inclinée  à  45**  sur  la 
ligne  de  terre. 

II  s'agit  : 

1®  De  déterminer  l'intersection  des  deux  surfaces  par 
ses  deux  projections  sur  deux  plans  coordonnés  5 

11°  De  développer  la  surface  conique  et  de  tracer  sur 
le  développement  l'intersection  développée  des  deux 
surfaces  ^ 

3°  De  construire  une  tangente  à  la  courbe  développée. 

Données, 

Diamètre  de  la  base  du  cône 12  centimètres. 

Hauteur  du  sommet  au-dessus  du  plan 

horizontal i4 

Diamètre  de  la  sphère îo 

Hauteur  du  centre  au-dessus  du  plan 

horizontal 6        » 

Lawis  à  r encre  de  Chine, 

Faire  le  lavis  à  l'encre  de  Chine  d'une  surface  cylin- 
drique de  10  centimètres  de  diamètre  sur  i5  centimètres 
de  hauteur.  Ce  cylindre  devra  se  détacher  sur  un  fond 
formé  d'une  teinte  plate  grise  -,  il  reposera  sur  un  socle 
dont  la  surface  plane  sera  indiquée  par  une  teinte  plate 
d'une  très-faible  intensité. 


» 
» 
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Le  modelé  de  cette  surface  cylindrique  pourrait  être 
fait  à  teintes  fondues  ou  adoucies^  ou  bien  à  teintes  plates 
superposées. 

On  admettra  que  le  rayon  de  lumière  a  pour  projec- 
tions horizontale  et  verticale  des  lignes  inclinées  à  4^° 
sur  la  ligne  de  terre.  Le  cadre  limitant  le  dessin  aura 
^4  centimètres  de  haut  sur  18  centimètres  de  large. 

Composition  française. 

MORT  DE  JBANNE  D'aRC. 

Une  bergère  a  sauvé  la  France....  Sortie  de  son  ba- 
meau...  elle  a  ranimé  le  courage  de  Charles  VII,  fait  le- 
ver le  siège  d'Orléans  et  conduit  le  roi  à  Rheims....Sa 
mission  terminée,  elle  est  tombée  aux  mains  des  enne- 
mis, elle  va  mourir.  Un  bûcher  s'élève  sur  la  grande 
place  de  Rouen  ;  il  est  entouré  de  soldats  anglais;  der- 
rière eux,  la  multitude,  contenue  par  la  terreur,  étouffe 
des  larmes....  En  face  du  bûcher,  d'infâmes  juges  siègent 
sur  des  gradins...  l'héroïne  s'avance,  calme  et  résignée.... 
montée  sur  le  bûcher,  elle  éprouve  un  moment  de  fai- 
blesse;... mais  bientôt,  ranimée  par  la  prière,...  elle 
meurt  en  prononçant  le  nom  de  Jésus  et  en  pardonnant 
à  ses  bourreaux. 

Décrire  en  détail  toute  cette  scène. 


NOTA.  —  Le  défaut  d'espace  nous  force  à  renvoyer  au  pro- 
chain numéro  une  lettre  que  nous  recevons  de  M.  Dieu  au  sujet 
des  remarques  de  M,  Vieille  sur  un  article  inséré  dans  le  nU" 
méro  de  mai. 
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MÉMOIRE  SUR  LES  TÉTRAÈDRES. 

Déterniitatioi  di  Yolome  maximiuB  d'an  tétraèdre  dont  les  faces  o&t  des 

aires  doi&ées 

r  Toir  p.  «7)  ; 
t»AR  M.  PAINVIN. 


Présenté  à  rAcadémie  en  janvier  1B62. 


16.  L'équation  (10)  peut  s'écrire  : 

(loi  ®'[(«-+-/.)'(ôH-/o'H-(9-*-y;r(ô-+-/;)^-h(e+/oM0-H/3)M 

I— (e-f-/.)(Ô-h/O(0+/3)[3ô^  +  2(c~/)ô-hr']=o, 
ou,  en  développant  les  quantités  entre  parenthèses, 

l       39«  -h  4  f/.  4-/2  -4-/3)  Ô»-4-  2  (/.  4-/.  +/0'  0' 

G  ]+2[(/.-h/,+/,)(y;/,+/./34-/,/3)-3y;/^3]ô 

(12)  ^      {-h/\/l  -^f\f\  4-/Î/J  )  )  -o. 

X[3e>  +  2(c-/)94-c^] 

On  voit  d'abord  que  cette  équation  se  réduit  au  quatrième 
degré. 

On  peut  supposer,  comme  je  l'ai  déjà  dit,  que  l'origine 
choisie  est  au  sommet  opposé  à  la  plus  petite  face,  et 
admettre  les  inégalités 

(i3)  /</.</.  </3. 

Par  suite  de  la  définition  de  9  (relations  6) ,  les  racines 
positives  de  l'équation  (11)  peuvent  seules  convenir  à  la 
question  \  cherchons  donc  le  nombre  des  racines  posi- 
tives de  cette  équation. 

Anri.  de  Mathémat.,  a«  série,  t.  I".  (Septembre  1862).         23 


é 
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17.  Rappelons  la  définition  de  la  quantité  c 

2  c  =/,  -}-/î  4-/3  — /. 

On  trouve  immédiatement  que  le  coefficient  de  0*  et  le 
terme  indépendant  sont  respectivement  3/et  —^c'yi  /s/j  5 
or  les  quantités  y,  /î  j/t  ^/à ,  c  sont  essentiellement  posi- 
tives; donc  Téquation  (11)  admet  au  moins  une  racine 
réelle  positive. 

Celte  équation  étant  écrite  sous  la  forme 

(i4)         3/9* -h  P.  ô^  -P,G»  —  P3  e  -  c'fJ,f^  =  o, 

on  trouve  les  valeurs  suivantes  pour  les  coefficients 
1^1  ?  Pj  5  P»  • 

'     AAUA-AY+A/-Â)] 

-H  3/./, /a  [/  +/,  +/3  -  3/J 

1         (  +  4[5/(/.+/. +/,)-/']  ) 

18.  Je  dis  d'abord  que  P,  est  positif;  il  suffît,  pour 
s'en  convaincre,  de  poser 

9i»  9i»  <?"  sont  des  quantités  positives,  puisque  / est  la 
plus  petite  des  faces  ;  on  trouve  alors  que  4  P,  prend  la 
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forme  : 


L-MO(y2«ï>,-hfif3-t-?2f3)J 


'+?i<Pi(?i— ?0'+ ?>?»(?»  ""Çs)^ 


»={-h[2(i^î+?î+?î; 


quantité  évidemment  positive. 

19.  Maintenant  multiplions  la  valeur  de  4P«  par  4, 
celle  de  4 Pi  par  (/i  -h/«  +/8) ,  et  ajoutons^  on  trouve 

(i8)  i6P,+4(/4-/,-+-/3)P. 


+  48[3/,//3 -/(/./, -t-Z/s-h/./s)] 

Si  l'on  fait  usage  des  relations  (i6),  le  second  membre  de 
l'égalité  (i8)  se  réduit  à 

)  -4-[i3(<pf  -f-fl  4-^5) -4- 38  (y,  (p2  +  <ï>i<p3  +  <p2y3)]/ 
^(  7  (?'-*-?» -+-Î3) 

les  deux  premiers  termes  sonjt  évidemment  positifs  ;  nous 
allons  vérifier  qu'il  en  est  de  même  pour  la  quantité  qui 
occupe  la  seconde  ligne. 

D'après  les  inégalités  admises  (i 3),  cjjj  }>  cp,  }>  y, ,  on 
peut  donc  poser 

fa  =  yi -+-[*; 

23. 
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la  quantité  en  question  se  présente  alors  sous  la  forme, 

102  (pî  -h  95  (X  +[*)  ^î  -♦-  88  V?i  -H  7  (>  4-  |x)  (>  —  p)> ; 

quantité  visiblement  positive. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  la  conclusion  suivante  : 

(19)        4  Pî  +  (/«  -^-/a  -1-/3  )  Pi  =  quantité  positive. 

Or  si  Pi  est  une  quantité  positive,  Téquation  {i4)>  q^iel 
que  soit  le  signe  de  Ps,  ne  possède  qu^une  variation^  si 
Pj  est  négatif,  Pj  devra  nécessairement  être  positif  en 
vertu  de  l'égalité  précédente,  et  l'équation  (i4)  ne  pos- 
sède encore  qu'une  variation. 

Donc  t équation  (11)  a  nécessairement  une  racine 
réelle  positivée  et  nen  a  qvHune. 

Ainsi  le  volume  du  tétraèdre  n'est  susceptible  que 
d'une  seule  valeur  ou  maximum  ou  minimum. 

20.  Mais  à  la  racine  réelle  de  l'équation  (i  i)  corres- 
pond-il toujours  un  tétraèdre  réel  ?  et,  dans  le  cas  où  il 
est  réel,  ce  volume  est-il  un  maximum  ou  un  minimum  ? 

Pour  répondre  à  ces  questions,  étudions  les  valeurs 
des  dièdres  correspondant  à  l'unique  racine  réelle  po- 
sitive de  l'équation  (11);  ces  valeurs  sont  données  par 
les  équations  (8). 

Je  remarque  d'abord  que 

car,  pour  que  la  première  inégalité  soit  vraie,  il  faut  que 

.î>e,     ou      ii±gii±:^)>0 
ou 

Ô(/.-i-/a— /)-h/,/3>0, 

ce  qui  est  exact  d'après  les  inégalités   (i3);   donc  les 
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cosinus  cos  (AtAs),  cos(Ai  As)  sont  négatifs  j  «l,  par 
suite ^  les  dièdres  correspondants  sont  aigus  (7). 

21.  Constatons  maintenant  que  ces  dièdres  sont  réels  ; 
il  faut  et  il  suffit,  pour  cela,  que  la  valeur  absolue  des 
cosinus  soit  inférieure  à  Tunité  ;  on  doit  donc  avoir 

ces  deux  conditions,  en  ayant  égard  aux  valeurs  (7) ,  se 
réduisent  à  la  forme  suivante  : 

ô' (  v73  -  v/7;  -  V7)  (  v^/a  -  v7»  +  v/7) 

-  2/,  v'/./.  •  9  -/,/,/,  <  O  ; 
or  ces  inégalités  sont  vérifiées  tant  que 

* 

â2.  Supposons  alors 

(21)  v/73>v/7;-+-v7.; 

les  deux  racines  des  équations,  obtenues  en  égalant  à  zéro 
les  premiers  membres  des  inégalités  (  20) ,  sont  de  signes 
contraires  ;  la  racine  positive  a  pour  les  deux  la  même  va- 
leur, et  cette  valeur  commune  est 

il  faut  donc,  pour  que  ces  inégalités  soient  vérifiées,  que 
la  racine  9  de  Téquation  (iij  soit  inférieure  à  la  racine 
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eommune  0» ,  c'est-à-dire  qu'on  doit  avoir 

(23)  0<ô.. 

Observon»   d'abord   que    les    grandeurs   des   quantités 

f'i  /i  jf^^f^  9  ^^  ^^°^  P^  complètement  arbitraires^  car  la 
troisième  des  égalités  (17,  §  II),  nous  donne 

(24)  ^■^<v7+v^7-t-v^7.r 

relation  d'ailleurs  évidente  à  priori. 
Posons  donc 

(25)  v^X-v(7;-v(7î  =  K, 

K  est  une  quantité  positive  d'après  l'hypothèse  (21),  et, 
en  outre,  inférieure  ou  au  plus  égale  à  sj  f^  d'après  Tmé^ 

galité  (24). 

Nous  allons  substituer,  dans  le  premier  membre  de  Fé- 
quation  (i  i) ,  la  valeur  de  d^,  et  constater  que  le  résultat 
de  cette  substitution  est  positifs  ce  qui  démontrera  l'iné- 
galité (23). 

23.  Nous  dirigerons  comme  il  suit  le  calcul  de  cette 
vérification  : 

.     (  v73  =  K-i-v9;+\/7.     d'après  (25) 

^i  -t-/i  —    g y 

(27)  \9, +/,  = — , 


(  :«9  ) 

d'où 

(e.  +/. )  (e.  +/0  =  ^•^•^'  ^^^j  ^^'  ( «•  +/' ) • 

Substituons  ces  valeurs  dans  le  premier  membre  de 
Téquation  ^n),  supprimons  le  facteur  positif  commun 
qui  se  trouve  en  évidence,  et  désignons  par  @|  le  résultat 
ainsi  obtenu^  on  trouve,  après  avoir  posé 

{28)  v^7  +  v7.=  A,    V^  =  B, 

e,  =  (/— K»)[K'-+-4AK'  +  4(A'-t-5B)K-f.i2AB] 

expression  qu^on  peut  écrire  ainsi  : 

e.=:(/— K»)[K»-f.4AK»+(4A'  +  8B~./)K+i2AB]. 

Or  K  est  une  quantité  positive  et  inférieure  ou  au  plus 

égale  à  ^J\  de  plus  la  quantité    (4A'-h8B)    est   évi- 
demment supérieure  kf]  donc  ©i  est  positif.  L'inégalité 

(23)  est  donc  vérifiée;  par  conséquent  les  dièdres  A»  As , 

Al  A3  ^  correspondant  à  la  racine  6  sont  toujours  réels, 
ces  deux  dièdres  sont  adjacents  à  la  face  OMi  M^ . 

24.  Ainsi,  il  est  démontré  que  les  dièdres  OMi ,  OMj , 

»  sont  réels  5  les  arêtes  r^ ,  rj ,  rs ,  sont  visiblement  réelles  j 

/N     /X    /\ 
on  constate  aisément  que  les  angles  Ti  r^ ,  r^  Ts  ,  rj  r^ ,  sont 

aussi  réels.  Donc  on  a  dans  le  tétraèdre  OMi  M,  Ms  trois 

faces  réelles  OM^  M, ,  OM^  M» ,  OM,  M j  -,  et  deux  dièdres 

adjacents  à  Tune  d'elles  et  correspondant  au  sommet  O  ; 

par  suite  le  tétraèdre  correspondant  à  la  racine  posi- 

twe  0  est  réel, 

25.  J'ajouterai  maintenant  que  le  tétraèdre  acquiert, 
pour  cette  valeur  0,  un  volume  maximum. 
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Le  groupe  (TII)  du  §  II  nous  donne  en  effet 


(29)  v=r/.y;/3 


1  cos(AiA3)     ces  (Ai  A») 

cos(AaA,)  I  cos(AjA3) 

cos(A3A,)     cos(A3Aj)  I 


et  les.  cosinus  qui  entrent  dans  cette  expression,  sont  en 
outre  liés  par  la  relation 

{3o)  \//;/jCOs(A,A2)H-\/7^3Cos(A,A3}-f-v'/î/3COs(A,A3)==--<r. 

Nous  pouvons  regarder  X*  comme  une  fonction  des  deux 
variables  indépendantes  cos(AjA8)  =  ai,  cos(AiA3)  =  at5 
et,  puisqu'aux  environs  du  maximum  ou  du  minimum  0^1 
et  «a  sont  des  quantités  négatives,  on  peut,  pour  décider 
la  question,  n'étudier  les  variations  de  X*  que  lorsque  «i 
et  (Xf  varient  toutes  deux  de  o  à  —  i.  Or 

pour     a,=;=aa=o.,  X<  est  négatif  ; 

pour    a,  =r  a2=:  —  i,     V  est  encore  négatif; 

mais,  comme  nous  savons  d'ailleurs  que,  pour  les  valeurs 
négatives  de  ai ,  a^ ,  correspondant  à  la  valeur  maximum 
ou  minimum,  X*  est  positif,  et  qu^en  outre  il  n'y  a  ou 
qu'un  maximum  ou  qu'un  minimum,  on  voit  que,  lorsque 
ai  et  cCi  prendront  toutes  les  valeurs  possibles  de  o  à  —  i, 
la  quantité  X^,  d'abord  négativç,  s'annulera  pour  certaines» 
valeurs  de  «i  et  «g  ?  deviendra  ensuite  positive,  s'annulera 
encore,  et  redeviendra  enfin  négative;  donc  le  volume 
passe  par  un  maximum.  Ainsi, 

Parmi  les  tétraèdres  dont  les  aires  des  faces  sont 
données,  il  j  en  a  toujours  un,  et  un  seul,  dont  le  "volume 
est  un  maximum.  [Les  aires  doivent,  bien  entendu,  véri- 
fier l'inégalité  (24).] 

Il  me  semble  que  la  question,  au  point  de  vue  analy- 
tique, se  trouve  complètement  élucidée.  II  nous  reste  à 
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signaler  plusieurs  des  propriétés  géométriques  que  possède 
le  tétraèdre  de  volume  maximum.  Les  groupes  de  for* 
mules  établies  à  la  fin  du  §  II,  n°'  9,  10, 11, 12, 13,  nous 
seront  très-utiles  pour  cette  recherche. 

§  IV.  —  Propriétés  du  tétraèdre  maximum, 

26.  Introduisons  dans  les  formules  qui  viennent  d^ètre 
citées  l'hypothèse  particulière 

(i)       /•i/'2C0s(r,rj)  =  r,r3COs(r,r3)=  r,r3  ces  (r^ra)  =  ^ 
et  posons  toujours 

on  trouve  d'abord  les  valeurs  suivantes,  déjà  employées  : 

^IfJz  ces  (A,  A3)  =  ô  -  rj  Vl, 
v/Â7cos(A,A3)  =  Ô~rjVô, 

rj  +  r^  +  rj=3v/ë-h^. 
Les  trois  premières  relations  du  groupe  (VI)  deviennent 

(4)  U\  =  r\^r]-'zfB, 

Les  égalités  suivantes  du  même  groupe  donnent  alors 

IpjpaCOSfpjpa)  =  /•,p3COs(/-,p3)  =  A-,p2C0s(r,p,)  =  r\  —  V^, 
p,p3Cos(p,p3)  =  /•2p,cos(r3p,)  =  /•2p3COs(rip3)=:rJ  — y/ô, 
p,p2COS(p,p2)  = /-a Pi  ces (7-3 p,)  =  /•3p3COS(r3pj)  zr^/'J  —  y^Ô. 

Les  relations  (5),  rapprochées  des  relations  (1),  nous  con- 
duisent au  théorème  suivant  : 
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Théorème  I.  — Le  produit  de  deux  arêtes  quelconques 
correspondant  à  un  même  sommet  par  le  cosinus  de 
r angle  compris  est  constant  pour  un  même  sommet, 

El  comme  les  égalités  (i)  et  (5)  peuvent  encore  s'écrire 

/     v/7  \fÂ  v^ 


tang  (rjr,)        tang(r,r3)        tang(r,r,) 

{f  sff^  sff. 


(6)  {  '^°S(P^P»)        ta°g('*'PO        tang(r,p3) 
tang  (p.pa)        tang(/-2p3)        tang  {.r,p,)         ' 

^  tang(p,p,)        taDg (rspj)        tang(rsp,)         ' 

on  peut  substituer  au  premier  énoncé  le  suivant  : 

Les  tangentes  des  angles  correspondant  à  un  même 
sommet  sont  respectis^ement  proportionnelles  aux  aires 
des  faces  qui  forment  ce  sommet, 

27.  Le  groupe  (IV)  nous  donne 

(7)  cos(r,p,)  =  cos(r,p2)  =  cos{r^^^)  =  o, 

c'est-à-dire  : 

Théorème  II.  —  Les  arêtes  du  tétraèdre  maximum 
sont  perpendiculaires  entre  elles. 

C'est  une  propriété  fondamentale  qui  rattache  ce  té- 
traèdre à  des  tétraèdres  déjà  étudiés.  - 

Les  relations  du  groupe  (VI),  la  première  par  exemple, 
pous  donnent 
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d'où  nous  concluons 

(8)  rÎ4-pf  =  rî  +  pî.=  rJ-»-pJ  =  v'ë  +  -^, 

OU,  en  langage  ordinaire, 

Théorème  III.  —  La  somme  des  carrés  des  arêtes 
opposées  est  constante, 

28.  La  perpendiculaire  abaissée  du  point  Mi  sur  la 
face  OMsMs  a  pour  équations 

X|  Il  Z| 

d'où 

a:  =  Xi-f-K,X,,       J=J, +  K,Y,,       2=:z, -+-K,Z,; 

multiplions  successivement  par  x^^t  Jt-f  '^>  ?  ^s  >  J^s  9  ^s  9 
ei  opérons  de  même  pour  les  autres  sommets  ^  on  a  : 

Pour  la  hauteur  correspondant 

au  sommet  M, . .  . .  J  ' 

f  xar3-|-rj3-4-zz3=''i''3C0S(r,r3); 

.  n/f  (  .2:^3  4-  rja-h  «23=  '•s^'a  cosfrjrj), 

au  sommet  M3 ... .  f  •'•' 

.  »*  l  •^•27,  -+- j/,  +  zz^=:rir^  cos(/'3r,), 

au  sommet  Mf  ..  .  < 

^J^2  4-//i-i-z2î=  r^^r^  cos(/-3r,); 

jr{j:,—j:3)  4-7(^^,-^3)  +  z(z,— «3)  =  o. 


an  sommet  0 


Si  nous  considérons,  par  exemple,  les  hauteurs  rela- 
tives aux  sommets  Mj  et  M,,  on  voit  que  les  deux  plans 

•^^.•»  +r/3  4-  233  =  r^  '•3  cos(r,  r,}, 
XX. f.  -f-  jjs  -1-  ZZ2  =  r,  r,  cos  (  /-?  rj. 


(  364  ) 
se  confondent,  eu  égard  aux  relations  (i)  \  par  suite  ces 
deux  droites  sont  concourantes. 

Les  coordonnées  du  point  de  concours  des  hauteurs 
correspondant  aux  sommets  Mi  et  Mj  sont«: 

Xar  =  ^7|,  Xi  4-  ûii  Xj  -I-  ai3  X3, 
V  =  ^12  Y,  4-  ii,î  Y2  -t-  fl,3  Y3, 

^Z    =  fl,2  Z,  -\-  â,2  Z2    -h  û|3  Zs. 

Or,  en  vertu  des  égalités  (i),  ces  valeurs  vérifient  les 
équations  qui  déterminent  les  hauteurs  correspondant 
aux  sommets  M3  et  O  *,  donc  : 

Théorème  IV. —  Les  hauteurs  du  tétraèdre  maximum 
sont  concourantes. 

Cette  propriété  est  une  conséquence  de  celle  qui  est 
énoncée  dans  le  théorème  II. 

29.  En  combinant  convenablement  les  égalités  du 
groupe  (VI)  et  en  ayant  égard  aux  valeurs  (1)  et  (5),  on 
arrive  à 


(9) 


pour  le  sommet  0. 


-rl)  =  A- 


pour  le  sommet  M| 


pour  le  sommet  M^ .    . . 


pour  le  sommet  Mg 


\ 


pKpl 

pUrl 

pUpI 

Pl{r 


ri) 


Pl) 

pD 

P?) 
r\) 

pl) 

pl) 


ri) 


-'Pl)  = 
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A 
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A 
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De  là  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  —  Le  produit  du  carré  d^ine  arête  par 
la  différence  des  carrés  des  arêtes  appartenant  au  même 
sommet,  est  égal  à  quatre  fois  la  différence  des  carrés 
des  aires  des  faces  adjacentes  à  la  première  arête* 

Des  égalités  précédentes,  on  conclut 

ri<iri<ir,^ 

f)i<pj<p3, 
(lo)  {  pi<ps</*«, 

Pl<P2<''3, 
Pi</-2<P3. 

Les  relations  {9)  nous  fournissent  encore  les  suivantes 
j^ — ji    ,    A — /i    ,    y 2      yi 

1 j —.    Q^ 


'1  '2  '3 

2 ' 73 1 2 =  O» 


(") 


n  Pi  p 


3 


fi  —  y     ,   ji  —  yi    ,   y  —  /^ 

3 1 Zï ' -2 —  =  o> 


p.  ^2  p 


3 


y  —  yî    ,    yà  —  y     ,    yî  —  J2 

H 5 — .  =  0 


2        '         .2 

2  '  3 


p;  p-  ^ 


c'est-à-dire 

Théokème  VI.  —•  Za  somme  des  quotients  de  la  diffe-- 
renée  des  carrés  des  faces  appartenant  à  un  même  som^ 
met  par  le  carré  de  l'arête  adjacente^  est  égale  à  zéro» 

On  conclut  aussi  des  mêmes  relations 
(12)        rî(p^-pn  +  'MP3-pî)4-rJ(pî-pî)  =  o, 
OU,  en  d'autres  termes  : 

Théorème  VII.  —  La  somme  des  produits  des  carrés 
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des  arêtes  appartenant  à  un  même  sommet  par  la 
différence  des  carrés  des  arêtes  arrivant  à  Vautre  extré- 
mité de  r arête  considérée  est  égale  à  zéro, 

{La  suU&  prochainement.  ) 


MÉMOIRE  DE  GÉOMÉTRIE  PURE  SUR  LES  GIIBIQUES  GAUCHES 

(TOir  p.  287)  ; 

Par  m.  L.  CREMONA, 

Professeur  à  l'Université  de  Bologne. 


Toutes  les  coniques  [locales  des  pôles)  conjointes^  si» 
tuées  dans  un  faisceau  de  plans  conjoints,  sont  sur  un 
même  hyperboloïde  inscrit  dans  la  déueloppable  oscu* 
latrïce  de  la  cubique  gauche  et  passant  parles  tangentes 
de  cette  courbe  situées  dans  les  plans  osculateurs  qui 
appartiennent  au  faisceau  (*). 

Tous  les  cônes  (enveloppes  de  plans  polaires)  con^ 
joints^  dont  les  sommets  sont  situés  sur  une  corde  de  la 
cubique  gauche,  sont  circonscrits  à  un  même  hyperbo^ 
loïde  passant  par  la  courbe  gauche  et  par  les  tangentes 
de  celle-ci,  rencontrées  par  la  corde  donnée. 

Ce  sont  les  mêmes  hyperboloïdes  trouvés  au  11°  8. 

D'après  le  premier  de  ces  théorèmes,  toutes  ces  coni- 
ques inscrites  dans  un  hyperboloïde  et  situées  dans  des 
plans  passant  par  une  même  droite  (directrice)  sont  les 
lignes  de  contact  d'autant  de  cônes  du  second  degré  cir- 
conscrits à  la  surface,  et  dont  les  sommets  sont  situés  sur 
une  même  droite  (la  focale  00').  Ainsi,  par  exemple,  0' 


{^)  Annali  di  Matematica,  t.  I,  §  28,  scttcmbre-ottobre  i858.  —  Journal 
fur  die  reine  undang.  Mmîhematik,  Band  58,  §  16.  Berlin,  1860. 
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est  le  pôle  du  plan  O  par  rapport  à  Thyperboloïde,  et 
vice  versa  o  est  le  pôle  du  plan  O'.  Donc  Thyberboloïde 
est  touché,  suivant  la  conique  (locale  des  pôles  de  (V) 
conjointe  située  en  O,  par  des  plans  passant  par  o';  parmi 
ces  plans,  il  y  a  les  trois  plans  osculateurs  de  la  cubique 
gauche  en  a\  V ^  d  \  donc  celte  conique  locale  est  tangente 
en  rf,  tf,y* aux  droites  A/r,  hg^  gh^  respectivement. 

De  ce  qui  précède  on  conclut  encore  que  o  est  le  pôle 
de  la  directrice  xj  par  rapport  à  la  conique  locale,  et  par 
conséquent  cette  courbe  passe  par  les  points  p^  q^i  r. 
On  peut  donc  énoncer  ces  théorèmes  : 
Tout  hyperboloïde  inscrit  dans  la  déueloppab/e  oscu^ 
latrice  de  la  cubique  gauche  contient  deux  tangentes  de 
celle-ci.  La  droite  (focale)  qui  joint  les  deux  points  de 
contact  et  la  droite  [directrice)  intersection  des  deux 
plans  osculateurs  en  ces  points  sont  polaires  réciproques^ 
par  rapport  à  F  hyperboloïde  ;  car  chaque  point  de  la 
focale  est  le  pôle  du  plan  focal  du  point  conjoint  au 
premier  point.  Chaque  couple  de  plans  conjoints,  menés 
par  la  directrice,  rencontre  la  cubique  en  six  points 
qui  se  correspondent  deux  à  deux  ^  les  droites  intersec- 
tions des  plans  osculateurs  aux  points  correspondants 
sont  génératrices  de  F  hyperboloïde.  Chaque  plan  mené 
par  la  directrice  coupe  P hyperboloïde  suivant  une  coni- 
que qui  est  le  lieu  des  pôles  du  plan  conjoint  y  par  rap- 
port aux  coniques  inscrites  dans  la  déueloppable  oscu- 
latrice. 

Tout  hyberboloïde  passant  par  la  cubique  gauche 
contient  deux  tangentes  de  celle-ci.  La  droite  [Jocale) 
qui  joint  les  deux  points  de  contact  et  la  droite  [direc- 
trice) intersection  des  deux  plans  osculateurs  en  ces 
points,  sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  l' hyper- 
boloïde, car  chaque  plan  mené  par  la  directrice  est  le 
plan  polaire  du  foyer  du  plan  conjoint  au  premier  plan. 
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Chaque  couple  de  points  conjoints  pris  surlafocale  donne 
six  plans  osculateurs,  dont  les  points  de  contact  auec 
la  cubique  se  correspondent  deux  à  deux;  les  droites  qui 
joignent  les  points  correspondants  sont  génératrices  de 
thyperboloïde.  Chaque  point  de  la  focale  est  le  sommet 
d^un  cône  du  second  degré  circonscrit  à  cette  surface f 
ce  cône  est  l'enveloppe  des  plans  polaires  du  point  con- 
joint  au  sommet ^  par  rapport  aux  côries  du  second  degré 
passant  par  la  courbe  gauche. 

Ainsi,  par  deux  droites  tangentes  à  la  cubique  gau^ 
chcj  on  peut  mener  deux  hjperboloïdeSy  Vun  passant 
par  la  cubique,  Vautre  inscrit  dans  la  déueloppable  os- 
culatrice.  Ces  hjperboloïdes  sont  réciproques  entre  eux 
par  rapport  à  la  courbe  gauche^  c'est-à-dire  que  les  points 
de  chacun  d^eux  sont  les  foyers  des  plans  tangents  à 
Vautre,  Ces  mêmes  surfaces  ont  en  commun  deux  droites 
associées  (5)  passant  par  les  points  de  contact  des 
tangentes  données  as^ec  la  cubique. 

12.  La  développable  osculatrice  de  la  cubique  gauche 
a  pour  trace,  sur  un  plan  quelconque,  une  courbe  du 
quatrième  ordre  (et  de  la  troisième  classe)  ayant  trois 
points  de  rebroussement,  lesquels  sont  les  points  d'inter- 
section delà  courbe  gauche  par  le  plan  (*).  La  directrice 
du  plan  donné  est  la  tangente  double  de  cette  courbe 
plane  (**)^  et  les  deux  points  de  contact  sur  cette  tan- 
gente sont  les  traces  des  droites  tangentes  à  la  cubique 
gauche  et  situées  dans  les  plans  osculateurs  qui  passent 
par  la  directrice.  On  sait  d'ailleurs  que,  si  une  courbe 
plane  de  la  troisième  classe  et  du  quatrième  ordre  a  un 
seul  point  réel  de  rebroussement,  la  tangente  double  a  ses 

-  -  ■      —  T       1  I  I  ■  r- 

(*)  Compte  rendu,  etc,  u.  s.,  §  44* 

(**)  ScBROTER,  Journal Jiir  die  reine  und  ang,  Mathematik,  Band  56,  p.  33. 
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deux  contacts  réels ,  et  que,  si  la  couche  a  trois  rebrous- 
sements  réels ^   la  tangente  double  est   une  droite  iso^ 
/^c(*).Donc 

Tout  plan  mené  par  une  droite  qui  est  Vintersec- 
tion  (le  deux  plans  osculateurs  réels  de  la  cubique  gau" 
che  rencontre  cette  courbe  en  un  seul  point  réel.  Tout 
plan  mené  par  une  droite  intersection  [idéale)  de  deux 
plans  osculateurs  imaginaires  de  la  cubique  gauche^ 
rencontre  cette  courbe  en  trois  points  réels. 

Par  un  point  donné  sur  une  corde  réelle  de  la  cubique 
gauche  on  peut  mener  à  celle-ci  un  plan  osculateur  réel. 
Par  un  point  donné  sur  une  corde  idéale  de  la  cubique 
gauche  on  peut  mener  à  celle-ci  trois  plans  osculateurs 
réels. 

C'est-à-dire  que  : 

Si  une  inx^olution  de  plans  conjoints  a  les  plans  dou- 
bles réels  [imaginaires)^  chaque  plan  du  faisceau  coupe 
la  cubique  gauche  en  un  seul  point  réel  [en  trois  points 
réels). 

Si  une  in^olution  de  points  conjoints  a  les  points 
doubles  réels  [imaginaires)  par  chaque  point  de  la 
droite ,  lieu  de  Vim^olution,  passe  un  seul  plan  oscu^ 
lateur  réel  [passent  trois  plans  osculateurs  réels)  de  la 
cubique  gauche  (**). 

13.  A  présent,  appliquons  ces  propriétés  au  cas  très- 
important  où  le  plan  C  conjoint  au  plan  O  est  à  dis- 
tance infinie.  Alors  les  pôles  du  plan  C,  par  rapport  aux 
coniques  inscrites  dans  la  développable  osculatrîce,  de- 
viendront les  centres  de  ces  coniques',  donc  (n°  3)  : 

Les  centres  des  coniques  inscrites  dans  la  dés^eloppa- 

(*;  Pldcker,  Théorie  der  algehraischen  curven,^.  196.  Bonn,  iSSg. 
{^*)  Annali  di  MalemalicayX,  II,  §  8,  gennajo-febbrajo  1869. 

Ann.  de  Maihémat  ^  2«  série,  t.  ler.  (Octobre  1861.  )  24 
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ble  osculatrice  de  la  cubique  gauche  sont  sur  une  coni" 
4fue  dont  le  plan  a  son  conjoint  à  V infini  (*). 

J'appelle  conique  centrale  cette  courbe,  liea  des  cen- 
tres des  coniques  inscrites^  plan  central  le  plan  de  la 
conique  centrale^  c'est-à-dire  le  plan  qui  a  son  conjoint  à 
Tinfini  ^  focale  centrale  la  droite  focale  du  point  o'  foyer 
du  plan  central  0\  faisceau  central  le  système  des  plans, 
conjoints  deux  à  deux,  parallèles  au  plan  central.  Le 
foyer  du  plan  central  est  le  centre  de  la  conique  centrale 
(uMl). 

La  droite  (à  Tinfini),  intersection  du  plan  central  par 
son  conjoint,  est  leur  directrice  commune  :  ainsi  cette 
droite  sera  l'intersection  de  deux  plans  osculateurs  réels 
ou  imaginaires,  selon  que  le  plan  à  Tinfîni  rencontre  la 
cubique  gaucbe  en  un  seul  point  réel  ou  en  trois  points 
réels  (n°  12).  Donc  : 

Si  la  cubique  gauche  a  trois  asymptotes  réelles ^  il  i%y 
a  pas  de  plans  osculateurs  parallèles  réels. 

Si  la  cubique  gauche  a  une  seule  asymptote  réelle,  ûy 
a  deux  plans  osculateurs  réels  parallèles  et  équidistanii 
du  plan  central  (**)• 

Je  dis  équidistants^  car  ces  plans  osculateurs  sont  coj 
jugués  harmoniques  par  rapport  au  plan  central  et 
plan  conjoint,  qui  est  à  l'infini  (n**  3). 

J'ai  déjà  adopté,  dans  mon  Mémoire  sur  quelques  j 
priétés  des  lignes  gauches  de  troisième  ordre  et  classe 
séré  au  Journal  mathématique  de  Berlin^  tom.  LV 
les  dénominations  d'hyperbole  gauche^  ellipse  gai 
hyperbole   parabolique  gauche    et   parabole  ga 
proposées  par  M.  Seydewitz  [voir  Tlntroduction 
Mémoire).  Je  continuerai  à  m'en  servir. 


{*)  Annali  di  MtUcmaiica,  t.  I,  §  27,  scUcmbre'-ottobre  i858. 
(**)  ÀnnalL  di  Malematica,  t.  II,  luglio  ed  agosto  iSSg. 
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14.  Chaque  conique  inscrite  dans  la  développable  oscu- 
latrice  est  l'enveloppe  des  droites  intersections  d'un  même 
plan  osculateur  par  tous  les  autres.  Donc^  pour  Tellipse 
gauche,  la  conique  inscrite  située  dans  chacun  des  deux 
plans  osculateurs  parallèles,  a  une  droite  tangente  à  Tin- 
fini.  Donc 

Les  plans  osculateurs  parallèles  de  V ellipse  gauche 
coupent  la  déy^eloppable  osculatrice  suwant  deux  para- 
boles (*). 

On  a  vu  que  la  conique  locale  des  poleSj  dans  le  plan 
0,  rencontre  la  directrice  en  deux  points  x^j  qui  sont  les 
traces  des  droites  tangentes  à  la  cubique  contenues  dans 
les  plans  osculateurs  passant  par  la  directrice,  c'est-à-dire 
en  deux  points  x^y  qui  sont  les  contacts  de  la  directrice 
avec  les  coniques  inscrites  situées  dans  ces  mêmes  plans 
osculateurs  (n°  H).  Donc 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  la  dé- 
veloppable osculatrice  de  V hyperbole  gauche  est  une  el- 
lipse dont  le  plan  (le  plan  central)  rencontre  la  courbe 
gauche  en  trois  points  réels. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  dans  la  déi^e» 
Joppable  osculatrice  de  V ellipse  gauche  est  une  hyperbole 
dont  le  plan  (le  plan  central)  rencontre  la  courbe  gau- 
che en  un  seul  point  réel.  Les  asymptotes  de  V  hyperbole 
centrale  sont  parallèles  aux  diamètres  des  paraboles 
inscrites  qui  sont  situées  dans  les  plans  osculateurs  parai- 
lèles(**). 

On  conclut  des  théorèmes  démontrés  ci-dessus  que,  si 
ia  cubique  gauche  a  trois  asymptotes  réelles,  le  plan  cen- 
tral contient  la  figure  ci-après  décrite  :  a^b^c  sont  les  trois 
points  delà  cubique  gauche;  rf,  e,/les  pieds  des  asyniplo- 


(*)  Ânnall  di  Malematica,  t.  II,  luglio-agosto  iSSg. 
(*")  Annali  di  Matematica,  t.  II,  luglio-agosto  iSSg. 
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tes;  hh^hgygh^  les  traces  des  plans  osculateurs  passant  par 
les  asymptotes;  mn^  nl^  Im  les  traces  des  pi  an  s  tangents  à 
la  cubique  en  a,  é,  c  et  parallèles  aux  asymptotes,  respec- 
tivement; ao,  éo,  co  les  traces  des  plans  osculateurs  en 
rt,  i,  c;  ;?,  q^  r  les  centres  des  hyberboles,  suivant  les- 
quelles la  courbe  gauche  est  projetée  par  les  trois  cylin- 
dres passant  par  elle  (  cônes  perspectifs  dont  les  sommets 
sont  à  l'infini  ).  Ces  hyperboles  passent  toutes  par  a,  i,  c\ 
de  plus,  la  première  passe  par  //,  la  seconde  par  e,  la  troi- 
sième par  y.  Les  asymptotes  de  la  première  hyperbole 
(n*'  9)  sont  parallèles  à  oh^  oc^  celles  de  la  seconde  à  oc, 
oa\  et  celles  de  la  troisième  à  oa,  ob.  L'ellipse  centrale 
est  inscrite  dans  le  triangle  ghh  et  passe  par  les  points 
dj  e^f^p^  q,  r;  son  centre  est  o,  foyer  du  plan  central. 
Ce  même  point  o  est  le  centre  de  gravité  de  tous  les  trian- 
gles defy  pqt\  gf^f^^  abc,  Imn  qui  sont  homolhétiques 
entre  eux.  De  plus,  on  a.:  ag  =  gp  =  po  =^  od, ,. . 

Coniques  inscrites  dans  la  déi^eloppable  oscidatnce . 

15.  Je  me  propose  maintenant  de  déterminer  l'espèce 
des  coniques  inscrites  dans  la  développable  osculatrice 
de  la  cubique  gauche,  c'est-à-dire  l'espèce  des  coniques 
suivant  lesquelles  cette  surface  développable  est  coupée 
par  les  plans  osculateurs  de  la  cubique. 

Commençons  par  l'hyperbole  gauche  qui  a  trois  points 
réels  distincts  /,  i\  i"  à  l'infini.  Le  plan  osculateur  en  i 
contient  une  conique  inscrite  qui  passe  par  /  et  y  est  tou- 
chée par  l'asymptote  correspondante  de  la  courbe  gauche. 
Donc  cette  conique  inscrite  est  une  hyperbole  qui  a 
l'asymptote  correspondante  au  point  z,  en  commun  avec 
la  courbe  gauche.  De  même  pour  les  coniques  inscrites 
dans  les  plans  osculateurs  en  i'  et  i" , 

Considérons  les  hyperboles  inscrites  A,  B,  situées  dans 
les  plans  a,  b  osculateurs  à  la  cubique  en  /,  i'  (points  à 
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]*iDfini)  ;  elles  suffisent  pour  déterminer  complètement  la 
développable  osculatrîce.  La  droite  intersection  des  plans 
a,  b  est  une  tangente  commune  aux  deux  coniques  Â^  B; 
soient  a,  jS  les  points  de  contact;  alors  j3i  et  ai'  sont  les 
asymptotes  de  la  courbe  gauche,  lesquelles  appartiennent 
aussi,  séparément,  aux  coniques  Â  et  B.  Par  un  point 
quelconque  o  de  aj3  menons  0[x  tangente  à  la  conique  A 
et  ov  tangente  à  la  conique  B  (fx,  v  points  de  contact); 
yiov  est  un  plan  osculatcur  et  /utv  est  une  tangente  de  la 
cubique  gauche.  Pour  connaître  l'espèce  de  la  conique 
inscrite,  située  dans  ce  plan  ^ov,  il  faut  évidemment  de- 
mander combien  de  tangentes  réelles  de  la  cubique  gauche 
sont  parallèles  au  plan/xov,  c'est-à-dire  combien  de  fois 
la  développable  osculatrice  est  rencontrée  réellement  par 
la  droite  intersection  du  plan  /xov  et  du  plan  à  Tinfini. 

Pour  répondre  à  cette  question,  je  trace,  dans  le  plan 
a,  une  droite  quelconque  parallèle  à  o/:x;  soient  m,  m'\es 
points  ou  cette  parallèle  rencontre  Â;  les  tangentes  à 
cette  conique  en  m,  m'  couperont  a/3  en  deux  points  /,  /'. 
Si  mm!  se  meut  parallèlement  à  0|:x,  les  points  /,  V  en- 
gendrent une  involution. 

Vavl^  V  menons  les  tangentes  à  l'hyperbole  B5  la  droite 
qui  joint  les  points  de  contact  /i,  n'  passera  toujours  par 
un  point  fixe  x  (à  cause  de  l'involution  II'..,)  (*).  Cher- 
chons X. 

Si  mm'  se  confond  avec  o/:x,  nn'  coïncide  avec  ov\  donc 
j?  est  sur  ov.  Ensuite  supposons  que  mm'  devienne  tan- 
gente à  la  conique  A,  sans  coïncider  avec  o/ui;  soit  ^  le 
point  où  aj3  est  rencontrée  par  cette  tangente  de  A,  paral- 
lèle à  o/ix*,  menons  par  q  la  tangente  à  B;  cette  droite 
passera  para:.  Donc  le  point  a:  est  l'intersection  de  ov 
par  la  tangente  à  B  menée  du  point  q. 


(*)   SCHROTER,  Ul  supra,  p.  3*2. 
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On  peut  déterminer  q  indépendamment  de  A.  En  effet, 
on  sait  que  les  couples  de  tangentes  parallèles  d^une  co- 
nique marquent  sur  une  tangente  fixe  une  inVolution  de 
points,  dont  le  point  central  est  le  contact  de  la  tangente 
fixe  et  les  points  doubles  sont  les  intersections  de  celle-ci 
par  les  asymptotes.  Donc  les  points  o,  q  âont  conjugués 
dans  une  involution  qui  a  le  point  central  a  et  le  {loint 
double  (3  ;  ainsi  on  aura 

2 

OLO  .  (X.q  "=  OL^     y 

ce  qui  donne  q. 

Or,  les  droites  analogues  à  mm'  sont  les  traces,  sur  le 
plan  a,  d'autant  de  plans  parallèles  au  plan  fxov;  donc 
ces  plans  couperont  le  plan  b  suivant  des  droites  paral- 
lèles à  ov,  dont  chacune  correspond  à  une  droite  [nn') 
issue  de  x.  Ainsi  nous  aurons  dans  le  plan  b  deux 
faisceaux  homographiques  :  F  un  de  droites  parallèles  à 
ov,  l'autre  de  droites  passant  par  x.  Les  deux  faisceaux 
sont  perspectifs,  car  ov  est  un  rayon  commun,  correspon- 
dant à  lui -même  5  donc  les  intersections  des  autres  rayons 
homologues  formeront  une  droite  rs  qui  coupera  évidem- 
ment la  coâique  B  aux  points  où  aboutissent  les  tan- 
gentes de  la  cubique  gauche  parallèles  au  plan  jijiov.  Ainsi 
ces  (deux)  tangentes  sont  réelles  ou  imaginaires,  selon  que 
rs  rencontre  B  en  deux  points  réels  ou  imaginaires. 
Cherchons  rs. 

Concevons  que  mm,'  (et  par  conséquent  aussi  la  droite 
parallèle  à  ov)  tombe  à  l'infini;  alors  /,  /' deviennent  les 
intersections  de  a|3  par  les  asymptotes  de  A,  ou  bien  les 
points  (3,  j3'.  Si  par /S'  on  mène  la  tangente  à  B,  et  qu'on 
joigne  le  point  de  contact  à  j3,  on  aura  une  droite  passant 
par  j:,  laquelle  correspondra  à  nn'  infiniment  éloignée. 
Cela  revient  à  dire  que  rs  est  parallèle  à  :rj3. 

pnsuite,  je  fais  coïncider  nn'  avec  xq\  il  est  évident 
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que,  dans  ce  cas,  la  parallèle  à  ov  vient  à  passer  par  q-^ 
donc  q  est  un  point  de  rs.  Concluons  que  la  droite  cher- 
chée passe  par  q  et  est  parallèle  à  jr|3. 

Nous  avons  vu  que  a  est  le  point  central  et  (3  un  point 
double  d'une  involution  (//'...)  sur  aj3,  où  o  et  ^  sont 
deux  points  conjugués.  Si  par  chaque  couple  de  points 
conjugués  on  mène  les  tangentes  à  la  conique  B,  le  point 
de  leur  concours  engendre  la  droite  jrj3.  Soit  c  le  centre 
de  l'hyperbole  B  ;  et  cherchons  le  point  y  où  x|3  rencontre 
l'asymptote  col.  Dans  Finvolution  mentionnée,  le  point 
conjugué  à  a  est  à  l'infini,  c'est-à-dire  qu'il  est  déterminé 
par  la  droite  tangente  à  B  et  parallèle  à  a|3.  Donc  y  sera 
l'intersection  de  celte  tangente  par  l'asymptote  ca.  Il  s'en- 
suit que  y  est  sur  le  prolongement  de  a  c  et  que  yc  =  cot. 

Soient  J  et  a!  les  points  où  l'autre  asymptote  de  B  est 
coupée  par  j3y  et  a/3,  respectivement.  Le  triangle  olcol'  et 
la  transversale  [3Jy  donnent  (théorème  deMénélaus) 

mais  on  a 

7a  =  27  c,      a'p  =  pa,  donc  $a:=2C$. 

Il  s'ensuit  que  la  droite  jBy  a  un  segment  fini  compris 
dans  l'intérieur  d'un  des  angles  asymptotiques  qui  ne 
contiennent  pas  Thyperbole  B.  Il  en  sera  de  même  de  rs^ 
qui  est  parallèle  à  (3y.  Or,  toute  droite  qui  a  celle  posi- 
tion, rencontre  l'hyperbole  en  deux  points  réels ^  donc, 
pour  chaque  plan  osculateur  de  Thyperbole  gauche  il  y  a 
deux  tangentes  réelles  de  cette  courbe,  qui  sont  parallèles 
au  plan.  Ainsi 

Tout  plan  osculateur  de  l^ hyperbole  gauche  coupe  la 
surface  déi^eloppable  osculatrice  suii^ant  une  hyper- 
bole (*). 

—  ■---■-■  -■  --  -!-■!■  -■!  Il  " 

(*)  Annali  di  Matematicaf  t.  II,  liiglio-agostu  1859. 


(  376  ) 

16.  Si  deux  des  trois  points  à  Tinfini  coïncident  en  un 
seul,  la  cubique  gauche  a  une  seule  asymptote  à  distance 
finie;  les  deux  autres  coïncident  à  Tinfîni.  La  courbe  a 
reçu,  dans  ce  cas,  le  nom  d^ hyperbole  parabolique 
gauche.  Désignons  par  i  le  point  où  la  courbe  est  tou- 
chée par  le  plan  à  Tinfini  *,  par  i'  le  point  oui  ce  plan  est 
simplement  sécant.  La  tangente  en  /  est  tout  entière  à 
Finfini  ;  donc  la  conique  inscrite,  située  dans  le  plan  a 
osculateur  en  i,  est  une  parabole  A.  Ce  même  plan  con- 
tient la  conique  centrale,  car  il  est  conjoint  au  plan 
à  l'infini  (n°  3). 

Le  plan  b  osculateur  en  i'  contient  une  hyperbole 
inscrite  B,  car  la  tangente  (asymptote)  en  z' est  à  dis- 
tance finie.  Soit  a  le  point  où  la  parabole  A  est  tan- 
gente à  la  droite  intersection  des  plans  a^  b'^ïl  est  évident 
que  cette  droite  est  ime  asymptote  de  6,  c'est-à-dire  que  a 
est  le  centre  de  cette  hyperbole. 

Prenons  arbitrairement  le  point  o  sur  la  droite  nom- 
mée, et  menons  o^  tangente  à  la  parabole  A,  ov  tangente 
à  l'hyperbole  6.  Combien  de  tangentes  de  la  cubique 
gauche  sont  parallèles  au  plan  oscillateur  yiovf 

Soient  w,  m!  deux  points  de  A  tels,  que  mm'  soit  pa- 
rallèle à  ojix;  les  tangentes  en  m,  m'  à  la  conique  A  ren- 
contrent ao  en  /,  V,  Menons  par  ces  points  les  tangentes 
In  y  V  n'  à  B;  la  corde  de  contact  nn*  passera  par  un  point 
fixe  de  ov.  Pour  trouver  ce  point,  j'observe  que  si  mm! 
tombe  à  l'infini,  elle  devient  une  tangente  de  A  \  par  con- 
séquent, la  position  correspondante  de  nn'  est  ao.  Donc 
le  point  fixe  autour  duquel  tourne  72/2'  est  o. 

En  poursuivant  les  raisonnements  dont  on  a  fait  usage 
dans  le  numéro  précédent,  nous  aurons  à  considérer, 
dans  le  plan  &,  deux  faisceaux  homograpliiques  de  droites  ; 
le  centre  du  premier  est  à  Finfiui  sur  o  v,  le  centre  du 
second  est  o.  La  droite  ov  est  un  rayon  homologue  à  lui- 
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même;  donc  les  deux  faisceaux  engendreront  une  droite  rs. 

Si  m/îi'  tombe  à  Tinfini,  la  droite  parallèle  à  ov  s'éloi- 
goe  aussi  infiniment,  e\nn'  coïncide  avec  olo'^  donc  le 
point  à  Tinfini  de  ao  appartient  à  rs^  c'est-à-dire  que  la 
droite  rs  est  parallèle  à  ce  o.  De  plus,  on  voit  aisément  que, 
si  ov  coupe  l'asymptote  ai'  en  o',  et  que  l'on  prenne, 
sur  le  prolongement  de  o' ol^  le  point  r  tel,  que  ra.  =  ao', 
la  droite  cherchée  passera  par  r. 

La  droite  rs  est  parallèle  à  une  asymptote  (ao)  de  l'hy- 
perbole B  •,  ainsi  elle  rencontre  cette  courbe  en  un  point 
réel  à  l'infini  ;  donc  rs  passe  par  un  autre  point  réel  de  la 
même  courbe.  Ce  qui  revient  à  dire  que  le  plan  oscula- 
teur  /xov  rencontre  à  l'infini,  outre  Tasymptote  de  la 
cubique  gauche  en  ^,  une  autre  tangente  de  cette  courbe. 
Donc 

JLes  plans  oscillateurs  de  Vhyperbole  parabolique 
gauche  coupent  la  développable  osculatrice  de  cette 
courbe  suii^ant  des  coniques  qui  sont  des  hyperboles,  à 
l'exception  d'une  seule  qui  est  une  parabole.  Les  cen- 
tres des  hyperboles  sont  sur  une  autre  parabole  (*). 

Les  deux  paraboles  sont  dans  un  même  plan,  ont  les 
diamètres  parallèles  et  sont  touchées  au  même  point  par 
le  plan  osculateur  qui  contient  l'asymptote  (à  distance 
finie)  de  la  courbe  gauche. 

Chacune  des  hyperboles  inscrites  a  une  asymptote  pa- 
rallèle à  un  plan  fixe;  c'est  le  plan  osculateur  qui  contient 
l'asymptote  (de  la  courbe  gauche)  située  tout  entière  à 
l'infini. 

17.  Si  la  cubique  gauche  a  un  plan  osculateur  à  Tin- 
finî  [parabole  gauche)^  on  voit  sans  peine  que  toute 
conique  inscrite  dans  la  développable  osculatrice  a   u^jo 

{*)  Ànnaîi  di  Mateoialica,  t.  Il,  luglio-agoslo  1869. 
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tangente  à  Tiniini,  et  qu'il  n'y  a  plus  de  plan  central. 
Donc 

Toutes  les  coniques  inscrites  dans  la  dés^eloppable 
osculatrice  de  la  parabole  gauclie  sont  des  paraboles 
(planes). 

(  La  fin  prochainement,  ) 


EXTRAIT  D UNE  LETTRE 

De  m.  dieu, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon. 


Je  VOUS  demande  la  permission  de  répondre  deux  mots 
à  la  lettre  de  M.  l'inspecteur  général  Vieille,  insérée  par 
extrait  dans  votre  numéro  du  mois  de  juillet. 

Le  problème  de  mécanique  du  concours  de  184S  a  été 
traité  dans  les  Nouvelles  Annales  par  M.  Turquan  en 
1846,  cinq  ans  avant  la  publication  duCoursde  M.  Vieille. 
J'ai  cité  l'article  de  M.  Turquan  à  la  fin  de  ma  solution, 
page  2o3,  lignes  5  et  6.  Les  expressions  de  y  et  de  v  en 
fonction  de  s  se  trouvent  dans  cet  article,  l'une  sous  le 
n°  4>  l'autre  à  la  page  53i  (tome  V).  Serait-il  juste  de 
dire  que  M.  Vieille  les  a  prises  à  M.  Turquan,  sans  le  ci- 
ter? Non,  sans  doute!  Personne  ne  traitera  le  problème 
sans  arriver  d'abord  à  ces  expressions. 

Une  certaine  ressemblance  existe  effectivement  entre 
ma  discussion  de  y  et  de  ^^  et  celle  de  M.  Vieille.  Mais  les 
lecteurs  impartiaux  ne  trouveront  là,  je  le  croîs,  que  des 
rapports  inévitables  entre  deux  rédactions  sur  le  même 
sujet. 

Quant  au  reste  (six  pages  sur  dix),  M.  l'Inspecteur  gé- 
néral a  pris  lui-même  le  soin  de  faire  voir,  dans  ses  obser- 
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Valions  sur  deux  passages,  qu'il  n'y  a  plus  aucune  simili-^ 
tude  entre  mon  travail  et  le  sien.  Ces  observations  me 
semblent  donc  contredire  aussi  complètement  que  je  puis 
le  désirer,  la  proposition  :  Permettez-moi  de  vous  faire 
observer  que  la  solution  de  V auteur  coïncide  avec  celle 
que  y  ai  publiée  il  y  a  onze  ans. 

Enfin  l'expression  du  temps  se  trouve-t-elle  dans  le 
Cours  complémentaire? 


QUESTION  623; 

Solution  de  M.  Abraham  SCHNËE, 
Elève  du  lycée  Charlemagne. 


Discussion  de  V équation  (6)  de  la  page  3 20. 

[i)l  -^2,kmayz  -\-  ^  km^bxz-^T.h'^  m^ax 

-^^ik-'mHy  —  m^{a}  +  b^+  c^  —  k^) k^  z=:  o. 

Premier  cas  ;  m'  —  1^0.  —  Ce  cas  suppose  les  deux 
directrices  non  rectangulaires.  En  multipliant  Téqua- 
tîon  (1)  par  (m*  —  i),  on  obtient  : 

mH^(m^'-ïya'^'^2km^{m^—i){mbz-^ka)x 
—  ^'(/w^— i)'j2+2Avw  (W— i)  {az-\-kmb)x 
+  m^{m^ — i){a^^b'-^c^  —  k^)z^  '~  ^' 

^m^ {m'  —  i)  (a^-h  b^-^  c'—  k^)  k^ 

OU 

m^[k  [m^—  i)x-\-mbz'i-akY 

—  [k  (w'—  i)y —  maz  —  A/w'ap 
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Si  m  =  o,  on  a  ^  =  o  ;  si  /c  =  o,  on  a  z  =  o  5  c'est  ce 
qu'on  savait  déjà  d'après  le  mode  de  génération  de  la  sur- 
face. Enfin,  si  l'on  suppose  à  la  fois  m  =  o,/:  =  o,  il  n'y 
a  plus  de  surface.  Nous  supposerons  donc  met  k  différents 
de  zéro. 

Si  Ton  a 

w^  (ûr» -f.  c»  — /•')  — (^' 4-c»  — /2)  =  o, 

la  surface  se  réduit  aux  deux  plans 

m  [A'  [m} —  i)^  -f-zw^z-h  ok^ 
=  rh[X^(/w* — i)y  —  maz  —  km^b  ]. 


Lorsqu'on  a 


m 


> 


»(rt'  +  c'— /-2)  — (^^^H-c»—  k')^o. 


la  surface  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe.  Les  trois 
plans 

k  [m^ —  i)x-\-  mbz  H-  ak=o, 

k(m^ — I  )  y — maz  —  /m'^  =:  o, 
z=  o, 

sont  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  la  surface;  ils 

—  a                 m^  b 
se  coupent  au  point  x  =  —g ?  j  =  —5 »  z  =  o,  qui 

en  est  le  centre. 

Note.  —  En  discutant  de  même  le  second  cas  où 
m*  —  I  =0,  M.  Schnée  a  trouvé  que,  dans  celte  hypo- 
thèse, Téquation  (i)  représente  un  paraboloïde  hyperbo- 
lique ou  différents  systèmes  de  deux  plans. 
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NOTE  SUR  UNE  QUESTION  DE  MÉGANIQUE; 

Par  m.  s.  VIANT, 
Professeur  de  mathématiques  spéciales  au  Prytanée  impérial  militaire 

de  la  Flèche. 


Dans  un  Traité  de  Mécanique  assez  répandu,  on  trouve 
une  solution  inexacte  de  la  question  suivante  : 

Le  mouv^ement  d'un  point  dans  un  plan  étant  défini 
parles  deux  équations  p  •=zf{t)^(ù-=(f  [t)  qui  donnent 
le  rayon  ^vecteur  et  Vangle^  trouver  les  composantes  de 
r accélération . 

Voici  une  solution  fondée  sur  des  principes  connus. 

Soit  MM'  la  trajectoire  du  mobile.  A  l'époque  t  la  vi- 
tesse de  circulation  est  MA  =  p  w'  (w'  étant  la  dérivée  de 
û)  par  rapport  au  temps)  ;  et  à  l'époque  z  -h  A«  la  vitesse 
de  circulation  devient  M'  A'  =  po/  -|-  A  (p  tiJ) .  Je  trans- 
porte cette  dernière  parallèlement  à  elle-même  au  point 

AB 

M  en  MB,  il  en  résulte  l'accélération  moyenne  —  >  dont 

les  composantes  sont  lim  7--     et     lim  — •  On  trouve  par 
un  calcul  connu 


lim —  =  fûw')'     et     lim  —  =  pw'^ 

D^un  autre  côté,  les  vitesses  de  glissement  étant 
Mû  =  p'  et  M'a'  =  p'  -h  Ap',  je  transporte  cette  der- 
nière au  point  M  en  Mi,  ce  qui  donne  pour  accélération 

moyenne  —  •  Le  calcul  indiqué  dans  les  Traités  donnera 
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pour  les  composantes  . 

lim  —  =  p      et     lim  —  =  p  «  . 

Ajoutant  convenablement  les  composantes  de  même 
direction,  on  aura  pour  la  composante  de  l' accélération 
suivant  le  rayon  vecteur,  p" — pw',  et  pour  la  compo- 
sante perpendiculaire   à   ce   rayon   (  p  w' ) ' -f-  p' w',    ou 

Ces  deux  formules  ne  sont  pas  exactement  celles  que 
donne  l'ouvrage  indiqué  plus  haut;  mais  on  les  trouve, 
sans  démonstration,  dans  la  Mécanique  de  M.  O.  Bon- 
net ;  elles  ont  été  obtenues  au  moyen  d^un  changement  de 
coordonnées,  par  un  de  mes  élèves,  Lenglet,  candidat  à 
l'Ecole  Polytechnique. 


QUESTIONS. 


625.  Soient  a,  6,  y,  <î,  e  les  racines  de  Téquation 
a*  -h  ^  p x^  +  ^  p^ X  +  q  =  o.  Démontrer  qu'on  a 

2(a  — d")  (a-  £)(6  —  (î)  (6  — e)  (7  —  B)  (7  —  6)  (^--e)»=0. 

(MiCHÀEL    ROBERTS.) 

626.  Les  six  points  milieux  des  côtés  et  des  diagonales 
d'un  quadrilatère,  les  deux  points  où  se  coupent  les  côtés 
opposés,  le  point  d'intersection  des  deux  diagonales,  sont 
sur  une  même  ligne  du  second  degré. 

Lorsque  les  quatre  sommets  du  quadrilatère  appartien- 
nent à  une  circonférence,  la  ligne  du  second  degré  sur  la- 
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quelle  se  trouvent  les  neuf  points  désignés  est  une  hyper- 
bole équilatère  qui  passe  par  le  centre  de  la  circonférence, 
et  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  bissectrices  des 
angles  que  forment  les  deux  diagonales  du  quadrilatère. 

627.  Les  droites  inscrites  dans  un  angle  droit  donné, 
et  qui  ont  leurs  milieux  sur  une  droite  rencontrant  les  cô- 
tés de  l'angle  droit  en  des  points  différents,  sont  toutes 
tangentes  à  la  même  parabole. 

628.  Étant  donné  un  tétraèdre  quelconque,  on  peut 
faire  passer  par  les  centres  de  gravité  de^  quatre  faces  un 
ellipsoïde  tangent  à  ces  mêmes  faces.  H  aura  pour  centre 
le  centre  de  gravité  du  tétraèdre.  Et,  si  on  appelle  3  a, 
3  ft,  icj  les  arêtes  adjacentes  à  un  même  angle  solide, 
qu^on  prenne  des  axes  parallèles  à  ces  arêtes,  et  pour  ori- 
gine le  centre  de  gravité  du  tétraèdre,  l'équation  de  la 
surface  tangente  sera 

(=)"+{f)"-(:y+S+S+S=r 

(Vawnsow.) 

629.  Etant  donné  un  tétraèdre  quelconque,  si  une  sur- 
face du  second  degré  passe  aux  milieux  des  trois  arêtes 
d'un  angle  solide  et  leur  est  tangente*,  si,  de  plus,  elle 
passe  aux  milieux  des  trois  autres  arêtes,  elle  leur  sera  éga- 
lement tangente.  Celle  surface  a  pour  centre  le  centre  de 
gravité  du  tétraèdre.  (Vawwsok.) 

630.  Le  système  des  deux  équations  x^  =  ay*  -f-  i , 
X*  =  bjr^  -\-  c,  dans  lesquelles  a  -+-  i  et  c  sont  des  multi- 
ples de  3,  et  b  un  nombre  entier  non  divisible  par  3, n'ad- 
met aucune  solution  entière. 

631.  Si  Féqualion  2*  =  a:*  -f-  ax^y^  -f-&7*  est  réso- 
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lue   par  ;■' =  «* -f- a<*  a' -+- m*,    elle    le  sera   aussi    par 
x  =  I* —  {a} —  4^)  t*«*,  y  =  *■''  —  ^«*,  z  =  2rtu. 

(V.-A.   Lebesgue.  ) 


DE  LA  MÉTHODE  DES  SUBSTITUTIONS  SliGGESSIVES  POUR 
LE  CALCUL  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS 

(voir  page  S08)  ; 

Par  m.  Léon  SANCERY, 
Professeur  au  lycée  d'Âuch. 


V. 

j4 pplicalion  à  V équation  du  second  degré. 

Écrivons  l'équation   x^-hpx-hff=o  de  la  manière 
suivante  : 


La  dérivée  du  second  membre  est ;  on    ne  pourra 

utiliser  la  méthode  des  substitutions  successives  pour  le 
calcul  des  racines  or/ j:/' que  dans  le  cas  où  les  valeurs 

2  j/  ?.  x" 

9 '■ —  seront  comprises  entre  —  i  et  +  i. 

P  P 

1^  Supposons  les  racines  x',  od'  de  même  signe,  et 
x'  <C  ^'  en  valeur  absolue.  On  aura  ^  =  —  (:c'-|-  x) , 

par  suite =  — ; r,  •   La  valeur  de  cette  dérivée 

^  p  x'  -Ar  x" 

est  positive  pour  jc  =  .r',  x  =  a/';  mais  elle  n'est  infé- 
rieure à  Tunité  que  pour  x^=.x'.  Ainsi  la  forme  ci- 
dessus  donnée  à  l'équation  ne  permet  que  le  calcul  de  la 
racine  qui  a  la  plus  petite  valeur  numérique. 
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Déterminons  quelles  peuvent  être  les  valeurs  initiales 
ou  de  départ.  Il  suffit  de  chercher  quelles  sont  les  valeurs 

qui  rendent |  ^J  et  de  prendre  l'une  de  ces  valeurs. 

On  trouve  ainsi  que  x  doit  être  compris  entre  o  et  — -• 
On  peut  donc  prendre  pour  première  valeur  Xj  =  —  -  ; 

car,  les  racines  étant  réelles,  —  -  est  toujours  compris 

p 
entre  o  et  —  -  • 

2 

a?  Supposons  les  racines  de  signes  contraires,    Té- 

quation  est  alors  x^+px  —  9^=0,   d'où  a:= 

Soient  x\  ,  x\  les  valeurs  absolues  des  racines  et  x',  <^x'\ , 

la  fonction ^  ou  — j,  est  positive  et  plus  grande 

p  X      I    X 


que  l'unité  pour  xz=:x"\  elle   est  négative  et  égale  à 

5 — ^-î  pour  x=.x'.   Or,  afin  que  cette  valeur  soit 

supérieure  à  —  i ,  il  faut  que  3  x^  <^  x\  . 

En  mettant  dans  l'équation  le  signe  de  p  en  évidence, 


ou  a 


=^(f±vf^). 


donc 


la  relation  3jc',  <^Jt:'I  conduit  ainsi  à  Finégalité 


Ann.  de  Mathéniat ,  2«  série,  1. 1*'-  (Octobre  1863.)  ^5 
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qui  se  réduit  à 

Ainsi  lorsque  les  racines  sont  de  signes  contraires,  la 
forme  particulière  donnée  ci-dessus  à  Téquation  du  se- 
cond degré  ne  permettra  le  calcul  de  la  racine  qui  a  la 
plus  petite  valeur  absolue  que  lorsque  les  coefficients 
satisferont  à  Tinégalité 

Cherchons  maintenant  une  valeur  de  départ.  Nous 
supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  dans  tout  ce  qui  va 
suivre,  p  positif.  Alors  la  racine  qui  a  la  plus  petite  va- 
leur numérique  est  positive. 

De  la  relation  -4  <!  t  on  lire  —  —^  >  —  i .  Si  donc 

/?*        4  ^P 

on  pose  —  -^^  = ?  la  valeur  jr^  =  — ^  que  Ton  en 

déduit  rendra  la  dérivée  plus  grande  que  —  i  et  plus  pe- 
tite que  zéro.  Cette  valeur  x^  est  moindre  que  x*  ;  car, 
puisque 


^=-?+\/f-^^  = 


f-^\/f 


-4-7 


3 
on  aura,  en  remplaçant  dans  le  dénominateur  q  par  j  />S 


..'>_     " 


P 

2 


\/jU" 


eu  x'^-x^t  c'est-à-dire  x'  *>  x^ . 
op 

Si  Ton  cherche  les  limites  qui  ont  été  signalécrs  au  §  IV, 


(387  ) 
on  trouve  o  et  ->  par  suite  les  deux  intervalles  a .  ^ .  L, 


L'. .  .a ,  sont  ici  respectivement  —  --}-  i/y-+-<7-«o, 
—  -  -H  \/  7"  "l~  7  •  En  les  comparant  on  voit  que  si 


P 

^  •  •  • 

2 


■^<^-^»  le  premier  est  plus  petit  que  le  second-,  si 
q  ^  -^9  le  contraire  a  lieu.  Xi  étant  toujours  situé  dans  le 

g  5 

premier  intervalle,  il  est  établi  que  lorsque  "^  <C  "2- >   ^^ 

valeur  de  départ  Xi  fournit  des  valeurs  successives  telles, 
que  chacune  approche  plus  de  la  racine  que  la  précé- 
dente. 

Nous  allons  démontrer  qu'il  en  est  encore  ainsi  lors- 
que —  >  -Tî  •  En  effet ,  la  valeur  a:,  =  -  —  —,  que 
^      p^  ^    lo  p       9/^'  ^ 

fournit  Xx  étant  supérieure  à  a:'  et  moindre  que  -j  sera 

dans  le  cas  actuel  située  dans  le  plus  petit  des  deux  inter- 
valles a. .  .L,  L^  .  .a,  et^  par  suite,  chacune  des  valeurs 
obtenues  après  x%  approchera  plus  que  la  précédente  de 
la  racine  x' ,  Si  donc  x^  —  x'  <^x'  —  Xi,  toutes  les  va- 
leurs qui  suivent  Xi  seront  dans  le  même  cas.  Or  l'iné- 
galité Xt — x'  <ix'  — Xi  devient,  lorsque  l'on  y  remplace 
les  quantités  qu'elle  renferme  par  leurs  valeurs , 


ou  bien 


9/?*-+-  i5/;'7  <4  7'  +  i8/.^  yj'j  4-  ff. 


25. 


(  388  ) 
Or  si  q  =  jp*^    on  a  Xi  .=  aî'  =  Xi=  -•    La  première 

inégalité,  et  par  suite  la  seconde,  se  transforme  dans  cette 

3 
hypothèse  en  une  égalité.  Si  q  <^j  /?*,  le  second  mem- 
bre de  la  deuxième  inégalité  acquiert  une  valeur  supé- 

3 
rieure  à  celle  qu'il  a  pour  (f=  jp^\  le  premier,  au  con- 
traire, prend  une  valeur  inférieure  \  donc  Finégalité  est 
évidente.  Par  suite  a:,  est  plus  approché  que  x^  • 

La  théorie  précédente  complète  la  Note  donnée  par 
M.  Gerono  dans  les  Nous^elles  Annales^  t.  XVI,  p.  436. 
Elle  prouve  que  la  méthode  des  substitutions  successives 
appliquée  à  Téquation  du  second  degré  x^-^-px — q'^=^o 


x^ 


mise   sous  la  forme  x  = ne  pourra  servir  au 

P        P  ^ 

calcul  de  la  racine  positive  que  lorsque  -^  <C  7  '  et  que 

dans  ce  cas  la  quantité  i~  jouit  de  la  propriété  de  four- 
nir des  valeurs  successives  approchant  chacune  plus  que 
la  précédente  de  la  racine  x' . 


IX 


Les  valeurs  de  a:qui  rendent  ladérivée ^  —  i  étant 

^  P 

comprises  entre  o  et  -  >  on  voit  que  la  quantité  -  >  qui  a 

servi  dans  le  cas  où  les  racines  étaient  de  inême  signe, 

n'est  pas  forcément  comprise  entre  o  et  -5  il  faudrait, 

pour  qu'il  en  fût  ainsi,  que  p*^  2q,  L'application  de  la 

méthode  exigeant  seulement  que  ^*  >  |  ^,  on  voit  que 

la  deuxième  inégalité  peut  être  satisfaite  sans  que  la  pre- 
mière le  soit.  Toutefois  nous  allons  démontrer  que  lors- 


(389) 

3 
que  p^^yq^  on  peut  encore  prendre  pour  valeur  de 
4 


On  a  (*) 


départ  Xi  =  - 

P 


/>     /»  p      p 


d'où 


*^H+7  "*~*  •*«-+- 1 


•^n  """  ^n+l 


OU  bien 

•*iH-a         «^ii+l  —  "~~  l  ^n+i  ■""  "^B  j  —————  • 

p 

Pour  que  les  deux  différences  x„^t — ^n+n  J^n+i  —  ^» 
soient  de  signes  contraires,  et  la  première  numérique- 
ment moindre  que  la  seconde,  on  doit  avoir 


Or 


.*«+!  -h  «^n 

•''^«4-l  ~^  '"^n    ^ 

P       ''°' 

P 

^n-^-l  -\-  ^n  ^ 

P                      P' 

X  ,1           J?„ 

-^  +  75 

les  deux  inégalités  précédentes  deviennent  donc 
—  ^n  -f-  p^n  -4-  y  >  o ,     —  xî  4-  /?a?,  +  ^  — /?'  <  o. 

Pour  que  la  première  soit  satisfaite,  Xn  doit  être  compris 
entre  les  racines  de  Téquation  X' — pX  —  y  =  o,  c'est- 


i^*)  Les  calculs  qui  suivent  peuvent  être  reliés  entre  eux  par  un  raison» 
nement  inverse  et  fournir  ainsi  une  solution  élémentaire  plus  complète 
que  celle  qui  a  été  donnée  jusqu'à  ce  jour,  de  cette  question  du  programme 
de  mathématiques  spéciales  :  «  Résolution  de  Téqùation  ax*~\-bx — cr=o, 
n  lorsque  a  est  très-petit  »  ,  si  toutefois  on  emploie  pour  solution  de  celle 
question  la  méthode  des  substitutions  successives. 


{  ^90  ) 
à-dire  entre 


Qaant  à  la  seconde,  les  racines  de  Téquation 

étant  imaginaires  si  "ip^^^q^  elle  est  satisfaite  pour 

toute  valeur  de  x.  Pour  que  la  quantité  -  puisse  étreune 
valeur  de  départ,  il  suffit  de  voir  si 


i<*\/j 


Or  cette  inégalité  est  satisfaite  si  Ton  a  -^  <[[  2.  Ce  qui  a 
lieu  eHectivenient. 

Lorsque  -^  <^  ^  et  -  la  valeur  de  départ,  les  premières 

valeurs  obtenues  peuvent  ne  pas  satisfaire  à  la  condition 
que  chacune  d'elles  soit  plus  approchée  de  la  racine  que 
la  précédente.  Mais  Tensemble  des  valeurs  supérieures 
à  x'  tend  vers  x',  et  il  en  est  de  même  des  valeurs  in- 
férieures. Ce  qu'il  y  a  de  remarquable,  c'est  qu'une 
valeur  approchée  par  défaut  donne  toujours  pour  la  va- 
leur suivante  un  nombre  approchant  davantage  de  la 
vraie  valeur  de  la  racine. 

En  effet,  soient  j:„  <^  x',  Xn^i^  x' \  la  diffé- 
rence Xn^x  —  x'  sera  moindre  que  x' — x„,  si  Ton  a 
Xn  -h  J^i.+i  <C  2x'.  Substituons  les  valeurs  de  x^^i  et  de 
x'  et  posons 


v^f 


(1  X 


(391) 
Ou  eu  déduit 


\/'t 


Xn  doit  donc  être  inférieur  à  la  plus  petite  des  racines 


-ï-^V4^''  ^'-s/j 


de  ] 'équation 


eq 


ar'  — px  —  Q  —  p'^-\-ip  i /  7^  -\-  q  =  o ; 


^/f 


et  comme  cette  plus  petite  racine  —     ^"  1/ 7"  "+■  V   ^^^ 

la  racine  elle-même  qu'il  s'agit  de  calculer,  on  voit  que 
l'inégalité 

Xn^X"—  X     ^^X    Xf^ 

est  satisfaite  d'elle-même. 

Les  valeurs  supérieures  à  x*  peuvent  au  contraire 
donner  des  valeurs  moins  approchées  qu'elles-mêmes.  En 
effet,  de  l'inégalité 


Xf^  X   _^J>  X    —  J?|i_f.i 


on  déduit 


^1 


xl--px„  —  q  —  p^-^ip  k/ij^q  <;o, 

et,  par  conséquent,  Xn  est  une  valeur  comprise  entre  les 
racines 


de  l'équation 

/? 

.r' — px  —  q  —  /;'  -f-  7.p  i/  y  -f-  7  =  o. 


(  39^  )  

3  I  u^ 

Si  donc  Xn  n'est  pas  inférieur  à  -  p  —  v    /  "^  9'  la  va- 
leur Xnj^x  sera  moins  approchée  que  Xn*  Si  l'on  pose 


K^-sJ'i^r. 


on  trouve 


2<      2 


OU  bien 


condilion  qui  a  été  indiquée  par  M.  Gerono. 

3 
On  peut  montrer  que  si  la  condition  9  -—  7  p'  <C  ^  VitfX 

pas  satisfaite,  les  valeurs  successives  que  l'on  obtient  doi- 
vent, dans  le  voisinage  de  la  racine  a/,  s'écarter  de  plus 

3 
en  plus  de  cette  racine.  En  effet,  lorsque  q  —  j  P^^  *^> 

les  racines 

de  l'équation 

étant  réelles,  la  fonction  -^^ sera  supérieure  à  l'u- 
nité pour  .r„  compris  entre  Xj  et  Xj  et  inférieure  à  i 
lorsque  Xn  sera  moindre  que  X|  ou  plus  grand  que  Xs- 
Gela  posé,  considérons  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles 

la  fonction est  positive  5  ce  sont  les   seules  qui 

intéressent,   puisque  la    racine  est   positive.   Elles  sont 
moindres  que   sjq.  Supposons  Xj  positif,   et   par    suite 


(393) 
p*y>  q-  On  aura 

X,  <  x*  <  X,  <  V?. 

Pour  a:  =  Xi ,  la  fonction acquiert  la  valeur  X, . 

et  pour  j:  =  Xj  elle  est  égale  à  Xi*,  d'ailleurs  on  a  l'iden- 
tité 

p     p 

1°  La  fonction étant    décroissante  lorsque  x 

P       P 

croit  de  o  à  oo  ,  puisque  sa  dérivée  est  alors  négative , 
pour  X  compris  entre  Xi  et  a:',  elle  acquerra  une  va- 
leur comprise  entre  a*'  et  Xj  -,  et,  pour  x  intermédiaire 
entre  3i!  et  Xj ,  elle  prendra  une  valeur  située  entre  x! 
et  Xi.  Il  en  résulte  que  si  l'on  prend  une  valeur  ini- 
tiale comprise  entre  Xi  et  Xj ,  la  condition  -^^^ ^  ^  i 

étant    remplie,    et    par    conséquent  aussi  la  condition 

-^ ^."]>  o,   les  différences  successives  XnA.\  —  x^f 

P 

jr^i  —  Xn+i . . . . ,  seront  alternativement  de  signes  con- 
traires, mais  leurs  valeurs  absolues  iront  en  croissant. 
Les  valeurs  successives  qui  sont  supérieures  à  o/ s'éloigne- 
ront donc  de  a/,  et  il  en  est  de  même  des  valeurs  inférieu- 
res. Les  valeurs  obtenues  pourles  différences ar„+i  —  t„,  . . . , 
sont  toujours  moindres  que  Xj  —  Xi ,  c'est-à-dire  moin- 

dresque2  \l  q  —  /?*•  Mais  comme  une  valeur  peu  dif- 
férente de  Xi  donne  une  valeur  qui  diffère  peu  de  Xj,  il 
en  résulte  que  les  différences  des  valeurs  successives  que 
l'on  obtient  étant  prises  en  valeurs  absolues  tendent  vers 


sJi'V- 


(394) 
2°  Si  l'on  donne  à  x  inie  valeur  comprise  entre  o  et  X, , 


x^ 


la  fonction- prendra  unevaleur  située  entre -et  Xj; 

P        P  P 

si   X  est  intermédiaire  entre  Xj  et   sjq^  la  valeur  de  la 

fonction  sera  comprise  entre Xi  et  o;  d'ailleurs  quex  soit 

compris  entre  o  et  Xi  ou  bien  entre  Xj  et  \fq^  la  condition 
"■^'       — -^  o  est  satisfaite;  donc  si  on  prend  une  valeur 


P 

initiale  située  entre  o  et  Xi ,  ou  bien  entre  Xi  et  ^q^  les 
différences  successives  sont  ar„^i  — ar„,  ir„^j  — J^n+ivî 
seront  de  signes  contraires  et  leurs  valeurs  absolues  iront 
en  décroissant.  Les  valeurs  supérieures  à  x'  décroîtront 
donc,  et  les  valeurs  inférieures  iront  en  croissant;  mais 
ces  valeurs  ne  tendront  pas  indéfiniment  vers  la  racine  y, 
leurs  limites  respectives  sont  Xj  et  Xi. 

Les  réflexions  qui  précèdent  préviennent  une  erreur 
que  Ton  serait  porté  à  commettre  par  suite  d'un  examen 
insuffisant  des  valeurs  successivement  obtenues  lorsque 

p^^q^  jp'^.  Si  dans  ce  cas  on  part  de  la  valeur-»  on 

obtient  une  série  de  valeurs  qui  se  rapprochent  de  la  ra- 
cine x,  mais  qui  ne  tendent  pas  indéfiniment  vers  cette 
racine. 

Supposons  Xi  négatif;  alors  p*  <^  q^  on  aura 

les  valeurs  qui  rendent  la  fonction positive  étant 

^  P       P   ^ 

toutes  comprises  entre  Xi  et  Xj,  il  s'ensuit  que  pour 
toute  valeur  de  départ  donnant  une  suite  de  valeurs  po- 
sitives, les  différences  r„+i —  j:„ , ... ,  iront  en  augmentant 
en  valeurs  absolues,  et  par  conséquent  les  valeurs  obte- 
nues s'éloigneront  de  plus  en  plus  de  la  racine  x! . 


(  395  ) 

\I. 

application   de  la  même  théorie  à  V équation 

du  troisième  degré. 

Nous  supposons  d'abord  les  racines  réelles.  Alors  p 
est  négatif  et  ^p^-^i'j  q^  <Co*  Nous  mettrons  donc  l'é- 
quation sous  la  forme  x'  —  px  +  q  =  o.  On  en  tire 

g        X* 

P        P 

3  x^ 
La  dérivée  du  second  membre  est :  elle  est  donc  po- 

P  ^ 

sitive  pour  toute  valeur  de  x.  Pour  qu'elle  soit  plus  petite 

que  l'unité,  x  doit  être  compris  entre   les  racines  de 

,,,         .      3.r^  ,        ,    ,.  fp  Ip 

J  équation =  i ,  c  est-a-dire  entre  —  \    \^'^  ~^\l  V 

Or  les  racines  de  l'équation  proposée  étant  réelles  sont 
comprises  entre 


—  ce  et 


et     +  00 


La  racine  qui    a  la   plus  petite  valeur   numérique   est 

donc  comprise  entre  —  \l\  ^^  "+"  v  V  ^^  ^^^  autres  sont 

en  dehors  de  ces  limites.  Il  en  résulte  que  la  forme  don- 
née à  l'équation  ne  permet  que  le  calcul  de  la  racine  qui 
a  la  plus  petite  valeur  numérique.  Les  signes  de  la  fonc- 
tion x' —  px-^  q,  pour  a:  =  —  i/^n  a:  = -f- i/Ç  pétant 

respectivement  H-  et — ,  et  son  signe  poura:=o  étant 
celui  de  q^  on  voit  que,  si  </  >  o,  la  racine  est  positive  j 


(  396) 
si  ^  «<[  o,  la  racine  est  négative  :  elle  est  donc  de  même  si- 
gne que  q.  Or  on  a  -    moindre    en   valeur   absolue   que 


v/' 


^•,  donc  -  est  une  valeur  de  départ. 

Supposons  que,  p  étant  négatif,  Téquation  ait  deux 
racines  imaginaires.  Alors  la  racine  réelle  est  de  signe 

contraire  kq.  Si  q  est  positif,  la  substitution  de  —   t/^ 

dans  Téquation  donnant  un  résultat  positif,  la  racine  qui 

est  négative  est  inférieure  à —  i/o*   Si  q  est  négatif,  la 
substitution  de  i /^  donne  un  résultat  négatif;  la  racine 

qui  est  positive  est  donc  plus  grande  que  i /^'  I^a  forme 

particulière  donnée  à  l'équation  ne  permet  donc  pas  le 
calcul  de  la  racine  réelle. 

Si  p  est  positif,  l'équation,  en  supposant^  négatif,  de- 

vient  x^  •+■  px  —  <7  ==  o.  On  en  déduit  jc  = «La 

^  V  p         P 

dérivée  du  second  membre  est  négative,  quel  que  soit x; 
pour  qu'elle  soit  supérieure  à  —  i ,  il  faut  que  x  soit  com- 


pris entre  —  i/^  et  -+-  1/59   <J  étant  négatif;  1 


a  racine 


réelle  est  positive^  elle    ne   sera  inférieure  à  -+-  i/^ 


P 
3 


1  _  Ll 

qu'autant  que  Ton  aura  ^  <  —  Donc  lorsque  p  estpo- 


q      x^ 


sitif,  la  méthode  n'est  applicable  à  la  forme  x  = — 


que  dans  le  cas  où  —  <'  — 
*  p^    ^  '2'] 


(397) 
Si  on    pose  —    = ^^  >    la  valeur  posilivc 

Xi  =  j-^  que  Ton  en  tire  pour  x  rendra  la  dérivée  plus 
grande  que  —  i ,  et  s'il  en  est  de  même  de  la  valeur 
Xi  =  -  —  ^/\  que  fournit  Xi ,  on  pourra   prendre  Xi 

pour  valeur  de  départ.  En  effet,  l'une  des  quantités  x^ , 
Xf  sera  nécessairement  comprise  dans  le  plus  petit  des 
deux  intervalles  a...L,  L'...a  signalés  au  §  IV.  Voyons 
donc  si  Finégalité 

laquelle  revient  h 

3.64^7V  +  3.272^«  <64'/?»  -f-  2  3  27  q*p», 

est  vérifiée. 

Ur  SI  ^  =  — »  on  aa:i  =  -7-^  =  i/^  =  jr,  =  x , a?  étant 
P"      ^1  4/?      V  3 

la  racine  réelle  de  Téquation  x'  +  px  —  ^  =  o.  La  pre- 
mière inégalité,  et  par  suite  la  seconde,  se  transforment 

dans  cette  hypothèse  en  une  égalité.  Si  ^  <^  — 9  le  pre- 
mier membre  de  la  deuxième  inégalité  prend  une  valeur 
inférieure  à  celle  qu'il  a  pour  ~  =  —  ;  le  second  mem- 
bre au  contraire  prend  une  valeur  plus  grande  :  donc  l'i- 
négalité est  évidente.  Par  suite  Xi  =  j^  est  une  valeur 
de  départ. 

La  quantité  ^  qui,  dans  le  premier  cas,  a  servi  de  va- 
leur de  départ,  ne  jouit  pas  dans  celui-ci  de  la  propriété 
de  rendre  toujours  la  dérivée  plus  grande  que  —  i. 


(398  ) 

VII. 

Par  les  exemples  qui  précèdent,  on  voit  que  la  forme 

donnée  à  l'équation  F  (x)  =  o  ne  permet  pas  le  calcDl 
approché  de  toutes  les  racines.  Nous  allons  montrer  que 
Ton  peut  toujours,  par  la  méthode  des  substitutions  suc- 
cessives, calculer  toutes  les  racines  de  Téquation 

F(x)  =  o, 

à  la  condition  de  savoir  trouver  la  fonction  a:  =  4»  (  j) 
inverse  de  j^=  y  (x). 

En  effet,  admettons  que  Ton  sache  trouver  cette  fonc- 
tion inverse.  On  pourra  mettre  l'équation  F  (j?)  =  o  on 
j:  =  9  (x)  sous  la  forme  x  =  ^  (x).  Mais,  d'après  la  na- 
ture des  fonctions  x  =^  (y),  y  =  ^  (x)^  on  a 


Y  [y) 

X,  y  étant  deux  valeurs  correspondantes.  Or,  lorsque  x 
est  égal  à  une  racinejS  de  l'équation  F  (x)  =  o,  x=y=i  (|3); 

donc  ç'  (j3)  =  TTTm'  P^r   suite,   si,  pour   une   racine  |3, 

r  (P) 
(f'  (j3)  est  en  dehors  de  l'intervalle  — . .  .-i-i,  pour  cette 

même  valeur  ^'  ((3)  sera  compris  entre  —  i  et  -f- 1 .  Donc 

la  forme  x  =  ^  (x)  permet  le  calcul  de  la  racine  j3,  qui 

échappe  à  la  relation  x  ==  ç  (x). 

Si  on  applique  ces  considérations  aux  équations  da 

deuxième  et  du  troisième  degré,  on  trouvera 

œ  =  y  —  px  —  y,      X  m  ^ —  px  —  q 

pour  formes  inverses  de 

q  x^  q  x^ 

P  P  P  P^ 


(  h9  ) 
et,  par  conséquent,  les  deux  premières  expressions  four- 
nirout  les  racines  que  ne  donnent  pas  les  deux  der- 
nières. 

VlII. 

Supposons  actuellement  que  l'équation 

F(a:)=:o 

ne  puisse  être  mise  que  sous  la  forme  ^  (x)  =  cy  [x)» 

On  peut  toujours  regarder  le  x  du  premier  membre 
comme  une  fonction  explicite  de  <f  (x)  et  poser 

Dès  lors,  si,  pour  une  racine  a,  Ç' [9  (<3f)]»^' (a)  était 
compris  entre —  et  -i-  i,  on  pourrait  déterminer  a  par 
les  calculs  suivants  : 

a:,  =  Ç[(p(x,)], 

•^3  =  Ç[?(^2)], 


Or  la  forme  explicite  ^  [ç  (x)]  n'étant  pas  connue,  par 
hypothèse,  on  ne  pourra  déterminer  les  quantités  Xj,  j^»,. . . 
que  par  la  résolution  des  équations 

La  méthode  ne  sera  donc  réellement  applicable  à  la  déter- 
mination de  la  racine  a  qu'autant  que  l'on  pourra,  à 
l'aide  de  tables,  calculer  la  valeur  de  x  qui  fait  acquérir 
à  (p  (.r)  une  valeur  donnée. 

En  supposant  qu'il  en  soi t  ainsi,  il  reste  à  faire  voir 
comment  on  pourra  reconnaître  que  Ç'  [(p  (a)  ].ç'  (ce)  est 
compris  entre  —  i  et  +  i .  ^' [9  (x)  ] .(p'  [x)  est  la  dérivée 
m' de  la  fonction  u  définie  par  u  =  ^[(f  (x)],  ou  encore 


(  4oo  ) 
par  ^  (m)  =  ({)  (x).  Or^  en  difïéren liant  les  deux  membres 
de  cette  dernière  équation,  on  a 


d'où 


par  suite 


r  [?(.«;].?' (x)=#-^^ 


f(«) 


Dès  lors  les  procédés  ordinaires  qui,  à  l'aide  de  la  fonc- 
tion |' [9  (a:)],  cj/ (t)  permettent  de  reconnaître  que 
?'  [?  (^)]*^'  (^)  ^®^  comprise  entre —  1  et  -f-  i,  pourront 

s'appliquer  à  la  fonction  •  ?  puisque  u  est  numérique- 
ment connu  par  les  tables. 

Si  Ton  remarque  que,  pour  jc:  =  a,  u  est  aussi  égal  à  a, 
on  aura 

?'[?(«)].?' (a)  =  |^{, 

et  par  conséquent  si,  pour  une  certaine  racine  a,  la  frac- 
tion ^7 — {  n'était  pas  intermédiaire  entre  —  i  et-f-  i,  la 

+  (a) 

fraction  inverse    , ,   {    jouirait    au    contraire    de    cette 

?  («)   ^ 

propriété.  Il  en  résulte  qu'en  supposant  la  résolution 
de  l'équation  (^  (x)  =  A  possible  à  F  aide  des  tables,  la 
racine  a  pourra  être  calculée  à  l'aide  des  opérations  sui- 
vantes : 

(Fin.) 


(4oi  ) 


QUESTION  602; 

Solution  de  M.  Chakles  de  TRANQUELLÉON. 


Soient  Â  le  point  attiré  et  MN  le  plan  attirant  ;  abais- 
sons du  point  A  une  perpendiculaire  sur  le  plan.  Soit  P  le 
pied  de  cette  perpendiculaire.  Du  point  P  comme  centre 
décrivons  des  cercles  ^  considérons  comme  élément  d'at- 
traction la  couronne  infiniment  petite  comprise  entre 
deux  cercles  décrits  avec  des  rayons  :  r,  r-^dr.  En  po- 
sant AP=  a,  l'attraction  de  l'élément  sera  ■-■  ^  9  la 

composante  de  cette  attraction  suivant  AP  sera  j-^^ ^  \ 

j  1,  .  1  C^    9.uanrdr         air 

donc  1  attraction  totale  sera  f       7-^^ -r,  =  î--j  ce  qui 

démontre  le  théorème. 

Ce  résultat  peut  être  généralisé.  En  effet,  si  l'on  sup- 
pose que  l'attraction  de  l'élément  soit  en  raison  inverse 
de  la  n''"**  puissance  de  la  distance,  l'attraction  totale  sera 


Ultaitrdr  a         ^tt 


Pour  71=  I  cette  formule  donne  pour  Tattraction  une 
valeur  infinie. 

Mais  dans  ce  cas  l'attraction  est 

X^     2rr/r  r    irdr 

Or,  pour  r=  00  le  logarithme  est  infini. 

Ann.de  Malhéniat.,  a*  sérient.  I*"".  (Novembre  1S62.)  a6 


(  4oa  ) 
Od  peut  doue  dire,  en  géuéral,  sauf  le  cas  de  /i=  i, 
que  lorsque  tous  les  points  d'un  plan  attirent,  en  raison 
inverse  de  la  w"'^  puissance  de  la  distance,  un  point 
situé  en  dehors  du  plan,  Tattraction  totale  du  plan  sur 
ce  point  est  en  raison  inverse  de  la  (n  —  2)'*"*  puissance 
de  la  distance  du  point  au  plan. 

Note.  —  M.  Ch.  Kessler  a  résolu  la  question  602  d^nne 
manière  semblable,  et  il  a  de  même  remarqué  que  la 
proposition  peut  être  généralisée. 


KOTE 

Sur  le  lieu  du  sommet  d^un  angle  dont  les  côtés  sont 

respectwement  tangents  à  deux  coniques  ayant  un 

foyer  commun,  les  rayons  menés  de  ce  foyer  aux 

deux  points  de  contact  faisant  un  angle  constant 

donné  y 

Par  m.  CAQUÉ, 

Professeur  au  collège  Rollin. 


Les  équations  de  deux  coniques  ayant  un  foyer  com- 
mun sont  en  coordonnées  rectangulaires;  et,  quand  on 
prend  ce  foyer  pour  origine, 

,  \  x«  +  7«  =  (/j:  +  mrH-^)», 

^'^  I  x'^-\-y'=[l'  a/  -^  m' y  ^^p'Y^ 

Si  l'on  mène  deux  tangentes,  Tune  à  la  première  co- 
nique et  par  le  point  [xy)^  Tautre  à  la  seconde  conique 
et  parle  point  [x'  y^)^  les  coordonnées  X  et  Y  du  point 
de  concours  de  ces  tangentes  satisferont  aux  équations 

I  X  j: -h  Y/^  =  (/X  H- w  Y -f./?)  ( /x  4- /lîjr -+-/;) 


(  4o3  ) 

Pour  trouver  l'équation  du  lieu  décrit  par  le  sommet 
d'un  angle  dont  les  côtés  sont  respectivement  tangents  à 
deux  coniques  ayant  un  foyer  commun,  lorsque  les 
rayons  vecteurs  menés  de  ce  foyer  aux  deux  points  de 
contact  font  un  angle  constant,  il  faudrait  éliminer  x^y^ 
x'j  y'  entre  (i)  et  (2)  et  l'équation  exprimant  que  l'an- 
gle des  rayons  vecteurs  est  constant. 

Pour  faciliter  cette  élimination,  soient  r,  r'  et  Ries 
rayons  vecteurs  des  points  (x,  j)^  (^Sj')>  (^î  ^)  5 
ce,  a',  6,  les  angles  que  ces  rayons  vecteurs  font  avec 
l'axe  des  x^  et  soit  2  0  l'angle  constant  que  font  entre 
eux  r  et  /. 

Posons  enfin  )  pour  abréger ^ 

dzzzlx  H-  /w/ -+•/?,        d^  =:zl'  x'  -4-  m*/  -^ p\ 

Les  équations  (1)  deviendront 

(3)  r'  =  f/»,      r"==é/'«. 

.Les  équations  (2)  deviendront,  en  ayant  égard   à  (3)^ 

(4)  Rcos{6  — a)  =  D,     Rcos(6  — «')  =  D', 
et  Ton  aura  la  condition 

(5)  «'  — a==âô. 

Les  équations  (4)  combinées  par  addition  et  par  sous-^ 
traction  donnent,  en  ayant  égard  à  (5|), 

Rocs  (  ç^* ^  = ri 

\                  2        /             2COSÔ 
R  SID      6 1  =  r—-  \ 

26. 


(  4«'4  ) 

d'où  Ton  déduit 

(6)       R.=  (£:jiP\V(2jziîv. 

^    '  \  2COSÔ  /         \  asinO  / 

ou,  après  réduction, 

(7  )  R^sin^a  0  =  D^  -^  D'  —  2  DD'cos2  0. 

Les  coordonnées  des  points  communs  à  cette  conique 
et  Tune  des  coniques  (3),  la  première  par  exemple, 
satisfont  à  Téquation 

Dco$29  —  D'=:  o, 

représentant  une  droite  passant  au  point  de  concours  des 
directrices  des  coniques  données. 

Le  lieu  cberché  est  donc  la  conique  doublement  tan- 
gente à  chacune  des  coniques  données,  et  telle,  que  cha- 
que corde  qui  lui  est  commune  avec  chacune  déciles 
passe  au  point  de  concours  de  leurs  directrices. 

Pour  répondre  à  la  question  posée  au  Concours  géné- 
ral, il  suffit  d'exprimer  que  les  coniques  données  sont 
semblables^  c'est-à-dire  ont  la  même  excentricité  e,  et 
que  Tangle  de  leurs  rayons  minima,  ou  Tangle  de 
leurs  directrices,  est  26. 

A  cet  effet  on  prendra  Taxe  des  x,  dont  la  direction 
est  restée  arbitraire,  parallèle  à  la  bissectrice  de  Tangle 
des  directrices  des  coniques  données,  et  l'on  posera  dans 
Téquation   (6) 

D  =  tf  (XcosÇ-f^  Ysinô  — <7), 
D'=^(XcosÔ  —  Ysinô  — 7'). 

Ou  trouvera 

(8)  R.=..r(x-5Lt4:y+(Y-''-^vi. 

^    ^  L  \  2COSÔ  /         \  2sin9  /    I 


(  4o5  ) 

Le  point  de  concours  des  directrices 

D  =  o,     D'=o 
a  pour  abscisse  et  pour  ordonnée 

2  cos  9  2  sin  Q 

L'équation  (8)  exprime  donc  que  le  lieu  demandé 
est  celui  des  points  dont  les  distances  au  foyer  commun 
et  à  l'intersection  des  directrices  sont  dans  un  rapport 
constant,  égal  à  Texcentricité  commune  des  coniques  ; 
ce  lieu  est  donc  un  cercle  en  général,  et  une  droite  si 
les  coniques  sont  deux  paraboles. 

On  remarquera  que  le  lieu  ne  changerait  ni  de  jgran- 
deur  ni  de  position,  si  Ton  faisait  varier  les  coniques 
données )  en  conservant  toutefois  leur  excentricité  com- 
mune, leur  foyer  commun  et  le  point  de  concours  de 
leurs  directrices. 


ARITHHOLOGIE  ÉLÉNENTAHIE; 

Par  V.-A.  LE  BESGUE. 


TROISIÈME   ARTICLE» 


11 .  Dans  les  calculs  suivants,  cp  [x)  étant  une  fonction 
de  Jt:^  en  ce  sens  qu'elle  en  dépend  d'une  manière  quel- 
conque, connue  ou  inconnue,  on  représentera  par  ^m{x) 
une  quantité  <^cj)(j:),  et  par  cfi  [x)  une  quantité  ]>cj>(a:). 
Les  quantités  fi  (a:),  cj^o  [x)  seront  nommées  des  limites 
supérieure  et  inférieure  de  9(^),  mais  sans  attacher  au 
mot  limite  sa  véritable  signiGcalion.  On  emploiera  les 


(  4o6  ) 

inégalités  évidentes 

?i(j:').©i(j^)><p(A').Ô(a:)>ç.(j:).eo(jr), 
<p.  (^)  —  Ôof  ^)  >  ?  (a:)—  Ô(^)  >  ço  W  —  «i(^), 

et  quelques  autres  qu'il  serait  inutile  d'inscrire  ici. 

Pour  avoir  deux  limi  tes  simples  de  la  somme  des  lo- 
garithmes des  nombres  consécutifs  i,  2,  3,. .  .,  or,  c'est- 
à-dire  loglTorou  SlogT,  il  faut  prendre  l'inégalité  déjà 
citée 

f)>->(7)'' 

où  Ton  suppose  x  ^.  5  et  e  égal  à  la  base  du  système  des 
logarithmes  népériens. 

Si  Ton  prend  les  logarithmes  pour  une  base  quelcon- 
que, par  exemple  pour  la  base  10,  on  aura 

j:(logx  —  loga)  >  2logjr>  j:(Ioga?  —  log^). 

Dans  les  calculs  suivants,  on  aura  à  considérer  la  somme 
21ogE(a:),  où  E(a:)  est  l'entier  d'une  quantité  fraction- 
naire a:;  l'inégalité 

E(a:)[logE(^)-log2]>2logE(a?)>E(*)[logE(a:)~logif] 

devra  être  exprimée  en  fonction  de  x. 

En  augmentant  le  premier  membre  ou  la  limite  supé- 
rieure, on  lui  donnera  la  forme 

x{\oQx  —  log2). 

En  diminuant  la    limite  inférieure,  oti  lui  donnera  Ja 

forme 

(oF—  ij[Jog(af  —  i)—  log<?). 

Si  Ton  met  (x —  1)  log(x —  1)  sous  la  forme 

(x  -  i)j  logor  4-  logf^T^j  ]' 


(  4o7  ) 

on  aura 

(x—  i)[log(ar—  i)  -«  loge] 

=  x(logj:  —  loge)  —  Iogj:-|-loge  4-  (x —  i)log(  — ^ — 
Or  il  est  facile  de  montrer  que  la  quantité  négative 

(x—  i)  log  (j^j  =  (•^-  Olog^i  -  ^j 
n'atteint  pas  loge  en  valeur  absolue. 


de  là 


/  ï         ï  '        \    ^   l<>g^ 


—  (x— i)Iog(*-î-^)  <loge. 


Ou  aurait  pu  faire 


-(.-01og('-^)^(x-01o6(V) 


=  (.r —  1 


=  log(,  +  -J_)'   ' 


quantité  qui,  pour  x  tendant  vers  l'infini,  tend  vers 
loge. 

On  admettra  donc,  dans  tous  les  cas,  l'inégalité 

(/)     a:  (  logx —  log  2  )  ^  îlogE  (x)  >  X  (logx  —  loge)  —  logx. 

12.   Connaissant  deux  limites  du  logarithme  de  II  (x)t 


(  4o8  ) 
on  peut  en  trouver  deux  du  logarithme  de 

OÙ  c'est  pour    abréger  que  l'on  n'a  pas  mis  E  f  ^  ) 

(jc\  X      X 

-  )••  M  au  Heu  de-r-j  -?  etc. 
2/  3o    2 

On  a  donc 

logn,  (^)=  Siogj:  H-  SlogE  /  ~ 

-[^2logE^^)  -H  SlogE^j)  -+-2logE^5)j. 

Admettant  le  cas  le  plus  général  où  x  n'est  pas  entier,  et 
posant 

logn,(x)  =  ç(A)  — ô(x), 

il  viendra 

f ,  [x)  =  ^  x(\ogx  —  loga)  —  xlog  ^J/3o  f 

3i  —     — 

Qi(x)  =  — «(log^r—  log2)  —  a:Iog\/2.J/3.v^5, 

et  de  même 

3i  — - 

(fo{x)  =  -^x{\ogx^  Iog^)^a?!og    y  3o —  2loga: —  log3o, 

3i  —    — 

0,(j?)=— x(loga:  —  loge)— arIogy'2y^3v^5  —  3logj:  H-logSo, 

ou  encore 

3, 

(po(j?)  =  q>,(ar)— —  ;r(Ioge—  log2)  — 2loga?H-log3o, 

B^^x)  =  Bt{x)  —  -r;— x(loge  —  log2)  —  3ioga:  -hlog3o. 

ûO 


(  4o9  ) 

Substituant  dans 

il  vient 

«p,(jr)  —  Ô,  {x)  -4-  —X  log  l  î  j  4-31oga:  — log3o>logn,  (^ ) 

>^,(j-)  —  Ô,(i?)  —  ^arlog  (  ^  1  —  2  logx  -h  logSo, 
et  comme  l'on  a 

,.{*)- e.(x)=xiogî^||J^, 

^3o 
en  posant 

il  vient 

(g)  flx-h  Slogar^"  logn,  {x)>  fl'x — 2logx, 

en  augmentant  la  limite  supérieure  de  log3o  et  diminuant 
l'inférieure  de  log3o. 

13.  Au  moyen  des  limites  précédentes  deTli(x),  on 
peut  trouver  celles  de 

P,(a?)  =  P(x).P(^).P(î^i)... 

D'après  le  théorème  du  n^  9  on  a 

passant  aux  logarithmes,  le  premier  membre  devient 


(4io  ) 

en  supposant  x  =  X6'',  y  entier  et  X  <;  6,  d'où  l'on  tire 

I     £;       1  1     ^  ïogjc  —  log> 

j-log6=rIogx  — log^,     iH-r^i-h    ^.     g  ^  > 

on  voit  que  la  partie 


1  1  6fl  ,, 

on  Ja  remplacera  par  -^  jc,  en  1  augmentant 


La  partie 


3  Mogar  4-  logg  +  log  J  -»-...  ^-log^  j 


=.3(^^0(lob— ^) 


=  3     i-t- 


2 

logjc  —  log>\    /log 


log6 


;jr-4-log>\ 


3log»x       3,  3logn       3.     , 

alogb       2     *=  2  log  6       2     ^ 

Comme  log 6  =  0,47712^  on  peut,  en  augmentant  celte 
partie,  la  réduire  a 

3  3 

— ; — ^  logeur -+-- logo: H-  1,2. 
2  logo     ^  2 

On  aura  donc  l'inégalité 

_         -^x  +  — — ^log^a:+-logx-|-  i,2>logP.  (a:) 
(  //  )    )  5  2  log  Q  2 

^  a'  X  —  2log.r. 


(4«'  ) 

14.  Enfin,  pour  avoir  les  limites  de  logP(ar)  ou  de  la 
somme  des  nombres  premiers  non  supérieurs  à  x,  il  faut 
employer  T inégalité 


en  prendre  les  logarithmes,  remplacer  le  premier  mem- 
bre par  une  quantité  plus  grande,  le  dernier  par  une 
quantité  plus  petite^  les  inégalités  (h)  conduisent  ainsi  à 
cette  autre 

6««  3      ,     ,         3 ,  ,  /-      , 

-r-  ^  H ; — rr  lot'^a:  -f-  -  loiçj?  -f-  l  ,1 --  a' i^ X -\-  logo: 

5  2  logo     ^  a     ^  ^  ^ 

I  o /j    _       3  loc'j? 
>IogP(x)>fl'j:  — 2logx _^jf-^---»_- 

---log.r  —  2,4, 

OU  bien,  en  réduisant, 

6ax  /-         3     ,  5 

_  _  fl' V^a;-h^^j^log'x  4- -  logJ:-f- 1 ,2>iogP(:r), 

(/)(  logP(^)>«'^-i|^V^x 

Au  moyen  de  ces  limites  de  logP(x)  ==  (y(a:),  l'iné- 
galité 

f^,{mx)  —  (j),(j7)  >  K  (logx  -i-logyw), 

qui  exprime,  quand  elle  est  satisfaite,  qu'il  y  a  plus  de 


(  4'2  ) 

K  nombres  premiers  entre  x  et  mx,  devient 

>  KIogx  -H  Klog//f . 
Cette  inégalité  ne  peut  être  satisfaite  que  pour 

(\   n 
/W>^  —,>  2,459      OU      W>2,46. 

Si  on  la  met  sous  la  forme 

X.  —  A  \/jp  >  B  log* A-  -f-  C  !og  j:  4-  D, 

où  A,  B,  C,  D  sont  positifs,  on  trouvera  bientôt,  pour 
une  valeur  donnée  de  m  ^2,46)  qu'au-dessus  d'une 
certaine  valeur  de  jc:  il  y  aura  plus  de  K  nombres  pre- 
miers entre  x  et  mx. 

15.  En  partant  de  la  formule  de  M.  Liouville  : 

2logj:=r  ^2  7r  -h  a: logo:  —  x  -\ logo:  H ^j 


\ijr. 


[Â  étant  compris  entre  o  et  1,  M.  Tchebicbew  a  trouvé 
pour  limites  de  la  somme  des  logarithmes  non  supérieurs 
à  X  les  expressions 

_^_A^/^^-^^^ios^ar^--Joga:  +  2, 
A^^^Av/x-^j^log'x-i^Iog^-S, 

en  supposant  les  logarithmes  népériens  et 

^2  53^5 
V^3o 


(  4«:i  ) 

(le  là  r inégalité 

-^  (  Ti^ë  ^  T -^  ^) '"»' 

Cette  inégalité  n'apprend  rien  quand  on  n'a  pas  rn'^  z\ 

maïs  quand  m^^i  en  prenante?  suffisamment  grand  on 

fait  tomber  entre  x  et  mx  autant  de  nombres  premiers 
qu'on  voudra.  Ainsi  pourm  =  2,  au  delà  de  Jt:  ==  169= i3*, 
il  y  a  plus  de  quatre  nombres  premiers  entre  x  et  20:. 
Cette  limite  de  x  est  beaucoup  trop  grande  ;  la  table  de 
Burckhardt  fait  voir  que  J7=  22  suffit.  Il  est  à  désirer  que 
!e  problème  soit  repris  et  résolu  pour  de  moindres  va- 
leurs de  m,  en  employant,  s'il  est,  possible,  une  fouction 
autre  que  Zlogx. 


(4i4) 


MÉMOIRE  SUR  LES  TÉTRAÈDRES. 

Déterminatioo  da  Yolnme  maiinam  d'un  tétraèdre  dont  les  faces  ont  des 

aires  denoées 

f  TOir  p.  853)  ; 

Par  m.  PAINVIN. 


Présenté  à  TAcadémie  en  janvier  1862. 


30.  Du  groupe  (III)  on  déduit,  eu  égard  aux  rela- 
tions (7), 

(i3)  < 

c'est-à-dire  : 

Théorème  VIJI.  —  Le  produit  de  deux  arêtes  oppo- 
sées  par  leur  plus  courte  distance  est  constant  et  égal  à 
six  fois  le  volume. 

Le  groupe  (V)  nous  donne  enfin  : 

/, -h/34- 20-2/-;  v^  =  ^=r;pî, 

(•4)  {A+f,+^^-^r\sf9  =  y  =  r\f\, 

7 

!  / +/, -f- 26  -  2r;  v^Ô  =  J  =  rîp5 , 
d'où  Ton  conclut,  en  vertu  de  Téquation  (3), 

(i5)  rj  pî  4-  /•;  p;  +  rj  fl  =/+/.  +/,  +/„ 


{  4-5  ) 

c'est-à-dire  : 

Théorème  IX.  —  La  somme  des  carrés  des  produits 
des  arêtes  opposées  est  égale  à  quatre  fois  la  somme  des 
carrés  des  aires  des  faces. 

31.  En  combinant  les  relations  du  groupe  (VIII)  et  en 
faisant  intervenir  les  égalités  (4),  (8)  et  (g),  on  ar- 
rive à  : 

2pî{R«--RÎ)=/-/, 

2pî(r>-r;  )=/,-/, 

,,pJ(R.-.Rj)=/3_/, 

2r;(Rj-R;)  =/.-/„ 

\  2rî(RÎ-.R;)=/,~/, 
d'où  : 

Théorème  X.  —  Le  produit  du  carré  d\ine  arête 
par  la  différence  des  carrés  des  distances  du  centre  de 
gravité  aux  sommets  opposés  à  cette  arête  est  égal  au 
double  de  ladij^érence  des  carrés  des  faces  adjacentes  à 
cette  arête. 

Combinant  les  relations  (i6)  et  (9),  on  trouve  en- 
core : 

(17)  j  2  R',-RÎ)  =  r;-rî,     2(R'-RÎ)  =  r',-p;  =  r;-pJ, 

égalités  qu'il  est  facile  de  traduire  en  langage  ordinaire. 

32.  Les  angles  A/A;(  sont  les  suppléments  des  dièdres 
formés  par  les  faces  du  tétraèdre  auxquelles  les  droites 
A,-  et  Aa  sont  normales. 

Or  la  comparaison  des  formules  (3)  et  (6)  nous  donne 


(  4i6  ) 
immédiatement  : 

COS(A2A3)=  ; r ~   =    ^^ ; , 

langfr.r,)  tang  (r.pa)       tang^r,r3)tang(r,p3) 

(i8)  <  — cos  (A;A3)= ; ,  =  — — . , 

1  tang(rar3)tang(raps)       tang (/-jr.)  lang (r,p,) 

COS(A,A3)=    ; ; ; r  =  ; . 

tang(r3r,  )tang(r3e,)       tang(r3r,)tang(r3p,) 

De  plus,  les  formules  (17)  du  §  II  et  les  valeurs  (3)  de 

ce  paragraphe  nous  fourniront  les  AA|  sous  la  forme  sui- 
vante: 

l-  s^.cos(AA,)  =  (ri  -  ^/0)  (r;~  v^), 
('9)  -V^.C08(AA,)  =  (r:-.v^)(r;-s/ô), 

f-  v^7Âcos(AA3)  =  [r]  -  v/ê)  {r\  -  ^), 

d'où  on  conclut,  en  ayant  égard  aux  valeurs  (6), 

—  COS(AA,)=   ; ; ,  ^    ' r : :? 

tang(p,r,)tang(pip,)       rang(p,r3)ung(p,p3) 

(20)/ —cos  (A  A,)— ^ ; ^^=  • — — -, 

'1  tang(pa'-3)tanb'(p2P3)       tang(p,/-,)  tang  (p,p,) 

--COs(AA3)=r  ; ; =r ; .. 

lang(p3r,)  tang  (pap,  )       fang  (p^r,)  tang(p,p,) 

Les  relations  (18)  et  (20)  donnent  encore  lîeu  à  plusieurs 
énoncés  géométriques, 

A  Taide  des  valeurs  (3),  (i3)  et  (19),  on  arrive  immé- 
diatement aux  relations  suivantes  : 

cos(AA,)cos(A,A8)  \         _,  ,-.  ,  ^,  ^. 

(21  )  {  \  COS  (AAj)  cos(A,A,)  ; 

^(v-/v/ë) 


(4i7) 

propriété  remarquable  énoncée  par  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XL  —  Le  produit  des  cosinus  des  dièdres 
opposés  est  constant. 

Les  formules  (21)  et  (3)  nous  conduisent  encore  à  une 
propriété  des  dièdres  adjacents  à  une  même  face 5  car  on 
trouve  : 


Sommet  O. 


(22) 


Sommet  M. . . 


ces  (A,  Â2)  ces  (Ai  A») 
ces  (AA,) 

ces  (A,  A3)  cos(AjA,) 
ces  (AAj) 

ces  (A3  A,)  cos  (A3  Aa) 
ces  (  AAa) 

cos  (  A  Aj  )  cos  (A  A3  )  \ 
cos(AAi) 

cos  (As  A3)  cos(A2A) 
cos  (A3  A,) 

cos  (A3  A)  cos  (A3  A  a) 
cos(AsA,) 


si /A  A 


Je  crois  inutile  de  transcrire  les  relations  similaires 
correspondant  aux  sommets  Mt,IVf3  ;  elles  s'obtiendront 
d'ailleurs  par  une  simple  permutation  d'indices. 

Le  groupe  (U  bis)  nous  donne  des  relations  entre  les 
dièdres  d'un  même  sommet. 

33.  Je  n'ai  cité  que  les  plus  saillantes  parmi  les  pro- 
priétés que  présente  le  tétraèdre  maximum  \  mais  les  for- 
mules que  je  viens  de  relater  offrent  un  grand  nombre  de 
combinaisons  pouvant  conduire  à  des  relations  plus  ou 
moins  simples  entre  les  éléments  de  ce  tétraèdre. 

Cependant,  avant  de  terminer  ce  Mémoire,  je  dirai 
quelques    mots    d'un    tétraèdre    dérivant    du    tétraèdre 

âjtn.  de  Mathémat..  a* série,  t.  !•'.  (Novembre  «862.)       27 


(4i8) 

OMjMjtMs  par  une  construction  que  j'exposerai  tout  à 
riieure;  ce  tétraèdre,  qui,  je  croîs,  n'a  pas  été  considéré 
jusqu'ici,  présente  des  relations  fort  curieuses  avec  le  té- 
traèdre primitif*,  il  me  semble  donc  intéressant  d'entrer 
dans  quelques  détails  sur  ce  sujet,  et  d'y  consacrer  uu 
dernier  paragraphe. 

§  V^  —  Propriétés  du   tétraèdre  dérivé.   Autre 

problème  de  maximum, 

34.  Par  un  point  quelconque  de  l'espace  (je  choisirai 
le  point  O  pour  plus  de  clarté)  élevons  des  perpendicu- 
laires Al,  Aj,  Aj  aux  faces  OMj  Ma,  OMjMa,  OMjM,, 
du  côté  du  sommet  opposé  à  chaque  face  ^  puis  une  per- 
pendiculaire A  à  la  face  M^  Mj  Ma  qu'on  prolongera  du 
côté  opposé  à  cette  face;  prenons  ensuite  sur  chacune  de 
ces  perpendiculaires,  à  partir  du  point  O,  des  longueurs 
proportionnelles  au  double  de  l'aire  de  la  face  qui  lui 
est  normale.  Ainsi  nous  prendrons 

^  7.S  J  f 

Om  =  —  = 9     suivant  A, 


(0 


\ 


2J,      \/7  .      ,  * 

0/W|  =  —  = 9  suivant  A|. 

Oiiij=. —  =—:--,  suivant  A}, 
f*          f* 

0/W3= —  =  — '^  suivant  A3, 
f*           f* 


nous  formerons  ainsi  un  tétraèdre  m  mi  m.^  m^  que  j'ap' 
pellerai  le  tétraèdre  dén't^é  des  aires  du  tétraèdre  pri- 
mitif. 

Calculons  d'abord  les  coordonnées  des  sommets  du  té- 
traèdre que  nous  venons  de  définir. 


(  4i9) 
35.    Soient   f/,  i9|,  Ci  les   coordonnées    du    sommet 
m^  (t  =  I,  2,  3).  On  a  d'abord 

J/i 
Ç/  =  0 /w/  ces  (  A; x)  = '  cos  ( A,j:). 

Or,  d'après  les  formules  (la)  du  §  II,  nous  avons 

les  coordonnées  des  trois  sommets  mi ,  mi,  mg  seront  donc 


(a) 


ii  = 

^, 

(*  ' 

Y< 

1)1  = 

J*' 

z. 

Ç/  — 

• 

f* 

Pour  le  sommet  m,  on  a   (Ç,  >?,  Ç  étant  ses  coordon- 
nées) 

Ç=0/wcos(A^)=:-^—  cos(A4:); 

les  formules  (i5)  du  §  II  nous  donnent  d'ailleurs 

-.(X,-f-X,  +  X3)  =  v(?cos(Aa:);    • 
par  suite,  si  Ton  pose 

X'=-(X.-HX,+  Xs), 

(3)  {¥  =  -(¥»  4-y,-hY,), 

Z=:  — (Z, -i-Z,  4- Z,). 

27. 


on  trouve 


(4) 


(  420  ) 


Y 

z 


Je  remarque  qu'il  résulte  immédiatement  des  formu- 
les (a),  (3),  (4)  que  le  centre  de  gravité  de  ce  tétraèdre 
est  au  point  O  par  lequel  on  mène  les  normales. 

36.  Représentons  par  X'  le  sextuple  du  volume  du  té- 
traèdre mm^m^m^^  on  a  : 


(5)  V  = 


X    Y    Z 

f*     f*     f* 

Xt   Y,  Z. 

P     f*    f* 

— ~ 

Xj  Y2    Za 

f*      P     f* 

X3  Y3    Z3 

fx     ^     ^ 

4000 

X.  Y.    Z. 


f*    f*    f* 


f*   f*  p 

Xj  Ya    Z2 

P     P      f* 

Xa  Y3  Z, 

Ai 


msi  : 


Théorème  I.  —  Le  volume  du  tétraèdre  dérivé  est 
égal,  à  un  facteur  numérique  près,  au  carré  du  volume 
du  tétraèdre  primitif. 

Remarque,  —  Nous  avons  introduit  la  ligne  /x  afin  de 
laisser  les  formules  bomogènes.  Dans  les  énoncés  sui- 
vants, nous  supposerons  toujours,  sauf  avis  contraire, 
cette  constante  égalç  à  Tunité. 

((  Si  Ton  suppose,  en  particulier, 

(*={/>,      ou      fl  =  y^  X», 


(4a»  ) 

»  on  trouve  que  : 

»  Dans  le  premier  cas,  le  volume  du  tétraèdre  dérivé 
))  est  égal  à  quatre  fois  le  volume  du  tétraèdre  primitif; 

))  Dans  le  second  cas,  le  volume  du  tétraèdre  dérivé 

»  est  toujours  égal  à  -•   » 

37.  Nous  poserons,  pour  faciliter  les  calculs, 


(9) 


(o)  l      

(    )//i/kCOs{AiAk)  =  Aik, 

et  les  formules  (17)  du  §  II  deviennent  avec  celte  nola- 
tion 

Aoi  H-  A„  -+-  A„  4-yi  =  o, 

A02  4-  A„  -H  Aja  -h /a  =  o, 

.    .  /   Ao8*4-A,s4- A,3-i-^=:o, 

A«i  -f"  Aoa  -h  Aos  "+■  J  ^^  O, 

A       _t       k        _j_    A        y  Ji         >A         /» 

A|j  "T"  Ai3  -f-  iljs — ^-— — — — —    —  c, 

2 

Déterminons  les  arêtes  du  tétraèdre  dérivé  ;  posant 

on  trouve,  en  ayant  égard  aux  valeurs  (2),  (3),  (4),  (6) 
et  aux  formules  (  i4)  du  §  II  : 

^»ao,  =  (2X,-f-X,4-X3)'  +  (2y,4.Y,  +  Y3)H-(2Z,-f-Z,-fZ3)' 

=  2(/+/)-(/a-|-/3)-2A„, 

p«aoa=(X.4-2X3  +  X3)M-{Y,-h2Y,-4-Y3)-4-(Z,-4-2Z,4-Z3)^ 
=  2C/'-4-/,)— (/a^-/.)  -  2 A.3, 

jA»ao3  =  (X, -h  Xa-i- 2X3)»+ (Y. -hYa-f- aYa)^  4- (Z.-t-Za+ 2Z3)' 
=  2  (/-h/s)  -  (/ +/0  -  2  A.a  ; 


(  4"  ) 

p»a„  =  (X,  -  X,)' H- (Y,- Y,)» 4- (Z,  -  Z,)»  =/, H-/,  _  2  A:,, 

(  I  o)  ^  p»  a,.  =  (X,  -  X.)' +  (Y,  -  Y.)' +  (Z,  -  Z.)' =/, +/ -  a  A.„ 

^'a.,  =  (X, -X,)' +  (Y.  -  Y,)'  + (Z,  -  Z,)' =/.-+-/,  ~  2A„. 

De  ces  relations  on  conclut 

«01  —  «w  =  —  (/-H/i  —/a— /s), 
r 

(il)  /   ao,  —  a,3  =  -  (/-*-/a  — /i  —/a), 


2 
«•s  —  «la  =  -7  (/-*-/3  — /•— /a). 


puis 


«.a  H-  «.3  4-  «aa  =  4  [ ^  t/;  •+/»  ^-/3)  -/], 
«oa  -f-  003  H-  «25  =  —  [  3  (/-H/a  -h/s)  — /], 
(i2)    {   a,3-Ha„,4-a,3=r  l[3(/-h/,4-/3)— /a], 
«01  H- «0, -h  a„  r=:  ~  [3  (/-}./  -h /a)  —/a], 


^i 


«01  -*-  «oa  4-  «03  -f-  «la  -fr  a.a  -f-  a,3  ==  -j  (/-*-/  +/a  +/,) , 


et  enfin 


«01  -f-  «oa  4-  «oî  =  -^  (/H-/  -t-/a  H-/  -+-  4/)  » 
$c.o  -f-  «.a  4-  a„  =  ^  (/4-/,  4-/a  4-  /s  4-  4/i )î 

(.3)  :  7 

«20  4-  a,,  -f-  âj8  =  -j  (/4-/  4-/a  4-/3  4-  4/)  > 

P" 

«30  4-  «81  4-  «sa  =  -7  (/-h/  4-/a  4-/3  4-  4/s)  » 

P" 


(  4^3  ) 

relations  que  nous  traduirons  par  les  énoncés  suivants  : 

Théorème  IL  —  La  différence  des  carrés  des  arêtes 
opposées  est  égale  à  quatre  fois  V  excès  de  la  somme  des 
carrés  des  faces  primitii^es  respectii^ement  perpendicu- 
laires aux  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  aux  extrémi- 
tés de  la  première  arête  sur  celle  des  aires  correspondant 
à  la  seconde  arête. 

Théorème  III.  —  La  somme  des  carrés  des  arêtes  d'une 
même  face  est  égale  à  douze  fois  la  somme  des  carrés 
des  faces  primitii^es  perpendiculaires  auj^  rayons  vec- 
teurs de  la  face,  moins  quatre  fois  le  carré  de  la  face 
restante. 

Théorème  IV.  —  La  somme  des  carrés  des  arêtes 
correspondant  à  un  même  sommet  est  égale  à  quatre 
fois  la  somme  des  carrés  des  aires  priminVes  ^  plus  seize 
fois  le  carré  de  lajace  homologue  de  celle  qui  est  oppo- 
sée au  sommet  considéré, 

N,  B,  —  J'appellerai  faces  homologues  les  faces 
m^m^mi  et  Mi  M^Ma,  mm^m^  et  OM^Mf,  mm^m^  et 
OMiMs,  mm^m^  etOM,m8. 

Je  désignerai  sous  le  nom  Ae  faces  conjuguées  de  Va- 
rête  mimj,  ou  a^  les  faces  sfj]^  ^fl. 

38.  Déterminons  les  aires  des  faces  du  tétraèdre  dé- 
rivé. 

Nous  représenterons  par 

Jlo  Taxe,  et  9  l'aire  de  la  face  niim^m^ , 
Jl>t  l'axe^  et  cr,  Taire  de  la  face  mmjm^^ 
JI02  Taxe,  et  «Tj  Paiie  de  la  face  mm^m^y 
A>3  Taxe,  et  ^3  Taire  de  la  fuce  mmxini . 

Afin  de  bien  préciser  les  signes,  nous  devrons  rappor- 
ter les  déterminants  partiels  au  déterminant  X'  qui  donne 


{4»4  ) 


le  volume,  savoir 


(»4) 


X'  = 


X 

Y 

z 

— > 

f* 

P 

f* 

X, 

Y. 

z. 

f* 

f* 

p 

Xa 

Y. 

z, 

P 

f* 

f* 

X3 

Ys 

Z3 

— — 

•mmm 

f* 

f* 

f* 

Les  équations  des  faces  rriy  m,  m^ ,  mm^  mg  ,  mm^  m% , 
mm^mt  s'obtiendront  en  remplaçant,  dans  le  détermi- 
nant V ^  les  coordonnées  du  sommet  manquant  par  les 
coordonnées  courantes  x^y^  z. 

Nous  devrons  alors  appliquer  les  formules  (i5)  du 
§  II;  je  vais  les  rappeler. 

Si  P  =  o  est  l'équation  du  plan  d'une  face  5,  la  direc- 
tion de  la  normale  au  plan,  prolongée  du  côté  opposé  à 
cette  face^  est  donnée  par  les  équations 


(i5) 


2,vcos(Ax)  =  -— j 

dx 

2^cos(Aj)=  — , 

dP 

2JC0S  (A«)  =  — • 


39.  Ceci  posé,  considérons  la  face  m^m^mi*^  son  plan 

a  pour  équation 

\     X  y  z 

^     X,  Y.  Z. 

fX  fX  ^ 

^     X,  Y,  z, 

/^  P  f^ 


P  = 


=  O   . 


(  4--»5  ) 
Nous  aurons  donc  pour  la  direction  de  l'axe  «Ao  : 


2e-  COS  (  A  iv)  =  -— 


ou 


fx».2<rcos(Xx)=  —  (  -— -  H- 


I  Y.  Z. 
1  Ya  Z, 
I     Y3     Z3 


ou  enfin,  en  ayant  égard  aux  formules  (4)  du  §  II, 


2ff  ces  (X^)  = r  (jfi  -H  JTi  -f-  X3): 

p.* 


•     •  * 


nous  arrivons  ainsi  a  ce  premier  groupe 


(.6) 


2<r  COS  (a..r)  = ;  (r,  -hXi-hfi), 

p' 


les  deux  dernières  relations  s'obtenaut  par  un  calcul  sem- 
blable. 

Soit  maintenant  la    face  mmtm^\    son  plan  a  pour 

équation 

X  Y      Z 

P       f^       f* 

\       X  X       z 

*  »   ^-^  Xj  Ya       Zj 

p     p     f* 

X3       la      Z3 

f*         f*         f* 


o 


{  4-^6  ) 
Nous  aurons,  pour  délerminer  la  directiou  de  l'axe  Ai  : 


•îc,  cos(oJl.iJ:l  =r  — ; —  = 


I  Y  Z 
1  Y,  Z, 
I     Y,     Z3 


ou 


p'.ao",  cos(XiJf)  = 


3-Y.-Z. 
I      Y,      Z, 

i      Y3      Z3 


£/L       £/L        </L 

ûfX|        fl^Xa        ^Xs 


OU  enfin 


2ff,  ces  (XiJ?) 


Le  calcul  des  autres  angles  se  fera  d'une  manière  sem- 
blable et  sans  aucune  ambiguïté;  de  sorte  que  nous  pou- 
vons écrire  lout  de  suite 

2  0-/  CCS  (X,-^)  = r  i'Vi  4-  J:-a  +  ^3  — •  ^^i)  7 

(17)       l  2ff/C0s(X,-7)= ;(ri+72  +  n~'4/«)> 

2<r,COs(X,z)  = ;  (Si  4-  2a  H-  ^3  —  4*i)* 

Si  nous  introduisons  les  coordonnées  Uj  i^,  tv  du  centre 
de  gravité  du  tétraèdre  primitif,  savoir  : 


u 


X\  -\~  Xj  -4-  ^"3 


(.8) 


_  ïx  4' Ja  -H  /s 


tv 


Z\    "+•  Za  "T~  ^3 


(4^7  ) 
les  formules  (16)  et  (17)  prendront  la  forme  suivante  : 


(T  CCS  (  Xf)  = ;  Xf, 

AT  CCS  (  X2)  == :  aW, 

<r,cos(X,a:)  = i>(«  —  ^i)y 


(•9) 


2 

ff,cos(X/j)  =  — î^(*'— ri)> 

r" 

1    f    (T|C0S(JI,;Z)  = Î^C*»*  —  2i). 

40.  Des  relations  (19)  nous  conclurons,  en  conservant 
les  notations  des  paragraphes  précédents  : 


(ao) 


ff,    = 


(Ta 


(Tj  = 


2 

>R, 

2 

5 

àR,, 

f* 

2 

ï^ 

^R,, 

2 

9 

>R3, 

f* 

et  encore 


r 

relations  qui   nous   fournissent   ces  propriétés  remar- 
quables : 

Théorème  V.  —  Les /aces  du  tétraèdre  déwé  sont 
respectiyement  égales  à  douze  fois  le  produit  du  vo- 
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lume  primitif  par  la  distance  du  centre  de  grai^ité  du 
tétraèdre  primitif  au  sommet  opposé  à  la  face  homo^ 
logue  de  la  face  considérée. 

La  somme  des  carrés  des  faces  du  tétraèdre  dérivé  est 
égale  à  trente-six  fois  le  carré  du  volume  du  tétraèdre 
primitif  multiplié  par  la  somme  des  carrés  de  ses  arêtes, 

41 .  Jongle  des  arêtes  opposées. 

Considérons,  par  exemple,  les  deux  arêtes  opposées 
mmi ,  f/if  ^8  ^  on  a 

X. X 

w/w,  ces  [mnixj  x)= 9 

Y Y 

/w/Wi  ces  (/w/W| ,  /)  = » 


/                      X          Xj  —  X3 
m^lTls  COS(/7?2/7f3,   4;)=    * 

Wa  /W3  ces  (  1722  /7I3  ,  7  )  =  ■  » 


d'où 

pt'./WIWi.WîlWs  COS(/W/W,,  /Wj/Ws) 

=:(X-X0(X,~X3)H-(Y-Y.)(Y,~.Y3)-f-(Z-Z.)(Z2-Z,); 

effeclùant  les  multiplications  et  substituant  aux  X,-,  Y„ 
Zi  leurs  valeurs,  on  obtient  la  première  des  relations  du 
groupe  suivant  ; 

[  pt'./WW,  ./Wa  Ws.COS(w/W„  /Wj /W3]  ==/i— 7^4-2  Ajj 2A13, 

(22)  <  fx'.  mmi  .m^m^.  cos(/w/Wa,  m^mx)=^f  —/a  -H  2  A^i  —  2  A,8, 
(  [L^.mm^.m^  m 3, cos (m tn 3^ m i m i)=f 2 — /i-f-xAga — aAsi- 

Si  Ton  a  égard  au  groupe  (V)  du  §  II,  nous  donnerons  à 
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ces  relations  la  forme  plus  remarquable 

.  .       i»  /  I         I 

(23)      I    TTÎ/Wj./WaW,  C0S(/II7IÎ2,  ^8/?!,)  =  —  {  ^  ""  ^  ) 

m/Hs./Tfi iTt, cos (in/Tt,,  '"«'"0  ==  —  l  ^  —  ^ 

42.   Calcul  des  dièdres. 

Le  dièdre  m/Tti  est  le  supplément  de  Tangle  JiosXs, 
Le  dièdre  mm^  est  le  supplément  de  l'angle  Xi  Xst 


Or 

COS  {Xi Xk)  =  cos ( aHoi  jp)  cos  (Xk^)  -H  cos { Jli  j^)  cos  (Xkx) 

+  cos  (  Xi  2 )  cos  {Xkz). 

Ayant  égard  aux  formules  (i6)  et  (17),  puis  au  groupe  (VI) 
du  §  II,  on  arrive  facilement  aux  valeurs  ci-dessous  : 


(^) 


\ 


4<TiO'tCOS  (/W/W|)  =  — 

>^ 

4  <T3  (Ti  COS  ( /WW,  )  = -7 

4  C»  0"a COS  (  /W/Ws  )  =— • 

4o^cri  C0S(/Wa/W3)=— - 

4  ffffj  cos(/W3  m,)  = -j 

p 

4  o^ffs  cos  (/w,  iw,) = — 
^  p.* 


'•î-'-'+''H-p;-pî-<-p3-4p;)» 

r;4-rî-7i4-pÎ4-p;-p:-4p;). 


'•-r-+-r  + 


PÎ  -  PÎ 


p;-4';). 


r]+r\-r\+p]+p\-p\^/ir\). 
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Ces  relations  nous  donnent 

co-i  ces  (/i?3  Wj)  —  ca  c,  CCS  (/w/w,  )  ==  -j  (pj  —  rj), 

X' 

X* 
(70-9  ces  (/Tii/Tta)  —  <Ti<TiCos(mm^)  =  —  (p3  —  ri). 

43.  Angle  des  faces  homologues. 

L'angle  des  faces  homologues  est  Tangle  des  droites  Xh 
Ai.  On  a 

X,-  Y; 

cos(A/a:)  =  -ij         ces  (  A,  j^)  z= -— .  éq.  (12),  §  II; 

s/ fi  S  fi 

cos(jl;j:)  = 5  (or, -hxa-h  JP3  — 4î^i)       éq.  (17),  §  V; 

si  l'on  se  rappelle  que 

j:*X,-4-  r*Y;-H  zaZ;  =:  o, 
ou  obtient  la  valeur  suivante  pour  cos  (JU/  A«) 

4  ^1-  <yi  cos  (  Xi  A|  )  =  — -  • 
Or,  d'après  l'équalion  (20), 

d'un  autre  côté,  en  désignant  par  hi  la  hauteur  corres- 
pondante à  la  face  Si  dans  le  tétraèdre  primitif,  on  a 

X  =  7.hiSi, 


(43.  ) 
On  arrive  donc  enfin  à  celle  propriélé  curieuse 

3  h 
(26)  cos[Xiki)  =  j  1^. 

On  irouverail  de  la  racme  manière 

{2,^  bis)  cos(Jl,/A*)  =  —  -.  ■—? 

c'esl-à-dire  : 

Théorème  VI.  —  Le  cosinus  de  V  angle  de  deux  faces 
appartenant^  l'une  au  tétraèdre  primitifs  Vautre  au  té- 
traèdre  dérivé,  est  égal  au  quotient  de  la  Iiauteur  cor- 
respondant à  la  première  Jace  par  la  distance  du  centre 
de  gratuité  au  sommet  opposé  à  lajace  homologue  de  la 

3  1 

seconde,  ce  quotient  étant  multiplié  par  j  ou  —  j  sui- 
vant que  les  deux  jaces  sont  ou  ne  sont  pas  homologues. 
Celle  propriélé  a  lieu  quelle  que  soil  la  ligne  ft  choisie. 

44.  Plus  courte  distance  de  deux  arêtes  opposées. 

Considérons  les  deux  arêtes  opposées  mm^,  m^m^\ 
menons  par  Tarêle  m^  m^  un  plan  parallèle  à  Tarête  mm^, 
Soil 

I*  Q-hQ.j:-l-Q2.r-+-Q3a  =  o 

Féqualion  de  ce  plan^  il  sera  parallèle  à  la  droite  mm^^  si 

P  P  P 

el  il  passera  par  les  poinls  m^ ,  ms ,  si 

3*>  Q  4-  Q,  Xa  -I-  Qa  Yj  -I-  Q3  Z,  =  o , 

4*>  Q  4-  Q,  X3  -f-  Qa  Y3  -h  Q3  Z,  =  o. 

EUiminanl  Q,  Qi,  Q, ,  Q3  enlre  ces  quatre  équalions, 
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on  aura  pour  réqualioii  du  plan  cherché 


I  — 


ou  mieux 


X 

r 

Z 

X  — X, 

Y 

y.    z-z, 

f* 

f* 

f* 

h 

Y, 

Z, 

1 

f* 

f* 

X, 

h 

Z3 

1 

f* 

P 

I 

X 

r 

z 

X, 

Y. 

z. 

o 

~.^ 

•— 

— ^ 

j* 

(» 

f» 

X, 

Y, 

z, 

—  0. 

I 

"— 

•— 

— 

f* 

(* 

p 

1 

Xa 

Yj 

Za 

1 

f* 

(* 

f* 

La  plus  courte  distance  des  deux  droites  mnii,  m^  m^, 
distance  que  nous  désignerons  par  Di,  sera  la  distance  du 
point  /7ij,  par  exemple,  à  ce  plan;  nous  aurons  ainsi 


D'=: 


I      — 


X, 
F- 


Y. 


X,     Y. 
Il       II 


Y, 

f* 


X,     Ys 


Z. 
Z. 

z, 
z, 


Y. 

Y, 

f* 
Y3 


z, 

2 

J* 

z. 

-f- 

z. 

f* 

O       —       — 


X. 

f* 
X, 

X, 


Z. 

z, 

Z3 


H- 


X. 

Y. 

— — 

(* 

f* 

X, 

Y, 

f 

f* 

X, 

Y, 

f» 

f* 

o      —       — 
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Jr  le  numérateur 

peut  s'écrire 

I 

o 

0     0 

• 

o 

Y,     Z, 

I 

X, 

I 

X3 

Ys     Z3 

l* 


Les  différents  termes  du  dénominateur  se  calculent  aussi 
facilement  ;  on  a,  par  exemple, 


o 


Xj        Z7 

Y,     Z3 

P      f* 


et  il  viendra  définitivement 


p^i>;  =  3- 


Nous  obtenons  donc  le  groupe  suivant 


(27) 


rj  +  r|  +•  2r,  /•,  cos  (r,  r,)  =  —  —  » 

I    X' 

'•I-4-'-î  +  2ir,r3COs(r,r5)=:—  — , 

P*     '^a 

r    *^3 


Di,  Ds,  Ds  sont  les  plus  courtes  distances  des  arêtes  op- 
posées dans  le  tétraèdre  dérivé. 

Ces  relations  sont  faciles  à  énoncer  et  à  transformer. 

Ânn.  de  Aiaihémat,,  2*  série,  l.  l*^,  (Novembre  1863.)         28 
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45.  On  constate  encore  facilement  la  propriété  sui- 
vante : 

Théorème  VII.  —  Le  volume  du  tétraèdre  primitif 
est  égal  au  produit  de  deux  arêtes  prises,  Vune  dans  le 
tétraèdre  primitif,  Vautre  dans  le  tétraèdre  déris^é,  par 
le  cosinus  de  leur  angle,  ou  à  la  moitié  de  ce  produit, 
suix^ant  que  les  arêtes  ne  sont  pas  ou  sont  homologues. 

Sont  exceptés  naturellement  les  couples  d'arêtes  conju- 
guées tels  que  (0Mi,m,m3),  (OMjj/Ws/Wi),  (OMjjmimj), 
car  ces  arè(es  sont  évidemment  perpendiculaires  entre 
elles. 

46.  Si  l'on  désigne  par  H,  la  hauteur  correspondant  à 
la  face  a,  dans  le  tétraèdre  dérivé,  on  a,  eu  égard  aux  re- 
lations (5),  (20),  (26), 

/     ov    ^  V  2\2  \  7.$ihi         18  ,  .    X 

(28)  Hi==— -  =  -7-=---=— 7r=--2^iCOs(Jl„Ai); 
2(7i      fA'ff,-       f*R/        pRi-        p  3 

c'est-à-dire  : 

Théorème  VIII.  —  Les  hauteurs  du  tétraèdre  dérivé 

sont  respectivement  égales  aux  -5  de  la  projection  sur  la 

face  correspondante  de  Vaire  de  la  face  homologue 
dans  le  tétraèdre  primitif. 

47.  On  peut  encore  se  proposer  de  construire  le  té- 
traèdre dérivé  du  tétraèdre  dérivé-,  ce  nouveau  tétraèdre, 
que  j'appellerai  sous-^dérii^é,  s'obtiendra  par  rapplicatiou 
de  la  définition  (n^  34)  ;  et  nous  prendrons  encore  le 
point  O  pour  origine  des  perpendiculaires. 

Si3nL,  OILi,  Dïls,  JTL's  sont  les  sommets  du  tétraèdre 
sous-dérivé,  nous  devons  prendre 
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<le  sorle  que  les  coordonnées   ^ ■ ,  r,- ,  (^  du  honlmel  DR, 
seront 

ç,  = cos  i  Jlo|  .r) . 

(29)  {  »•  =  — ^cos(x,r)* 

Ç,-  =  —  cos  (Xit). 
Kn  faisant  usage  des* relations  (19),  on  trouve  alors 

(3o)  >>,=---,;,      >î.=-—  (^-r/)i 

w        4>        ,,         4> ,         X 

A  l'aide  de  ces  formules,  on  vérifie  facilement  rexacii-* 
tude  du  théorème  suivant  : 

Théorème  IX.  —  Les  arêtes  du  tétraèdre  soits-dérii^é 
sont  respectwement  parallèles  et  proportionnelles  aux 
arêtes  du  tétraèdre  primitifs  et  son  centre  de  gra^^ité  est 
encore  au  point  O. 

La  considération  du  tétraèdre  sous-dérivé  n'apporte 
donc  pas  de  nouvelles  propriétés. 

48.  Remarque.  —  Le  volume  du  tétraèdre  dérivé 
mm^mfTnz  est  égal,  à  un  facteur  numérique  près,  au 
carré  du  volume  du  tétraèdre  primitif  OlVfi  Mi  M^;  il  at- 
teindra donc  en  même  temps  sa  valeur  maximum.  Or,  si 
Ton  se  reporte  aux  relations  (11)  et  (ta),  on  voit  que  la 
question  résolue  d'abord  donne  en  même  temps  la  solu- 
tion du  problème  suivant  : 
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Trottiner  le  volume  maximum  d  Uui  tétraèdre  dont  on 
donne  la  différence  des  carrés  des  arêtes  opposées^  ainsi 
que  la  somme  des  carrés  des  arêtes  appartenant  ou  à  wi 
même  sommet  ou  à  une  même  face. 

Ce  tétraèdre  maximum  jouit  de  propriétés  m.oins  sail- 
lantes que  celles  du  tétraèdre  primitif.  Je  ne  citerai  que 
la  suivante  qui  résulte  immédiatement  des  relations  (^4)1 
§V,et(8),§IV: 


l    0"2  0'3COS(/?IAW,)-f-<7<''i<îOS(/Wa/7îj) 


,              \\^  f  ,-■       c 
(Si)  \  o'sff,cos(wm2)  +  (7a2COs(/W3/?2,  )  >   = ï  l  V^"*" 

Cl  0-2  ces  ( /W/W3  ) -f- Cffa  (îOS  (/W , /?22  ) 


Ne  voulant  pas  donner  à  ce  Mémoire  une  trop  grande 
étendue,  je  ne  prolongerai  pas  plus  loin  ces  recherches. 


MÉMOIRE  DE  GÉOMÉTRIE  PURE  SUR  LES  CUBIQUES  GADGRES 

(TOlr  p.  866)  ; 

Par  m.  L.  CREMONA, 

Professeur  à  l'Université  de  Bologne. 


18.  Je  passe  à  considérer  l'ellipse  gauche.  Cette  courbe 
admet  deux  plans  osculateurs  parallèles  a,  &,  qui  con- 
tiennent deux  paraboles  A,  B,  inscrites  dans  la  dévelop- 
pable  osculatrice  (13  et  14).  Soient  a,  ^  les  points  de  con- 
tact de  ces  plans  avec  la  courbe  gauche  ;  cnx^  jSy  les  droites 
tangentes,  en  ces  points,  à  la  même  courbe,  et  par  con- 
séquent aux  paraboles  A,  B  respectivement.  Il  résulte  de 
la  théorie  générale  que  olx  est  parallèle  aux  diamètres  de 
B,  et  que  f^j  est  parallèle  aux  diamètres  de  A.  Deux  tan- 
gentes parallèles  mp,  nq  (p^q  points  de  contact)  de  ces 
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paraboles  déterminent  un  plan  osculateur,  et  pq  est  la 
droite  tangente  correspondante  de  la  cubique  gauche. 
Tâchons  de  découvrir  l'espèce  de  conique  inscrite  située 
dans  ce  plan. 

Soient  m',  m"  deux  points  de  la  parabole  Â  tels,  que 
m! ni!'  soit  parallèle  à  mp  \  nous  considérons  m' m"  comme 
trace,  sur  le  plan  a,  d\m  plan  parallèle  au  plan  (mp,  nq): 
la  trace  du  même  plan  sur  b  sera  parallèle  à  nq  et  coupera 
le  diamètre  ^x  de  B  en  un  point  »^  qu'on  construit  aisé- 
ment. Car,  si  mfm^  rencontre  ax  en  ci,  il  suffira  de 
prendre  ni^  =  mu  sur  (3a:  (*). 

Soient  nf  n/'  les  points  de  la  parabole  6,  où  elle  est  tou- 
chée par  des  droites  parallèles  aux  tangentes  de  A  en 
m\  m>".  La  corde  de  contact  nfnf'  passera  par  un  point  fixe 
denq.  Pour  construire  ce  point,  je  suppose  que  m' m'' aille 
à  Finfiui^  alors  /l'n'^  deviendra  tangente  à  B  en  jS;  donc 
le  point  cherché  /  est  Tintersection  de  nq  par  ^y. 

Ainsi  on  obtient,  dans  le  plan  i,  deux  faisceaux  ho- 
mographiques  :  Tun  de  droites  parallèles  à  nq^  l'autre  de 
droites  issues  du  point  z.  Ces  faisceaux  ayant  le  rayon  nq 
commun,  homologue  à  soi-même,  engendrent  une  droite 
R,  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Si  le  rayon  du  second  faisceau  prend  la  position  ^y,  la 
droite  m' m!'  (et  par  conséquent  Je  rayon  homologue  de 
l'autre  faisceau)  s'éloigne  à  l'infini  *,  donc  R  est  parallèle 

Si  m^m^'  passe  par  a,  la  tangente  de  Â  en  un  des  points 
m',  m'',  devient  ax\  la  tangente  de  B,  parallèle  à  a^,  est 


(*)  11  y  a,  sur  la  figure  qui  accompagne  le  Mémoire  de  M.  Cremona, 
deux  lignes  cotées  xx'.  L'une,  déiiignée  dans  le  texte  par  ecXy  est  tangente 
à  la  courbe  A  ;  l'autre,  désignée  par  /Sx,  est  parallèle  à  ax  et  par  consé- 
quent est  un  diamètre  de  la  parabole  B.  Il  y  a  de  même  deux  droites  ^, 
y  qu'on  ne  peut  confondre,  puisque  Tune  est  désignée  par  oj^,  Tautro 
par  ^r.  P. 
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à  Tinfini^  donc  vin"  devient  parallèle  à  |3x.  Le  rayon 
correspondant  du  premier  faisceau  passera  par  un  point  c 
de  jSx,  qu'on  détermine  en  prenant  nc^=fna. 

Or  les  deux  faisceaux  dont  il  s'agit  marquent  sur  /3jr 
deux  divisions  homographiques,  dont  n  est  un  point 
double,  car  nq  est  un  rayon  commun.  De  plus,  il  suit  de 
ce  qui  précède  que  c  est  le  point  de  la  première  division 
qui  correspond  à  Finfini  de  la  seconde  ;  de  même,  |3  est  le 
point  de  la  seconde  division  qui  correspond  à  l'infini  de 
la  première.  Donc  le  deuxième  point  double  sera  o,  en 
supposant  (3o  =  /ic  =  ma. 

Ainsi  la  droite  cherchée  passe  par  o  et  est  parallèle 
à  /3j. 

II  est  évident  que  les  tangentes  de  la  cubique  gauche, 
parallèles  au  plan  osculateur  (mp^  nq)  passent  par  les 
points  où  R.  coupe  la  parabole  B.  Ces  points  sont  réels  si 
o  est  sur  |3t,  au  dedans  de  la  parabole,  imaginaires  si  o 
tombe  au  dehors  sur  le  prolongement  de  x^.  Le  point  o 
est  au  dedans  (au  dehors)  de  la  conique  B,  si  m  est  sur 
ax!  (sur  ax)  ;  donc  les  points  communs  aux  lignes  R,  B 
sont  réels  ou  imaginaires,  selon  que  mp  touche  la  branche 
ah'  ou  la  branche  ah  àe  la  parabole  A,  ou  bien  encore, 
selon  que  nq  touche  la  branche  jBA^ou  la  branche  ^ A  delà 
parabole  B  (*). 

Donc  chacune  des  deux  paraboles  A  et  B  est  divisée 
par  le  point  de  la  cubique  gauche  (a  ou  j3)  en  deux 
branches  *,  selon  qu'un  osculateur  touche  Tune  ou  Tautre 
branche,  la  conique  inscrite  située  dans  ce  plan  est  une 
hyperbole  ou  une  ellipse. 

{*)  La  droite  ^x  est  dans  Tiutérieur  de  la  parabole  B.  La  droite  axest 
parallèle  à  /3  or,  comme  on  Ta  déjà  remarqué,  et  de  même  sens.  Le  point  c 
divise  la  parabole  A  eu  deux  parties  indéfinies  que  l'autenr  appelle 
branches  :  l'une,  a.h,  est  située  du  même  côté  que  aJr,  l'autre  du  même 
«■<Mé  que  9cx'.  Mèaie  explication  pour  pk  et  ^A'.  P. 
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19.  Soit  r  le  point  où  la  droite  a|3,  qui  est  la  focale 
centrale  (13)  de  la  cubique  gauche  donnée,  rencoutre 
mn  et  par  conséquent  le  plan  osculateur  (mp^  nq).  La 
droite  qui  joint  r  au  point  j,  commun  aux  droites  ip^  mq, 
est  évidemment  parallèle  à  mp'^  or  cette  même  droite  rs 
contient  le  point  t  de  contact  du  plan  osculateur  {mp^  nq) 
avec  Tellipse  gauche.  En  efîet,  la  conique  inscrite  qui  est 
dans  ce  plan  est  déterminée  parles  tangentes  mp^  nq^  pq^ 
et  par  les  points  m,  /.  Donc,  si  nous  considérons  les  trois 
tangentes  comme  côtés  d'un  triangle  circonscrit  (dont  un 
sommet  est  à  Tinfini),  pour  trouver  le  point  t  de  contact 
sur  pq^  il  sufflt  de  mener  la  parallèle  à  mp  par  le  point 
commun  aux  droites  mq^  l'p. 

Observons  encore  que,  m  et  i  étant  les  points  de  contact 
de  deux  tangentes  parallèles,  le  centre  g  de  la  conique 
inscrite  sera  le  point  milieu  de  mi. 

Il  suit,  de  ce  qui  précède,  que  r/B  exprime  la  distance 
(mesurée  parallèlement  à  la  focale  centrale  a(3)  du  point  t 
au  plan  b.  Et  on  a 

rp:ap=r  f/ï  ;  (p/i  +  ma). 

Le  rapport  (3 /z  t  ((3 /z -h  m  a)  (et  par  conséquent  son  égal 
rj3  :  aj3)  est  positif  et  plus  petit  que  1  unité,  seulement 
quand  o  est  extérieur  à  la  conique  B;  si  o  est  un  point  in- 
térieur, ce  rapport  est  négatif  ou  plus  grand  que  l'unité. 
Donc  tous  les  plans  osculateurs,  dont  les  points  de  con- 
tact avec  la  cubique  gauche  sont  compris  entre  les  deux 
plans  osculateurs  parallèles,  contiennent  des  ellipses 
inscrites^  les  autres  plans  osculateurs  contiennent  des 
hyperboles,  c'est-à-dire  : 

L'ellipse  gauche  a  deux  plans  osculateurs,  parallèles 
entre  eux,  qui  coupent  la  développahle  osculatrice  sui^ 
vant  deux  paraboles 'j  tous  les  autres  plans  osculateurs 


â 


(44o  ) 

coupent  cette  surf  ace  suii^ant  des  ellipses  ou  des  kyper^ 
botes.  Les  points  de  la  cubique^  auxquels  correspondent 
des  elhpses^  sont  situés  entre  les  deux  plans  osculateurs 
parallèles;  les  points  auxquels  correspondent  des  Tryper^ 
boles  sont  au  dehors  (*). 

20.  La  conique  centrale  (13)  située  dans  un  plan  pii- 
rallèle  et  équidistant  aux  plans  a,  i,  est  une  hyperbole; 
son  centre  est  y,  point  milieu  de  a|3  \  ses  asymptotes  sont 
parallèles  à  ax  et  jSjy.  Donc  le  plan  maj3  sépare  complè- 
tement l'une  de  l'autre  les  deux  branches  de  l'hyperbole 
centrale.  Or  le  centre  g  de  la  conique  inscrite,  située 
dans  le  plan  osculateur  (mp,  nq)^  c'est-à-dire  le  point 
milieu  de  nU^  est,  par  rapport  au  point  ma(3,  du  même 
côté  que  i\  et  d'ailleurs  i  est  au  deçà  ou  au  delà  de  ce 
plan,  selon  que  o  est  intérieur  ou  extérieur  à  la  conique 
B;  donc  la  conique  inscrite  est  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole, selon  que  son  centre  tombe  dans  l'une  ou  dans 
l'autre  branche  de  l'hyperbole  centrale.  Donc  : 

Les  centres  de  toutes  les  coniques  (ellipses  et  hyper^ 
boles)  inscrites  dans  la  dév^eloppable  osculatrice  de 
l'ellipse  gauche  sont  sur  une  hyperbole  dont  le  plan 
est  parallèle  et  équidistant  aux  deux  plans  osculateurs 
parallèles  y  et  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  dia^ 
mètres  des  paraboles  inscrites  situées  dans  ces  derniers 
plans.  Une  branche  de  l'hyperbole  centrale  contient  les 
centres  des  ellipses  inscrites;  t autre  branche  contient 
les  centres  des  hyperboles  (**). 

21 .  Au  moyen  du  faisceau  des  plans  conjoints  paral- 
lèles au  plan  central  (faisceau  central),  les  points  de  la 

{*)  Annali  di  Matematica,  t.  II,  luglio-agosto  1869, 
{**)  Annali  di  l^atcmatica,  t.  Il,  liiglio-agosto  iSSq, 
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cubique  gauche  sont  conjugués  deux  &  deux  en  involu- 
tion  (n^  8)  ;  les  points  doubles  sont  les  points  0e,  J3  de 
contact  des  plans  osculateurs  parallèles.  Deux  points  con- 
jugués sont  situés  dans  deux  plans  conjoints  du  faisceau 
central;  la  droite  qui  joint  ces  plans  est  génératrice  de 
Thyperboloïde  I  enveloppé  par  les  cônes  conjoints,  dont 
les  sommets  sont  sur  la  focale  centrale •  Deux  plans  oscu- 
lateurs conjugués  passent  par  deux  points  conjoints  de 
cette  focale;  et  leur  intersection  est  une  génératrice  de 
Thyperboloïde  J,  lieu  de  toutes  les  coniques  conjointes 
du  faisceau  central. 

On  sait  qu'une  tangente  quelconque  de  la  cubique 
gaucbe  est  rencontrée  par  les  plans  osculateurs  en  une 
série  de  points  projective  au  système  de  ces  plans;  donc 
les  couples  des  plans  osculateurs  conjugués,  nommés  ci- 
dessus,  détermineront  sur  ax  et  jSj-  deux  involutions. 
Dans  chacune  de  ces  involutions,  un  point  double  est  à 
l'infini;  l'autre  point  double  est  a  pour  la  première  invo- 
lution,  j3  pour  la  seconde.  Donc  chacune  de  ces  involu- 
tions n'est  qu'une  simple  symétrie;  c'est-à-dire,  si  deux 
plans  osculateurs  conjoints  rencontrent  ax  en  w,  m'  et 
^y  en  i,  z',  on  aura 

D'ailleurs  nous  avons  vu  (n°  19)  que  les  centres  g^  g' 
des  coniques  inscrites,  situées  dans  ces  plans  oscula- 
teurs, sont  les  milieux  des  droites  mz,  m' i' ,  Donc  par 
une  propriété  très-connue  du  quadrilatère  gauche,  les 
points  g^  g'  sont  en  ligne  droite  avec  7,  milieu  de  a  j3  et 
centre  de  la  conique  centrale.  Donc  : 

Deux  points  de  la  conique  centrale^)  en  ligne  droite 
a\^ec  son  centre^  sont  les  centres  de  deux  coniques  in^ 
écrites,  situées  dans  deux  plans  osculateurs  conjugués^ 
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qui  rencontrent  de  nouv^eau  la  conique  centrale  en  un 
même  point. 

22.  S!  la  cubique  gauche  a  une  seule  asymptote  réelle, 
la  conique  centrale  est  une  hyperbole  dont  les  branches 
sont  séparées  par  le  plan  wajS.  Ce  plan  divise  en  deux 
parties  la  parabole  B,  mais  il  laisse  la  parabole  Â  tout 
entière  d'un  même  côté.  Or  la  conique  inscrite  située  daus 
le  plan  (mp^  nq)  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  selon 
que  /est  sur  ^j  ou  sur  j3j^;  de  plus,  le  centre  g  de  cetle 
conique  inscrite  est  le  milieu  de  m/5  donc  la  branche  de 
l'hyperbole  centrale  qui  contient  les  ellipses  inscrites  est 
du  même  côté  que  la  courbe  A  par  rapport  au  plan  /waj3; 
l'autre  branche  est  du  côté  opposé. 

f.es  traces  de  deux  plans  osculaleurs  conjugués  sur  le 
plan  de  la  conique  B  se  rencontrent  sur  |3x'^  les  traces 
des  mêmes  plans  sur  le  plan  de  la  parabole  A  se  rencon- 
trent sur  otj' ,  Donc  l'intersection  des  deux  plans  oscil- 
lateurs conjugués  rencontrera  la  conique  centrale  en  un 
point  de  la  branche  qui  contient  les  centres  des  hyper- 
boles inscrites.  C'est-à-dire  : 

Dans  l'ellipse  gauche,  chaque  plan  osculateur  ren- 
contre en  deux  points  Vhjperbole  centrale^  ces  deux 
points  appartiennent  à  une  même  branche  ou  aux  deux 
branches  de  cette  courbe^  suivant  que  la  conique  in- 
scrite, située  dans  le  plan  nommé,  est  hyperbole  ou  el* 
lipse. 

Par  conséquent,  chaque  point  de  la  branche  qui  con* 
tient  les  centres  des  hyperboles  inscrites  est  Vintersec' 
tion  de  trois  plans  osculateurs  réels  de  la  courbe  gauche; 
au  contraire,  par  chaque  point  de  Vautre  branche  passe 
un  seul  plan  osculateur  réel, 

£n  outre,  si  nous  considérons  l'hyperboloïde  J,  lieu 
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des  coniques  conjointes  du  faisceau  central,  par  chaque 
point  de  la  branche  de  l'hyperbole  centrale  qui  contient 
les  centres  des  hyperboles  inscrites,  passe  une  généra- 
trice qui  est  Tiniersection  de  deux  plans  oculateurs  (con- 
jugués) réels,  dont  l'un  contient  une  ellipse  inscrite  et 
l'autre  une  hyperbole.  Et  par  chaque  point  de  la  seconde 
branche  passe  une  génératrice  qui  est  l'intersection  idéale 
de  deux  plans  osculateurs  imaginaires. 

On  voit  aisément  que  dans  l'hyperbole  gauche  tout 
point  de  l'ellipse  centrale  est  l'intersection  de  trois  plans 
osculateurs  réels,  et  dans  l'hyperbole  parabolique  gauche 
tout  point  de  la  parabole  centrale  est  l'interseclion  de 
deux  plans  osculateurs  réels,  sans  compter  le  plan  de 
cette  conique  qui  est  lui-même  osculateur  à  la  courbe 
gauche. 

23.  Soient  maintenant  A  une  ellipse  et  B  une  hyper- 
bole, inscrites,  situées  dans  les  plans  osculateurs  a,  b 
d'une  ellipse  gauche.  Soient  a',  j3'  les  points  de  contact 
des  coniques  A,  B  avec  la  droite  intersection  de  leurs 
plans;  menons  par  j3'  la  tangente  ^ cl  à  l'ellipse  A,  et  par 
a'  la  tangente  a'|3  à  l'hyperbole  B.  Si  «,  j3  sont  les  points 
de  contact,  ils  sont  aussi  les  points  où  la  cubique  gauche 
est  osculée  par  les  plans  donnés.  Soient  a"^  (i"  les  points 
ou  la  droite  [ab]  est  coupée  par  la  tangente  de  B  parallèle 
à  a'|3,  et  par  la  tangente  de  A  parallèle  à  (3'a. 

Je  me  propose  de  construire  les  traces,  sur  a  et  i,  des 
plans  osculateurs  parallèles.  Si  autour  du  centre  c  de 
'  l'ellipse  A  on  fait  tourner  un  diamètre,  les  tangentes  à 
ses  extrémités  déterminent  sur  [ab)  des  couples  de  points 
w,  nil  conjugués  en  involution.  Si  on  fait  tourner  une 
droite  aussi  autour  du  centre  o  de  l'hyperbole  B,  on 
obtiendra  sur  [ab)  une  autre  involution. 

La  première  involution  n'a  pas  de  points  doubles  réels; 
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cf!  esl  le  point  central  ;  (3^,  (3'^  sout  deux  points  conjugués, 
et  par  conséquent  Ton  a 

La  deuxième  involution  a  les  points  doubles  réels,  dé- 
terminés par  les  asymptotes  de  B;  (3^  est  le  point  central; 
fl/,  a."  sont  deux  points  conjugués  ;  et  si  m,  w"  est  un  cou- 
ple quelconque  de  points  conjugués,  on  aura 

A  chaque  point  m  de  {ah)  correspond  un  point  ni  dans  la 
première  involution  et  un  autre  point  ni'  dans  la  seconde  \ 
mais  si  on  choisit  fri  de  manière  que  m'' coïncide  avec  m', 
par  niy  w' passeront  deux  tangentes  parallèles  de  l'ellipse 
A  et  deux  tangentes  parallèles  de  Thyperbole  B,  ce  qui 
donnera  les  traces  des  plans  osculateurs  parallèles. 

Or  on  sait  que  deux  involutîons  sur  une  même  droite, 
dont  Tune  au  moins  a  les  points  doubles  imaginaires, 
ont  toujours  un  couple  commun  de  points  conjugués 
réels.  En  effet,  si  ni'  coïncide  avec  m',  les  équations  ci- 
dessus  donnent,  par  l'élimination  de  m', 


a'/7/   —  a'm  (a' a"  -+-  a'  f")  -H  a'  p' .  t!  y'  =  o, 

équation  quadratique  dont  les  racines  sont  réelles,  car  le 
produit  a' (3',  ol^"  est  évidemment  négatif.  On  en  conclut 
encore  que  le  milieu  des  points  cherchés  est  le  milieu  i  de 
a''j3".  Il  est  maintenant  bien  facile  de  construire  les  points 
inconnus.  Par  un  point  g  pris  arbitrairement  [au  dehors 
de  («£)]  on  fera  passer  une  circonférence  de  cercle  qui 
ait  pour  corde  j3'jS"  5  cette  circonférence  et  la  droite  g  a 
se  couperont  en  un  point  A.  Par  g',  A  on  décrira  une 
circonférence  dont  le  centre  soit  sur  la  perpendiculaire 
élevée  de  2  sur  (aô);  cette  deuxième  circonléreuce  mar- 
quera sur  (ah)  les  points  rherchés. 
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ludëpendamnient  de  ces  points,  on  peut  construire  les 
traces  du  plan  central,  ce  qui  donne  aussi  la  direction 
des  plans  osculateurs  parallèles.  Le  plan  central  passe 
évidemment  par  les  centres  c,  o  des  coniques  données  ^ 
donc  ses  traces  seront  ic^  io. 

Si  une  développable  de  la  troisième  classe  est  donnée 
par  deux  hyperboles  inscrites,  la  construction  indiquée 
ci-dessus  établira  si  Tarète  de  rebroussement  est  une  el- 
lipse gauche,  ou  une  hyperbole  gauche,  ou  une  hyperbole 
parabolique  gauche.  Les  points  conjugués  communs  aux 
deux  involutions  sont  réels  dans  le  premier  cas,  imagi- 
naires dans  le  second,  réels  coïncidents  dans  le  troisième. 

24.  Enfin  je  me  propose  de  déterminer  l'espèce  des 
coniques,  perspectives  de  la  cubique  gauche  sur  le 
plan  central.  Soit  S  un  cône  du  second  degré,  perspectif 
à  la  courbe  gauche,  a'  son  sommet,  Of  le  plan  mené  par 
a'  parallèlement  au  plan  central  (c'est-à-dire  par  la  di^ 
rectrice  du  plan  à  l'infini  )*,  O  le  plan  conjoint  au  plan 
(y.  En  conservant  toutes  les  autres  dénominations  des 
n*'*  6  et  7,  l'intersection  du  cône  S  par  le  point  O  est  une 
conique  passant  par  les  points  (3',  y'  de  la  directrice  (à 
Tinfini)^  or  ces  points  (3',  y'  sont  imaginaires  ou  réels 
selon  que  le  plan  O  coupe  la  courbe  gauche  en  un  seul 
point  réel  a  ou  en  trois  points  réels  a^  b^  c\  d'ailleurs 
l'intersection  du  cône  S  par  le  point  O  est  de  la  même 
espèce  que  l'intersection  par  le  point  central,  car  ces 
plans  sont  parallèles.  Donc  : 

Toutes  les  coniques  perspectii^es  de  la  cubique  gauche 
sur  le  plan  central  sont  de  la  même  espèce^  c^est-à-dire 
elles  sont  des  hyperboles,  des  ellipses  ou  des  paraboles 
selon  que  la  cubique  est  une  Ivyperbole  gauche^  ou  une 
ellipse  gauche^  ou  une  hjperbole parabolique  gauche  (*) . 

(**)  Annali  di  Matematica,  t.  II,  lutrliO'agosto  iSSg. 
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Observons  que,  pour  T hyperbole  parabolique  gauche, 
parmi  les  cônes  perspectifs  du  second  ordre,  il  y  a  deux 
cylindres  ;  l'un  d'eux  est  hyperbolique  et  correspond  au 
point  où  la  courbe  est  touchée  par  le  plan  à  Tinfini; 
l'autre  est  parabolique  et  correspond  au  point  où  le  plan 
à  l'infini  est  simplement  sécant.  Le  plan  central  est 
asymptotjque  au  premier  cylindre. 

Bologne,  le  ai  avril  1861. 

Additions  (27  octobre  1862). 

M.  de  Jonquières,  dans  une  Lettre  très-obligeante  que 
je  viens  de  recevoir  de  Vera-Cruz,  me  fait  observer  que 
M.  Chaslés  a  prouvé  le  premier  [Aperçu  historique , 
p.  834)  qwe  deux  figures  homographiques  situées  dans 
un  même  plan  ont  trois  points  doubles,  ce  qui  revient  à 
dire  que  le  Heu  du  point  commun  à  deux  rayons  homo- 
logues, dans  deux  faisceaux  homographiques  de  rayons 
dans  l'espace,  est  une  courbe  gauche  du  troisième  ordre. 
J'avais  attribué  par  méprise  ce  théorème  à  M.  Sey- 
dewitz. 

Au  n°  2,  e  est  le  point  commun  aux  droites  ic,  arf,  et 
y  est  l'intersection  de  ac,  bd. 

Aux  n***  7  et  H,  chacun  des  points  x^j  forme,  avec 
les  trois  points  a,  jS,  y,  un  système  équianharmo- 
nique  (*)  5  donc  x^j  sont  imaginaires  (conjugués),  si  a, 
(3,  y  sont  tous  réels;  mais  lorsque  a  seul  est  réel,  et  (3,  y 
imaginaires  (conjugués),  x,  j^  sont  réels.  De  là  on  con- 
clut immédiatement  le  théorème  du  u**  12,  sans  avoir  re- 
cours à  la  théorie  des  courbes  planes  de  quatrième  ordre 
et  de  troisième  classe. 


(*)  Voir  mon  fntrodusione  ad  una  teoria  geometrica  délie  curve  piane, 
n®  a6.  Bo1o{;na,  i8')Q. 
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QUESTION  627. 

Solution  de  MM.  Abraham  SCHNÉE  et  Palma  GOUHDON, 

Elèves  du  lycée  Gharlemagne. 


Ze5  droites  inscrites  dans  un  angle  droit  XOY>  et  gui 
ont  leurs  milieux  sur  une  même  droite  AB  rencontrant 
les  côtés  OX,  OY  de  cet  angle  en  des  points  différents 
A,  B,  sont  toutes  tangentes  à  la  même  parabole. 

Soient  --4-^  =  1  réquation  de  la  droite  fixe  AB,  et 

i)  -^-^  =  ' 

a        o 

celle  de  la  droite  mobile  :  le  milieu  de  la  droite  (i)  étant 
sur  AB,  on  aura 

(.  a        o 

a       b 

L'élimination  de  a  entre  les  équations  (i)  et  (a)  donne 

(3)  «6*  —  {lah -^  hx  —  af)^-^2abx  =  Oy 

Pour  avoir  Tenveloppe  des  droites  représentées  par  l'é- 
quation (3),  j'élimine  le  paramètre  arbitraire  6  entre 
réquation  (3)  et  sa  dérivée 

2fl6 — (2fl^  H-  ^jr  —  ny)=.  o, 

j'obtiens  ainsi 

(4)  [bx-^ay  +  T.abf-^^a^by^zo  (*), 

équation  qui  représente  une  parabole. 


(*)  L'élimination  d'un  paramètre  6  entre  une  équation /(a:,  y,  6)  =  o 
et  sa  dérivée  par  rapport  à  6  donne  la  condition  qui  doit  èlre  remplie  par 


M 
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Il  esl  facile  de  eoiistaler  que  cette  parabole  est  tangente 
aux  axesOX,  OY  en  des  points  A',  B'  dont  les  distances 
à  Torigine  sont  respectivement  égales  à  2OA,  aOB.  La 
droite  OM',  menée  du  point  O  au  milieu  M'  de  la  corde 
des  contacts  A'  B^  est  parallèle  à  Taxe.  La  perpendicu- 
laire élevée  à  OM'  au  point  O  est  la  directrice,  et  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  A'  B'  est  le 
foyer. 

Note,  —  Ces  remarques  se  trouvent  dans  la  solution 
de  M.  Schnée.  M.  A.  Mogni,  de  Tortone;  MM.  Hans 
et  Vendenbroucque,  élèves  du  lycée  Saint-Louis,  nous 
ont  récemment  adressé  des  solutions  de  la  question  627, 
peu  différentes  de  celle  de  MM.  Scbnée  et  Gourdon. 


«LESTION. 


632.  On  prend  le  sommet  d'un  des  trois  angles  dont 
les  côtés  réunissent,  deux  à  deux,  quatre  points  donnés 
d'une  conique,  et  Ton  cherche  par  rapport  aux  côtés  de 
cet  angle  la  conjuguée  harmonique  de  la  droite  qui  joint 
ce  sommet  au  centre  de  la  conique  :  démontrer  que  cette 
conjuguée  et  les  deux  droites  analogues  sont  parallèles. 

(HOUSEL.) 


x,x  pour  que  réqualion/(r,r,6)  =  o  aitdeux  racines  égales,  en  y  considé- 
rant 6  comme  l'inconnue  de  l'équation.  Quand  l'équation /(x,  ^,  6)  =  o 
est  du  second  degré,  de  la  forme  A6'-l-B6-hC  =  o,  on  a  immédiate- 
ment pour  l'équation  de  l'enveloppe  B*— /|AC=o.  Si  elle  est  du  troi- 
sième degré  de  la  forme  €•  -4-;>6  4-  7  =  o,  l'équation  de  l'enveloppe  esl 
4^»-f- 27^' =0.  G- 
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EXTRAIT  D  UNE  LETTRE 

De  m.   Eugknr  BELTR^MI,  de  Milan. 


Remarque  au  sujet  d*un  théorème  de  M.  Laurent, 

La  considération  des  spirales  dans  la  théorie  des  séries, 
qui  a  conduit  M.  Laurent  à  son  beau  et  remarquable 
théorème  (cahiers  de  mars  et  d^avril  ),  avait  été  employée 
dès  1837  P^^  ^*  Schcllbach,  dans  un  intéressant  article, 
inséré  aa  tome  XVI  du  Journal  do  Crelle,  avec  ce  titre  : 
TJehcr  eine  eîgenthùmliche  Entwicklung  der  sinus^und 
cosinusreihe  nach  Potenzen  des  Bogens.  Ce  savant  géo- 
mètre s'était  toutefois  borné  au  cas  de  6  =  — 

2 

Comme  cet  écrit  ne  m'est  tombé  sous  les  yeux  que 
d'une  manière  tout  à  fait  incidentelle,  j'ignore  si  son 
auteur  a  publié  depuis  d'autres  développements  sur  la 
même  matière. 

Note.  —  Nous  avons  reçu  de  M.  Beltrami  une  solution 
de  la  question  624,  que  nous  ferons  connaître  prochai- 
nement. 


DE  L'fiQUATIOK  DU  SYSTÈHE  DE  QUATRE  NORMALES 
MENÉES  D  UN  POINT  A  UNE  ELLIPSE  ; 

Par  m.  CROFTON. 


Troui^er  t équation  du  quatrième  degré  qui  repré^ 
sente  les  quatre  normales   menées  du  point  (a,  |3)  à 

relapse  —4-^  =  1. 

Amn,  de  Hathémat ,  tP  série,  1. 1®^.  (Décembre  1862.)  29 
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Posons 

H  =  c'  jy  —  d^  oLf  -f-  ^'  px,     L  =  c'  ap  —  «'  p jt  ^-  ^'  aj, 

l'équation  cherchée  sera 


^■4-p— I  I  H»-h2  I  ^-4-^^  —  I  I  HL 


Pour  le  démonlrer,  nous  remarquons  d'abord  que 
H  :=::  o  est  Une  hyperbole  qui  passe  par  les  quatre  points 
ou  l'ellipse  est  rencontrée  par  les  quatre  normales  me- 
nées de  (a,  |3),  et  aussi  par  le  point  (a,  j3);  et  que  L  =  o 
est  la  tangente  à  cette  hyperbole  au  point  (a,  |3).Or,  si  Uj 
et  Us  sont  deux  polynômes  indéterminés  respectivement 
du  premier  et  second  degré  en  x  et  jr,  l'équation 

(i)  H2  +  U.HL-hU,L'==o 

est  Téquation  générale  d'une  courbe  du  quatrième  degré 
dont  deux  branches  se  touchent  au  point  (a,  |S),  la  tan- 
gente commune  étant  Ls=o.  Comme  quatre  lignes  droites 
passant  par  (a,  |^)  en  sont  un  cas  particulier,  l'équation 
que  nous  cherchons  sera  de  la  forme  (i),  où  il  reste  à 
déterminer  Ui  et  Uj.  Or,  comme  la  courbe  (i)  doit  pas- 
ser par  les  intersections  de  H  =  o  avec  l'ellipse 

x'      y* 

il  faut  d'abord  que  Us  =  kC^  h  étant  une  constante;  donc 
Féquation  (i)  devient 

(2)  H2  +  U,  hl-i-X(î:l»  =  o. 

Pour  que  l'équation  [7)  représente  quatre  droites,  il 
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faut  que  las  intersection^  de  la  ligne  (a)  avec  une  droite 
quelconque  (autre  que  1^8  normales)  passant  par  (a,  fi) 
coïncident  avec  le  point  (a,  P).  Or 

c'est-à-dire  que  H  4-  L  71:  o  représ^solt^  de»»  d^oiten  p^s-^ 
sant  par  (a,  /3).  Leurs  intersections  avec  la  ligne  (a) 
sont  données  par 

(i  —  U, -hAC)L'  =  o. 

Cçtte  équation  ce  décompose  en  deP3^  fgçtewrs  dpnt  le 
premier,  L'  =  o,  représente  une  droitç  qui  rencontre  les 
lignes  H  +  L  =  o  en  («,13)  seulement;  et  pour  qu'il  en 
soit  de  même  de  Feutre,  i  — Ui  -H  ArC  =3  p,  il  faut  déter- 
miner k  et  Ui  de  manière  que  cette  équation  représente 
le  point  (a,  (3).  Pour  cel^  nous  devrons  avoir 


d'où 


a^        '^         b^       \ 


iQ)  Ui  -•—  I  rc  A"   I   rrrrrr  -rfr  .   1. 1 i-t   rr-  *▼!•  'tt-  yr^  i-r-  II» 

\     fl*  O*  à^  b^  ] 

Pour  trouver  une  a^tre  condition,  supposons  que  la 
ligne  (2)  soit  coupée  par  les  deux  droites  imaginaires 
hL  —  Ui  -h- 1  =  o;  aux  intersections,  nous  aurons 

(b-*-l)(h^X'.i:l)=:o 

ou  bien 

(H-hL)[H-4-(U,  — i)L]=o. 

Or  il  faut  que  chacune  des  deux  équations  dont  celle-ri 
se  compose,  savoir 

29.. 
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représente  deux  droites  passant  par  («,  P).  Pour  qu'il  en 
soit  ainsi  de  la  seconde,  il  faut  que 

représente  deux  droites  (*)  •,  d'où 

Substituant  dans  Téquation  (tt)  les  valeurs  de  Ui  et  de 
/r,  tirées  des  équations  (3)  et  (4)^  il  vient  pour  Téqua- 
tion  des  normales 


(ï-^p-')"--"- 


On  peut  prouver  de  même  que,  si  U  =  o  est  une  co- 
nique quelconque,  T  =:  o  la  tangente  au  point  (a^  |3),  et 
3  une  constante  telle,  que  l'équation  U  4-  ST  =  o  repré- 
sente deux  droites,  alors  l'équation  des  quatre  droites 
menées  de  (a,  /3)  aux  intersections  de  la  conique  U  =o 


{*)  Car,  si  U  =  o  représente  une  courbe  du  second  degré,   T  =  o  une 
tangente  [au  point  (x',  y)],  Aaso  nne  droite  quelconque,  alors,  pour  que 

U-hAT  =  o 

représente  deux  droites,  il  faut  que 

U-f-A'T  =  o, 

où  A'  représente  la  valeur  de  A  quand  on  y  substitue  x',  y*  aux  coordon- 
nées courantes,  soit  aussi  Téquation  de  deux  droites  (soit  réelles,  foit 
imaginaires). 


1     UT 
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avec  Tellipse  E  =  o,  sera 

'•(S+p-')'^=''- 

Si  L  =:  o  est  une  droite  quelconque,  (x%y)  un  point 
quelconque,  V  la  valeur  de  L  quand  on  y  substitue  x'  et 
y'  k  xet  ày^  l^quation 

représente  les  deux  droites  menées  de  (x\y)  aux  inter- 
sections de  L  =  o  avec  Tellipse  —  -+-  "^  =  i . 

L'équation  connue  des  deux  tangentes  menées  de 
(x'^jr')  k  Tcllipse,  savoir 

en  est  un  cas  particulier-v 

On  peut  prouver  directement  que  Féquation  des  quatre 
lignes  droites,  menées  d^un  point  donné  (a,  /3)  aux 
quatre  points  où  Tellipse  est  rencontrée  par  une  courbe 
quelconque  du  second  degré  H  =r  o,  qui  passe  par  (a,  j3), 
sera 


'•{j.-'-T'— )'■•=''• 


OÙ  L  =  o  est  la  tangente  à  H  =  o  au  poiul  (a,  (5) ,  et  S 


r 
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une  constante  telle,  que  Téquatioti  H  +  ^L  =r  o  reprë*- 
sente  deux  droites,  réelles  ou  imaginaires. 
Posons 

^=?+lî^''  ^=^^^-''  ^=^+î--'' 


/ 


rÀ{uatioii  ci-dessus  «er a  alors 

la  ligne  qu'elle  représente  passe  évidemment  par  les 
quatre  inlersectiotis  de  €  313  o  aVéâ  H  =  o.  De  plus,  elle 
se  compose  de  quatre  lignes  droites,  passant  par  (a,  |3); 
car  son  équation  peut  s'écrire  : 

^»L^{iî:  — 2P-4-A)4-AH»-h  2^PHL4-2^»L^P— A^^L»=:o, 

ou  bien 

S' L'  (C  —  2P  -h  À)  -h  (ti  -f-  ^L)  (AH  — A^L  H- .2^PL)  =  o 

ou 

(1)  ^»L2(C— 2P-+-A)-f-(H-h*L)[A{H-+-^L)4-2^L(P— A)]=o. 
Or  Téquation 

A  (H  -4-  SL)  -h  2^L  (P  —  A)  =  o 
nsprésiânte  deux  lignes  droites  paTsiàtol  par  {a^§)\  Car 
A(H-+-^L)  =  o     et     2^t(P  — A)  =  o 

sont  chacune  Téquation  de  deux  droites  passant  par 
(a,  |3).  De  plus 

C^2P-hA=:o,     c  est-à-dire     ^^ — ^  4-  ^      ./^  =  o 

représente  deux  droites  imaginaires  passant  par  (a,  j3). 
ÏPar  Conséquent  chatîufi  des  dcWH  letttiés  dont  l'équa- 
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tion  (i)  bc  compose,  égalé  à  zéro,   représente  quatre 
droites  passant  par  (a,  |3)  ;  donc  l'équation  (i)  elle-même 
représente  quatre  droites  passant  par  (ce,  /3). 

Cette  équation  peut  représenter  les  quatre  rayons  me- 
nés d'un  point  donné  (a,  ^)  k  quatre  points  quelconques 
surPellipse;  car  on  peut  toujours  faire  passer  une  co- 
nique par  (a,  |3)  et  ces  quatre  points,  et  on  peut  tou- 
jours déterminer  la  constante  d,  pour  que  H  +  ^L  :=;:  o 
représente  deux  droites. 

■^■■■ii»        ■     ■  ■!     ■■■■       ■■■■■■■Il       ■■■     •^mm'^^^i^^'^^m         ■  t     >  ■    ■       ^^^^m^'^'w^'^  fwi        ■■■■■     ■iii^tj 

SOLUTION  DE  U  QUESTION  S30  fifiNfiBiUS&E  ; 

Par  m.  h.  DELORME. 


Le  système  des  deux  équations 

dans  lesquelles  a  -1-  i  et  c  sont  des  multiples  de  Z^  et  b 
un  nombre  entier  non  dii^isihle  par  3,  n  admet  ni  solu- 
tion entière,  ni  solution  composée  d\ine  ^valeur  entière 
d 'une  inconnue  et  d  *une  ^valeur fractionnaire  de  Vautre» 

Nous  allons  d'abord  poser  quelques  principes  d'arith- 
métique sur  les  nombres  non  divisibles  par  3. 

I.  Le  produit  ou  lé  quotient  (*)  de  deux  nombres  de 
la  forme  3A  -+-  i  ou  de  la  forme  3fc^-  1  est  de  la  forme 
3A-H-I. 

II.  Le  produit  ou  le  quotient  de  deux   nombres  de 


{*)  5e  suppose  la  division  possible.  Les  deux  principes  s'étendent  faci 
devient  au  cas  d'tin  nombre  quelctiaque^le  tacteur». 
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formes  différentes  3/r  H-  i ,  3/r  —  i  est  de  ia  forme  3/r —  i . 

Cela  posé,  revenons  à  notre  question,  que  nous  divise- 
rons en  trois  parties  : 

1**  Si  Ton  donne  à  x  une  valeur  entière,  aucune  va- 
leur entière  de  j^  ne  satisfait  aux  équations  proposées. 

En  effets  ou  x  est  divisible  par  3  ou  il  ne  Test  pas.  Si 
X  est  divisible  par  3,  j:'''+*  — c  le  sera-,  iy**?"*"*  devra 
donc  Pêtre  5  donc  j^  devra  être  divisible  par  3  :  or,  si  x  et 
j  sont  divisibles  par  3,  la  première  équation  ne  peut  être 
satisfaite.  Si  x  n'est  pas  divisible  par  3,  x*'",  en  vertu  du 
principe  précédent  (II),  sera  de  la  forme  3Ar+  1  ^  donc 
x'"* —  I  est  divisible  par  3,  donc  oy'"  devra  l'être,  et  a 
ne  Tétant  pas,  y  le  sera  :  mais  Fhypothèse  de  x  non  di- 
visible et  de j^  divisible  par  3  est  contraire  à  la  seconde 
équation  x'^^^  =  Aj'^+*  -f-c. 

Le  système  de  ces  deux  équations  nVdmettra  donc  pas 
de  solution  entière. 

7?  y  étant  un  nombre  entier,  aucune  valeur  fraction- 
naire de  X  ne  satisfait  aux  deux  équations.  Eln  effet,  a^y 
et  I  étant  des  nombres  entiers,  le  second  membre  de  la 
première  équation  est  entier,  le  premier  doit  donc  l'être. 

3^  X  étant  un  nombre  entier,  y  ne  peut  être  une  frac» 
lion. 

En  effet,  écrivons  les  équations 

les  premiers  membres  étant  entiers,  les  seconds  devront 

l'être,  ce  qui  n'aura  pas  lieu  si  y  est  de  la  forme  -?  sauf 

les  cas  où  f  ""  est  un  diviseur  de  a  et  i'^"*"*  un  diviseur  de  A. 

Examinons  ce  cas.  Remarquons  d'abord  que  t  ne  peut 

être  divisible  par  3.  Remplaçons  dans  les  deux  équations 
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U 


y  par  -?  on  aura 


il 


rvt 


Il  faut  chercher  si  ce  système  d'équations  peut  être  satis- 
fait par  des  valeurs  entières  de  x  et  de  u.  Or  nous 
sommes  ramenés  au  cas  précédent,  car,  b  et  t'^"^*  n'étant 

pas  divisibles  par  3,  -j-z^^  ne  l'est  pas  non  plus. 

a  est  de  la  forme  3/r — i,  «*"  de  la  forme  3A-I-I. 

Donc,  d'après  le  principe  (II),  —  est  de  la  forme  3/r —  i . 

Nous  avons  vu  que  ce  système  d'équations  n'admettait 
pas  de  solution  entière;  donc  à  une  valeur  entière  de  x 
ne  peut  répondre  une  valeur  fractionnaire  de^. 

Note.  —  La  question  630,  non  généralisée,  a  été  réso' 
lue  par  M.  Mogni  ;  par  M.  Thomasset,  élève  du  lycée  de 
Lyon;  et  par  MIVI.  Hans  et  Vandenbroncque,  élèves  du 
lycée  Saint*Louis. 

M.  Mogni  nous  a  aussi  adressé  une  solution  de  la  ques- 
tion 616,  déjà  résolue  par  M.  Siacci  (numéro  de  sep- 
tembre, p.  328).  Nous  en  prenons  occasion  de  faire  ob- 
server que  cette  proposition  (616)  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier d'une  proposition  générale  dont  voici  Ténoncé. 

Soit  AB  une  droite  d\ine  longueur  dé  te/minée  dont 
les  deux  extrémités  A,  ^  sont  assujetties  à  rester  sur 
deux  lignes  données  M,N,  déformes  quelconques,  mais 
situées  dans  un  même  plan.  Si  par  les  points  A,  B,  on 
mène  des  normales  aux  lignes  M,  N,  et  que  du  point 
de  rencontre  C  de  ces  normales  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire CD  sur  la  droite  AB,  le  pied  D  de  cette  per- 
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pendiculaire  sera  le  point  auquel  AB  touche  son  enï^C" 
loppe. 

Cette  proposition  générale  est  due,  je  le  crois  du  moins, 
à  de  THospital  ;  il  Va,  démontrée  dans  son  analyse  des 
infiniment  petits  (p.  189,  2^  édition,  I7i5). 

On  en  trouve  aussi  une  démonstration  dans  les  Elé~ 
ments  de  Calcul  infinitésimal  de  M.  Duhamel  (t.  P*", 
p.  Q095  édition  de  i856)  {*). 

Lorsque  les  lignes  M,  N  sont  des  droites  OX,  OY,  les 
normales  AC,  BC  devienuent  des  perpendiculaires  a  OX, 
OY-,  le  quadrilatère  OACB  est  inscriptible  dans  le  cercle 
dont  OC  est  un  diamètre,  et  si  du  point  O  on  abaisse 
une  perpendiculaire  OF  sur  la  corde  AB,  on  aura  évi- 
demment 

BF  =  AD,     AF  ==  BD, 

ce  sont  les  égalités  énoncées  dans  la  proposition  (616). 

Quand  Faugle  XOY  est  droit,  l'enveloppe  de  AB  est 
l'épicycloïde  engendrée  par  un  point  d'une  circonférence 
dont  le  rayon  est  égal  au  quart  de  AB,  et  qui  roule  inté- 
rieurement sur  la  circonférence  décrite  du  point  0 
comme  centre  avec  AB  pour  rayon.  C'est  démontré,  sans 
aucun  calcul,  dans  le  Cours  d^ Analyse  de  Sturm  (t.  II, 
p.  73).  G. 


QllESTMN  «26; 

soLimo» 

UK  MM.  ËaifBST  BANS  n  VicToa  VâNDËNBRC^CQUë, 

Elèves  du  iycée  Saûit-Louis  (daase  de  M.  Briot).. 


Ji;  prends  pour  âxes  des  cooidooia^^es  les  dîa^nales  du 

C*)  M.  Joseph  Sacchi  a  démontré  la  même  proposition  et  deux  autres 
également  remarquables,  relatives  àVenveloppe  d^une  droite.  Les  démons- 
trailions  de  M.  Sacchi  seront  insépées  dans  le  numéro  de  janvier.       G. 
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quadrilatère^  et  j'appelle  a>  a']  by  b'  les  segments  decha^ 
cune  des  diagoiiales,  qui  sont  des  coordonnées  des  quatre 
sommets  du  quadrilatère. 

L'équation  d'une  conique  passant  par  les  points  mi- 
lieux des  côtés  du  quadrilatère  est 

('-=)('-ï)-(-ï)(-^)- 

Je  détermine  X  par  la  condition  que  la  courbe  doit 
passer  par  le  point  milieu  de  Tune  des  diagonales 


(" 


l'équation  de  là  conique  devient 
ou 


Sous  cette  forme  TéqUâtiou  moDire  que  la  courbe  passe 
par  Forigine  et  par  le  milieu  /  j^  =  o,  a:  = |  de 

l'autre  diagonale. 

Le  point  de  mnoouird  de»  deux  coiéi  opposés  doMi  les 
équations  sont 

X       y  X        y 

est  sur  la  courbe. 

Car  on  peut  mettre  l'équation  de  la  courbe  sous  la 
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forme 


[fi       2)  \a'       2)  "  \b       l)  \b'       2) 


^    ^  _->.i 1 r  .     X 


et  en  y  remplaçant  -?  -7  par  leurs  valeurs  1  —  r»  i  —  7?» 
on  arrive  à  une  identité. 

Discussion.  —  L'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 

/         a-^a'Y        l         b-^b'y        ia-^aJy       lb^b*\ 

K — 4-)    V — r)  _  \-r)    \-T-) 


aa' 


bb'  aa'  bb' 


1"  Si  le  quadrilatère  est  convexe,  la  courbe  est  une  hy- 
perbole, car  a,  a'  sont  de  signes  contraires,  ainsi  que  b 

71    T  1  •        /  a -h  a'  b-hb'\ 

et  0.  Le  centre  est  le  point  I  a:  =  — 7 —  »  y  =  — 7 — I» 

milieu  de  la  droite  qui  unit  les  milieux  des  diagonales. 

Les  diagonales  sont  parallèles  à  un  système  de  dia- 
mètres conjugués.  Les  asymptotes   sont  parallèles  aux 

droites  fr; >  =  ^• 

bb         aa' 

Dans  le  cas  particulier  où  a'  -t-  a'*  =  i*  -+-  i'*,  le  lieu 

se  réduit  à  deux  droites. 

Si  le  quadrilatère  est  inscriptible  à  un  cercle,  on  a 

aa'  =  bb\ 

la  courbe  devient  une  hyperbole  équilatère,  et  les  asymp- 
totes sont  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  des  dia- 
gonales. 

Le  centre  de  la  circonférence  circonscrite  est  déterminé 
par  l'intersection  des  perpendiculaires  élevées  sur  les 
milieux  des  diagonales,  ayant  pour  équations 

(a)  x -f- j  CO50  == > 
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et 

Remplaçant  dans  l'équ^^ion  de  la  courbe  qui  devient, 
lorsque  aa'  =  bb', 

/         a+a'\  (  b  +  b'\ 

n' — ~)=^''V — ~)' 

X 9  j par  leurs  valeurs  tirées  des  équa- 

tîons  (a),  (6),  on  arrive  à  une  identité;  donc  ce  centre 
appartient  à  Thyperbole  équilatère. 

2*^  Si  le  quadrilatère  n'est  pas  convexe,  c'est-à-dire 
sMl  est  formé  de  deux  triangles  ayant  une  base  commune 
et  situés  d'un  même  côté  de  cette  base,  les  produits  aa\ 
bb'  ont  des  signes  contraires,  et  la  courbe  représentée 
par  Téquation 

/         a-ha'y       [         b-^b'Y       fa-^a'y       /b-{-b'Y 

y—r)    v—r).\-j-)    {-r) 


aa' 


bb'  ~        aa'  bb' 


est  une  ellipse  réelle. 

Si  aa'=.  —  bb\  les  diamètres  parallèles  aux  diagonales 
sont  égaux,  et  lorsque  les  diagonales  sont  rectangulaires, 
la  courbe  est  une  circonférence. 

Note,  —  M.  V.  R.  (à  Cahofs)  nous  a  adressé  une  so- 
lution entièrement  semblable  à  la  précédente,  et  suivie  de 
la  même  discussion. 

CeUe  question  a  aussi  été  résolue  par  M.  Abraham 
Schnée,  élève  du  lycée  Charlemagne. 
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QUESTION  629  (YANNSON)  ; 

SoLOTiov  DE  MM.  L.  ANDLAUKR  %t  G.  CH  AU  VEAU, 

Elèves  de  mathématiques  spéciale». 


Prenons  pour  axes  de  coordonnées  trois  arêtes  conti- 
guës  du  tétraèdre  et  soient  2a,  :tb,  vic  les  longueurs  de 
ces  arêtes. 

L'équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  est 

Pour  que  l^s  axes  soittnt  tangents  à  cetie  «urface  aux  points 

jr  =  0,  ;r  =  o,  x  =  /î, 

r  =  o,      r  =  b,      r  =  o, 

Z:^  Cf  z  =2;  0,  2  =:=  o, 

il  faut,  en  posant  D  =  i ,  que  Ton  ait 

A"—   '  A'—    '  A^    ' 

c'  0'  <'/' 

"^        r  '       o  a 

LVquation  de  la  surface  devient  donc 

f-T-  H H  aBrz  H-  2B'zj:-|-2B"arv 

/i*       0^       c^ 

j: hl=:0. 

a  O         c 

Il  faut  exprimer  maintenant  que  cette  surface  passe  par 
les  milieux  des  trois  autres  arêtes,  c'est-à-dire  que  son 
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équation  est  satisfaite  par 


X  =z  o, 

r~o, 

z  —  o, 

y  =  ^ 

z  — r, 

X  —  a. 

Z=ZC, 

-r  =  /?, 

y-b, 

ce  qui  nous  donne 

B  =  4-,     B'=— ,      B'=— .. 
2^c  T^ac  lab 

Il  nous  vient  donc  pour  Téquation  de  la  surface 


X*       y"*        z^    ^    yz        zx       xy        2.r        iy        2  8 

c 


c'         bc       ca        ab         a  b 


Il  est  clair  maintenant  que  cette  surface  est  tangente  à 
ces  trois  autres  arêtes;  en  effet,  si  nous  cherchons  son  in- 
tersection avec  l'une  d'elles,  nous  trouvons  pour 


X       z 

-  -h~  =  2, 

a       c 


que  les  z  d'intersection  sont  donnés  par 


( 


i-.|=o, 


ce  qui  prouve  bien  que  la  droite  est  tangente  à  la  sur- 
face. 

Les   équations   qui  déterminent  les  coordonnées  du 
centre  de  cette  surface  sont 


IX         z         y 
a^        ac       ab 

2 

=  0, 

a 

'i.Y           z            X 

-f-       -f- 
A'        bc       ab 

2 

iz        r         T 
C         bc       ac 

2 
C 
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h^l  ces  équalioiis  sont  satisfaîles  par  les  cooriioiinées  du 
centre  de  gravité  du  tétraèdre 


abc 

2  2  2 


Si  Ton  rapporte  la  surface  à  son  centré,  son  équation  vsi 

.r'       jr^        z'       fz        zjc       ry        i 
fl'        h^       c^        bc       ca        ah        2 

Note.  —  La  même  solution  nous  a  été  adressée  par 
MM.  Hans  et  Vandenbroncque,  élèves  du  lycée  Saint- 
Louis  (classe  de  M.  Briot). 


DÉMONSTRATION  DES  THÉORÈMES  DE  M.  PAUL  SERRBT 

(  TOir  p.  8î8)  ; 

Par  m.  N.  NICOLAÏDÈS  (de  la  GRicE), 
Rlève  externe  des  Ponts  et  Chaussées. 


1.  Soient  â|,  as,  ^3,.  • .,  a^  les  longueurs  des  côtés 
consécutifs  d  ^un  polygone  A6CD . .  • ,  inscrit  dans  un 
cercle;  M  un  point  pris  sur  Varc  sous-tendu  par  le  côté 
âi  ou  AB;  pi^p^^pi^, .  .^pnles  distances  positii^es de  M 
aux  côtés  ai ,  ^2  9  •  •  •  )  ^n  )  0/1  aura 

(') 

Si  ce  théorème  est  vrai  dans  le  cas  d'un  triangle,  il 
existera  de  même  pour  un  polygone  d'un  nombre  quel- 
conque de  côtés. 

En  effet,  nommons  &i,  &s, . . . ,  &„.s  les  diagonales  AG, 
AD,. . .,  menées  du  point  A  aux  sommets  C,  D,. . . , 


Oi       «2       a^ 

Ou 

-  — —  4-  — -h.  . 

..-h  — 

Pi             P7             P% 

Pn 
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du  polygone,  et  ^i,  ^iv**i  7».!  l^^  distances  positives  du 
point  M  à  ces  diagonales^  on  aura  par  hypothèse 

Px      Pt      Çt      Çi     Pi      gt         '^Çu-^i     Pnr-x     Ph 

En  additionnant  ces  ëquatigns,  on  trouve  Tégalité  (i). 

Tout  se  réduit  donc  à  dëtnontrer  le  théorème  pour  le 
cas  particulier  d'un  triangle  ABC. 

Prenons  pour  axes  les  côtés  AB,  AC  qui  forment  un 
angle  Q\  et  désignons  par  x\y'  les  coordonnées  du  point 
M  extérieur  au  triangle  ABC,  dont  le  côté  BC  a  pour 
équatiorfj^  =  ajc  H-  i. 

Les  longueurs  des  côtés  AB,  AC,  BC  seront 

^       -6       —6   /- 

a  a 

et  les  distances  positives  du  point  M  {x\y')  à  ces  côtés 
auront  pour  valeurs 

~  a^  sm  0,     y*  sin  Ô,         ^"^  ^       -  • 

L'équation 

—  =  ^  -4-  — 
Px      Pt      p^ 

deviendra 

—  h  — h  6  (a' +  1  +  2acosO) 


j/sinô  "~  flsinô       a(j^'  — «a?'  —  6)sin0 
ou 

—  «y  (/' —  «•2^'  —  ^) 

Développant  et  réduisant,  on  trouve 

a  (ar"  -1-^'* )  -4-  7.ax' y'  cos ô  -(-  ix'  —  a^y  =  o, 

équation  d'une  circonférence  circonscrite  au  tri  angle  ABC . 
Ainsi  la  relation  générale  (i)  est  établie. 

Ann,  de  Mathémat.,  a*  série,  t.  !*>'.  (Décembre  1863.)         3o 
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La  réciproque  se  déduit  facilement  de  la  proposition 
directe,  au  moyen  de  la  méthode  connue  de  réduction 
à  l'absurde.  Et  de  cette  réciproque  on  conclura  que  si  le 
point  M  se  meut  sous  la  condition  que  ses  distances  po- 
sitives pi,  pi^.,.y  pn  aux  côtés  du  polygone  inscrit,  sont 
liées  par  la  relation  (i),  le  point  M  décrit  Tare  du  cercle 
circonscrit  au  polygone,  sous-tendu  par  le  côté  ai. 

Remarquons  que  deux  des  distances  pi,  pt  changept  de 
signe  quand  le  point  M  passe  par  l'un  des  sommets  du 
polygone  inscrit. 

2.  Théorème  III  (p.  324).  —  Soient  O,  O'  Éeux  cer- 
cles fixes  coupés  par  un  troisième  variable  O"  à  angles 
droits;  le  premier  aux  points  A,  B,  /e  second  en  C  et  D; 
les  côtés  opposés  AD,  BC  du  quadrilatère  ABCD  5e  cou- 
peront  en  un  point fi^xe,  et  il  en  sera  de  même  des  dia- 
gonales  AC,  BD. 

Supposons  que  les  rayons  OA  ,  O'D  prolongés  se  ren- 
contrent en  F  -,  les  droites  FA,  FD  seront  égales  comme 
tangentes  menées  du  point  F  à  la  circonférence  variable 
O".  Il  en  résulte  que  le  point  F  est  le  centre  d'une  cir- 
conférence qui  touche  extérieurement  les  circonférences 
fixes  O  et  O'  aux  points  A  et  D5  donc  la  corde  des  con- 
tacts A,  D  prolongée  passera  par  le  point  H  où  la  droite 
des  centres  OO'  est  rencontrée  par  une  tangente  com- 
mune aux  deux  circonférences  O,  O'.  C'est  là  une  pro- 
position connue.  De  même  la  droite  BC  prolongée  passera 
par  le  point  H.  Ainsi  les  côtés  opposés  AD,  BC  du  qua- 
drilatère variable  ABCD  se  coupent  en  un  point  fixe. 

Actuellement,  soit  F'  l'intersection  des  rayons  AO, 
O'C  prolongés.  On  aura  F'A  =  F'C  comme  tangentes 
menées  du  point  F  à  la  circonférence  variable  O'^  Il  s'en- 
suit que  la  circonférence  décrite  du  point  F'  comme 
centre  avec  OA  touche  intérieurement  la  circonférence  O 
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au  point  A,  et  extérieurement  la  circonférence  O'  au 
point  C.  Par  conséquent,  la  corde  des  deux  contacts  ÂC 
rencontre  la  droite  OO'  en  un  point  H'  appartenant  a 
une  tangente  commune  aux  deux  circonférences  O  et  O^ 
On  voit  de  même  que  H'  appartient  à  la  droite  BD.  Donc 
les  diagonales  AC,  BD  du  quadrilatère  variable  ABCD 
se  coupent  en  un  point  fixe  H^ 

Le  même  théorème  a  encore  lieu  lorsqu'une  des  deux 
circonférences  O,  O'  est  remplacée  par  une  droite  indé- 
finie. 

3.  Théorèmes  VI  et  VU  (p.  3a4).  —  Un  cercle  va-^ 
fiable  passant  constamment  par  un  point  fixe  O,  si 
V enveloppe  de  la  droite  qui  réunit  ses  traces  sur  un 
cercle  fixe  est  représentée  par  y  (p,  w)  =  o,  Inéquation 

fi — —^ ,  w)=o, 

où  m  et  n  désignent  des  constantes,  représentera  Ven^ 
veloppe  du  cercle  'variable. 

Prenons  le  point  fixe  O  comme  origine  des  coordon- 
nées polaires  et  la  droite  qui  unit  ce  point  au  centre  C  du 
cercle  fixe  pour  axe  polaire;  en  désignant  par  a,  6  les 
coordonnées  rectangulaires  du  centre  du  cercle  variable, 
Téquation  de  ce  cercle  sera 

(i)  p=  2  (acos» -h  6  sinw). 

Soient  A  le  rayon  du  cercle  fixe,  et  p  la  distance  de  son 
centime  C  au  pôle  O.  Ce  cercle  sera  représenté  par 

(2)  p* — 2p/?COS»  -1-/^*=:  A*. 

La  combinaison  des  équations  (i)  et  (2)  donne 
(3)  2p  (acos«-|- 6sinw  —  /7Cos«)  =  A'  —  ^'; 

c'est  Téquation  de  la  droite  passant  par  les  points  d'inter- 
section de  deux  cercles. 

3o. 
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Pour  obtenir  Tenveloppe  de  la  circonférence  (i),  en 
considérant  6  comme  une  fonction  quelconque  de  a,  il 
faut  d'abord  diflerentier  Téquation  (i)  par  rapport  à  a, 
ce  qui  donne 

(4)  cos»-|- sm  &)•-—=  o. 

Cette  dernière  équation  représente,  pour  des  valeurs 
déterminées  de  a  et  6,  une  droite  menée  par  1 -origine  O, 
parallèlement  à  la  normale,  au  point  a,  6,  k  la  courbe 
décrite  par  le  centre  du  cercle  variable.  Cette  droite  doit 
d'ailleurs  contenir  le  point  auquel  la  circonférence  va- 
riable touche  son  enveloppe. 

Or,  en  diflférentiant  de  même  par  rapport  à  a  Téqua- 
lion  (3)  de  la  corde  variable,  on  a  encore  Téquation  (4)  ; 
donc,  pour  des  valeurs  déterminées  de  a  et  6,  les  points 
auxquels  les  lignes  (i)  et  (3)  touchent  leurs  enveloppes 
appartiennent  à  la  droite  (4)*  Les  rayons  vecteurs  menés 
de  l'origine  à  ces  deux  points  de  contact  sont  d'ailleurs 
donnés  par  les  équations  (i)  et  (3)  dans  lesquelles  la  va- 
leur de  ot)  est  la  même.  Il  en  résulte  qu*en  nommant  p'  le 
premier  rayon  vecteur  et  p  le  second,  on  a 

p  (p'  —  2/?  COSO))  =  A}  — //% 

d'où 

A' «' 

(5)  P=-7-^ ^— • 

'  ^  p' 2^C0S&) 

Par  conséquent,  si  Téquation  de  l'enveloppe  de  la 
droite  (3)  est  f  (jo,  w)  =  o,  celle  de  Tenveloppe  de  la 
circonférence  mobile  (i)  sera 

/[- — — ^ ,«j)=:o      OU      /(  : »w)=:0. 

\p  — ipCOStO         1  \p — 2/^COSW         / 

Le  théorème  VU  est  ainsi  démontré. 

Si  Ton  suppose  ;7  =  o,  l'équation  (5)  se  i^éduit  à 
pp'  =  A',  ce  qui  démontre  le  théorème  VI  (p;  234). 
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Remarque.  —  L'équation  différentielle 

représente  les  courbes  que  le  centre  du  cercle  variable 
doit  décrire  pour  que  son  enveloppe  soit  un  cercle,  A  est 
une  constante. 

Une  intégrale  de  cette  équation  est  x*  H-j^*  =  A  (*). 

Note  du  Rédacteur,  —  M.  Nicolaïdès  a  aussi  résolu 
la  question  627  (p.  447 )»  ^^  ^'  ^  joint  à  sa  solution  la  re> 
marque  suivante  : 

«Si  le  milieu  d  ^une  droite  inscrite  dans  un  angle  YOX 
est  sur  la  parabole  j^*  =  T.px^  cette  droite  sera  tangente 
à  la  parabole  j^  =  —  i6px. 

En  effet,  désignons  par  j^=  ax  -{-  b  Téquation  de  la 
droite  inscrite  dans  Tangle  YOX*,  les  coordonnées  de  son 
milieu  seront 

Ce  point  appartenant  à  la  parabole j^*  =  2^0:,  on  aura 

—  =  — ^  ^r=:  — ^. 

4  a  a 


(*)  En  posant  '[^=p  et^supprimant  le  facteur  commun  /'*H-i)  Téqua- 
tion  différentielie  (6)  se  réduit  à 

En  differentiant  cette  dernière  par  rapport  à  x,  il  vient 

d'où 

</|»=o    ou    ^  =  c    et    {x — p.t)x-hAp=iO. 

L'élimination  de  p  entre  />=c  et  (r — p^)* — A(/>"h-  i)  =  o  donne  im- 
médiatement {/  —  ex)*  —  A(c*-i-i)  =  o;  c'est  Tintégralé  générale  de  l'é- 
quation différentielle  proposée. 

En  éliminant /9  entre  (j — /»x)jc4-A^  =  o  et  (r — px)*  —  A(^'-hi)=o, 
on  trouve  x'-i-^'  =  A  ;  ce  qui  est  une  solution  singulière.  G. 
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Par  suite  Inéquation  j  =z  ax  ^  b  devient 

ip  A 

jr  =  (ix =-^      ou      a^x — fl^  — 4/'  =  0. 

Eu  éliminant  a  entre  cette  dernière  équation  et  sa  dérivée 
par  rapport  à  a^  on  trouve 

j'  -+-  i6px=.  o 

pour  Tenveloppe  des  droites  inscrites  dans  YOX  et  qui 
ontleurs  noiilieux  surj^*  =  2^jc.  c.  q.  f,  d. 


QUESTION  DU  GONGOIIRS  D'AGRÉGATieN  PMIR  LES  LYCÉES 

(ANNÉE  1862); 

Solution  de  M.  J.  ROMAND , 

Licencié  es  Sciences  mathématiques  et  es  Sciences  physiques. 


Composition  en  Analyse  appliquée. 

Étant  données  deux  droites  non  situées  dans  le  même 
plan,  on  fait  passer  par  ces  droites  un  paraboloïde  hy- 
perboUque  auquel  on  mène  un  plan  tangent  parallèle  à 
un  plan  fixe  et  donné  :  on  demande  le  lieu  du  point 
de  contact. 

L'origine  des  coordonnées  sera  le  milieu  O  de  la  plus 
courte  distance  AÂ^  des  deux  droites  données  D,  D';  les 
parallèles  menées  à  ces  droites  par  le  point  O  seront  les 
axes  des  z  et  des^^  Taxe  des  x  sera  dans  la  direction  de 
AA%  par  conséquent  perpendiculaire  au  plan  j^z. 

En  désignant  par  2  a  la  distance  A  A',  les  équations  des 
droites  données  sont 

(D)         /=o,     -c=^,  (D')         3  =  o,     ûp=^a. 

Soient 
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les  équations  d'une  droite  qui  engendre  un  paraboloïde 
en  restant  assujettie  aux  deux  conditions  de  glisser  sur 
les  deux  droites  données  et  d'être  toujours  parallèle  à  up 
plan  directeur  représenté  par 

(P)  X  '\'  my-{-  nz:=  p. 

La  première  condition  conduit  à 

(i)  o  =  6«-h^,     o=:7«i  —  c; 

la  seconde  à 

(2)  I  -h //Î6-J-/I7  =  o. 

L'élimination  des  quatre  paramètres  variables  S,  y,  &, 
c  entre  ces  trois  équations  et  les  deux  équations  (G)  four- 
nira celle  du  paraboloïde. 

Les  équations  (G)  et  (1)  donnent 

6  =  — il ,       7= 5 

X  —  a  -c  4-  « 

remplaçant  6  et  y  par  ces  valeurs  dans  Péquation  (q), 
on  a 

(3)  iH ^-H =0, 

X  —  a       X  -^  a 

d'où 

x^  -h  nzx  -h  mxy  -f-  amjr  —  anz  —  a^  =.o\ 

m  et  n  restant  arbitraires,  cette  équation  représente  tout 
paraboloïde  hyperbolique  passant  par  les  deux  droites 
données  D,  D^ 

D'après  une  règle  connue,  Féquation  du  plan  tangent 
au  point  x^j^  z  d'un  de  ces  paraboloïdes  est 

{2x4-  my-^itz)  x'  -^  m  (a:-4-«)^'H-«  (a;  —  o)  z* 
-i- amy  —  anz — 2«'=:o. 

Pour  que  ce  plan  soit  parallèle  au  plan  donné 
(P')  A.y  H-B/'-f- Cz'-t-D  —  o, 
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il  faut  qu'on  ait 

(4)  B(2jr^»fX-|-/îz)  =  Awi(ar'4-ii}, 

(5)  C/n(a?-l-fl)  =  B/i(ar  — a). 

Il  ne  reste  plus  qu*à  éliminer  m  et  n  entre  ces  deux 
équations  et  celle  des  paraboloïdes  pour  avoir  l'équation 
du  lieu  géométrique  demandé. 

L'équation   (5)   donne   m  =  -7-7 — — J  «:   substituant. 

*  ^    '  C(x-hfl) 

cette  valeur  à  m  dans  l'équation  (4)  et  tirant  celle  de  /i, 
on  a 

w%  ■  ^  » 

(x  —  à){Jày — Aj?  — Aa) -hC3{jr-+-a)' 

—  lY^xix  —  à\ 

fil  ~^—  ^  '  • 

{x — a)  (hjr —  Aa?  — Aa)-hCz(4:-f-a)' 

par  la  substitution  de  ces  valeurs  à  m,  n  dans  l'équa- 
tion (3),  on  obtient  d'abord 

^Bxjr-^  iCzx 

""  (j:  — a)(Bj— Aar  — Afl)  -hCz(X'ha)^^^ 

puis,  toutes  réductions  faites, 

Ax^-^Czx  -^  Bxjr  -{-  Bay  —  Caz  —  Aa^  =  o. 

Si  le  lieu  avait  un  centre,  les  coordonnées  de  ce  point 
seraient  déterminées  par  les  équations 

(C)     2Aa?4-B^-hC2  =  o,     9ar-|-Ba  =  Q,     Car  —  Ca=:?o. 

Lorsque  B  et  C  diffèrent  Tun  et  l'autre  de  %évo^  les 
deux  dernières  sont  incompatibles;  le  lieu  n'a  donc  pas 
de  centre.  Son  équation  se  réduit,  pour  a:  =  o,  à 

P/  —  Cz — A<^  =  o, 

ce  qui  indique  qu'il  est  coupé  suivant  une  droite  seule- 
ment par  le  plan  jz  \  ce  lieu  est  donc  un  paraboloïde 
hyperbolique  ayant  un  plan  directeur  parallèle  au  plan 


(  473  ) 
jz  et  par  conséquent  parallèle  aux  deux  droites  D,  D'. 
On  voit  facilement  du  reste  qu^il  passe  par  ces  deux 
droites,  car  son  équation  est  vérifiée  parj^==  Oj  x  =  a 
pour  toute  valeur  de  z,  et  par  z  =o^x  =  —  a  pour  toute 
valeur  dey^  c'est  donc  un  des  paraboloïdes  indiqués  dans 
l'énoncé. 

B  et  C  étant  toujours  supposés  différents  de  zéro,  lors- 
que A  =  o,  c'est-à-dire  lorsque  le  plan  donné  (P')  est 
parallèle  à  la  plus  courte  distance  AA',  le  lieu  est  encore 
un  paraboloïde  hyperbolique,  et  dans  ce  cas  il  contient, 
outreD  et  D',  la  plus  courte  distance  AA^  car  son  équa- 
tion est  vérifiée  par  -2  =  0,  x=  o,  quel  que  soit  x. 

Quand  C  ou  B  est  nul,  c'est-à-dire  quand  le  plan  (F) 
est  parallèle  à  D  ou  à  IV ,  le  lieu  change  de  nature.  Si  l'on 
suppose  par  exemple  C  =  o,  son  équation  se  réduit  à 

Ax^-h  Bxjr  -{-Bajr  —  Afl*==o, 
équation  qui  se  décompose  ainsi 

(x-4-  a)  (Bj-I-  Ajt— -  Aa)  =  o, 

et  qui  montre  que  le  lieu  est  formé  du  système  de  deux 
plans. 

Le  premier,  (j: -{-«)  =  o,  parallèle  au  plan  des yz^ 
passe  par  la  droite  D'. 

Le  second,  Bj^-f-Ax  —  Aa  =  o,  parallèle  au  plan 
donné  Ax  -i-  Bjr  -|-  D  =  o,  passe  par  la  droite  D. 

Enfin,  quand  on  a  en  même  temps  C  =  o,  B  =  o, 
c'est-à-dire  lorsque  le  plan  (P')  est  parallèle  à  D  et  à  D', 
le  lieu  se  compose  de  deux  plans  parallèles,  car  son  équa- 
tion se  réduit  à  x*  —  a*  =  o.  C'est  le  système  de  deux 
plans  menés  respectivement  par  D,  D'  et  parallèles  à 

(F). 
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Traité  de  la  Résolutioji  des  équations  xtumébiques; 
par  M.  Saint'Loup,  M  ail  et -Bachelier;  în-8"  de 
i5o  pages.  Prix  ;  4  fr. 

Ou  ire  les  Traités  ordinaires  d'Algèbre  destinés  surtout  à 
démontrer  et  à  coordonner  les  matières  de  renseignement, 
on  conçoit  d'autres  ouvrages  composés  pour  les  calcula-^' 
leurs  plutôt  que  pour  les  candidats,  offrant  en  peu  de 
pages  les  procédés  les  plus  simples  dans  les  circonstances 
que  la  pratique  peut  offrir,  et  qui,  sans  négliger  complè- 
tement la  théorie,  ne  s'astreignent  pas  à  démontrer  tous 
les  théorèmes  sur  lesquels  on  s'appuie.  Plusieurs  écrits, 
sôus  différents  titres,  ont  été  publiés  dans  cette  intention, 
un  entre  autres,  fort  estimable,  par  M.  Vieille  :  c'est  h 
celte  clàisse  d'ouvrages  qu'appartient  celui  de  M.  Samt- 
Loup. 

Lé  premier  livre  traite  de  fonctions  d'une  seule  varia- 
hXe  :  on  sait,  en  effet,  que  les  éléments  du  calcul  dés^dé- 
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rivées,  c'esl-à-dire  du  calcul  différentiel,  soîU  indispen- 
sables pour  la  théorie  des  équations. 

Le  second  livre  contient  plusieurs  considérations  sur 
les  racines  en  général,  et  le  troisième,  qui  est  le  plus 
important  de  tous,  est  consacré  à  la  résolution  des  équa^ 
lions  numériques.  L'auteur  commence  par  considérer 
celles  qui  peuvent  être  résolues  directement,  et  d'abord 
les  équations  du  second  degré  :  il  ne  leur  applique  d'autre 
procédé  de  calcul  que  l'emploi  des  Tables  trigonométri- 
ques,  dont  l'usage  n'est  peut-être  pas  aussi  avantageux  ici 
qu'avec  les  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré. 
Mais  il  semble  croire  que,  dans  l'équation 

ax^  4-  ^x  -4-  c  =  o , 

la  petitesse  du  coefficient  «,  relativement  aux  deux  au- 
très,  suffit  pour  négliger  -r-  dans  la  relation 


c       ax^ 


^'^       b        b   ' 

afin  d'obtenir  x  par  des  approximations  successives  : 
M.  Gerono  a  fait  voir  que  les  valeurs  consécutives  ainsi 
obtenues  s'écartaient  quelquefois  de  la  racine  cherchée, 
comme  dans  l'équation 

0,001  X*  -h  ^ — 10000  =  0. 

(Nouvelles  Annales^  1857,  p.  4^6  et  suiv.) 

Pour  l'élimination  entre  deux  équations  du  second  de- 
gré à  deux  inconnues,  Tauteur  emploie  la  méthode  des 
sécantes  communes  qui  se  trouve  dans  les  Traités  mo- 
dernes de  Géométrie  analytique,  et  il  cite  avec  raison  le 
perfectionnement  dû  à  M.  Transon,  qui  permet  de  re- 
connaître dans  quelles  circonstances,  deux  sécantes  com- 
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munes  douDeiit  ou  non  des  points  réels  ^  mais  Ton  pour- 
rait aussi  se  demander,  comme  le  fait  M.  Transon  lui- 
même  [Nouy^elles  Annales^  1860,  p.  47)5  si  cette 
méthode  est  la  meilleure  pour  la  pratique. 

Quant  aux  racines  commen  su  râbles,  l'auteur  com- 
mence par  ramener  Téquation  donnée  à  une  autre  dont 
le  premier  terme  ait  Funité  pour  coefficient.  Ce  procédé 
donne  plus  de  régularité  à  la  marche  du  calcul,  mais 
conduit  souvent  à  une  équation  dont  le  dernier  terme  est 
très-considérable,  ce  qui  nécessite  beaucoup  d'essais. 

Les  racines  incommensurables  étant  séparées  par  les 
théorèmes  de  Descartes  et  de  Sturm,  on  approche  indéfi- 
niment de  leur  valeur  par  la  méthode  de  Newton  ou  par 
celle  des  parties  piroportionnelles,  et  l'auteur  observe, 
comme  Tavait  déjà  fait  M.  Briot,  que  la  racine  est  toujours 
comprise  entre  les  résultats  de  ces  deux  méthodes. 

Le  quatrième  et  dernier  livre  renferme  la  théorie  des 
différences,  les  méthodes  d^interpolati«n  de  Newton  et  de 
Lagrange,  et  diverses  observations  curieuses  et  impor- 
tantes sur  le  calcul  des  équations  qui  contiennent,  parmi 
leurs  coefficients  numériques,  un  coefficient  arbitraire. 
Ces  considéra  tî  on  $  conduisent  l'auteur  à  terminer  par 
plusieurs  Tables  contenant  des  résultats  numériques  fort 
utiles  dans  une  foule  de  calculs. 

Ce  qu'il  faut  surtout  signaler  dans  cet  ouvrage,  c'est  le 
fréquent  emploi  que  fait  l'auteur  du  tracé  graphique  des 
courbes,  comme  auxiliaire  du  calcul,  pour  séparer  les 
racines  dans  les  équations  algébriques  ou  transcendantes, 
et  même  pour  avoir  une  première  idée  de  leur  grandeur, 
Ep  effet,  les  calculateurs  savent  combien  d'essais  inutiles 
et  même  de  bévues  cette  méthode  peut  leur  éviter,  et  ils 
trouveront  un  excellent  guide  chez  M.  Saint-Loup,  qui, 
du  reste,  connaît  trop  bien  les  avantages  des  procédés 
graphiques  pour  en  ignorer  les  inconvénients;  aussi  met- 
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il  le  lecteur  ea  garde  contre  les  difficultés  que  leur  usa^e 

peut  présenter. 

'  Ch.  'H0USEL9 

Professeur. 


Eléments  d'Algèbre  (deuxième  partie)  ;  par  MM.  Dieu 
et  Tarnier.  Paris,  Hachette,  1860;  în-8*^de  35o  pages. 

On  peut  demander  à  un  Traité  d'Algèbre,  d'abord  de 
satisfaire  aux  exigences  de  la  science  elle-même  par  l'en- 
semble du  plan  et  la  précision  des  détails,  ensuite  de  pré- 
parer les  candidats  à  toutes  les  épreuves  des  examens,  et 
enfin,  ce  qui  a  bien  aussi  son  importance,  de  guider  le 
calculateur  dans  toutes  ses  opérations  :  nous  ne  craignons 
pas  de  dire  que  ces  conditions  sont  remplies  dans  Fou- 
vrage  de  MM.  Dieu  et  Tarnier. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  l'analyse  de  ce  Traité,  qui  est 
toute  faite  parles  programmes  I^ien  connus  du  lecteur  v  il 
suffira  d'indiquer  les  parties  qui  nous  ont  paru  mériter 
une  attention  particulière. 

Les  auteurs  disent  qu'un  nombre  est  incommensurable 
quand  il  n'est  ni  entier  ni  fractionnaire  :  cette  définition 
nous  semble  la  seule  vraie ,  car  le  nombre  incommensu- 
ble  est  la  généralité,  le  nombre  commensurable  est  1  ex- 
ception • 

Dans  la  théorie  de  la  division  algébrique,  les  signes 
auxquels  on  reconnaît  si  l'opération  est  possible  sont 
indiqués  avec  beaucoup  de  soin  et  d'une  manière  com- 
plète. 

Quand  il  ne  s'agit  que  de  calculs  numériques,  les  au- 
teurs ne  s'arrêtent  pas  à  des  subtilités  inutiles^  c'est  ainSi 
qu'ils  démontrent  la  méthode  d'interpolation  de  La- 
gi'ange  par  les  coefficients  à  déterminer  :  mais  ils  n'ou- 
blient pas  combien  la  rigueur  est  nécessaire  dans  les  ihéo- 
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rèmes  foodamentaux,  tel$   quç   çelvii   où   Ton    ^CP^y6 

limfiH —  )    =e,  pour  m  infini.  C'est  même,  si  nous 

osons  le  dire,  la  première  fois  que  nous  yoyou3  une  dé* 
monsiration  complètement  satisfaisante  de  ce  résultat 
pour  m  positif  ou  négatif,  entier  ou  fraçtionna^îre  ;  cepen- 
dant elle  ne  perd  pas  en  simplicité,  ce  qu'elle  gasne  ^n 
exactitude. 

On  remarquera  aussi,  à  propos  des  séries,  la  manière 
dont  on  trouve  1^  limite  de  l'erreur,  même  quand  tous 
les  termes  sont  de  même  signe  :  nous  signalerons  encore 
la  démonstration  de  la  série  de  Maclaurin  (*). 

C'est  la  première  fois,  du  moins  à  notre  connaissance, 
que  Ton  a  introduit  dans,  un  ouvrage  classique  les  théo- 
rèmes sur  les  valeurs  de  y  {±:  i)  pour  diminuer  le  nom- 
bre des  essais  dans  la  recherche  des  racines  commensu- 
rables.  Nous  croyons  avec  les  auteurs  qu'il  est  plus 
simple  d'appliquer  directement  cette  recherche  à  l'équa- 
tion dor^npe,  que  d^  réduire  à  l'unité  le  cofsffiçient  du 
premier  terme. 

'  Dans  la  partie.de  l'ouvrage  où  Ton  traite  des  racines 
incomçii^i^^urable^,,  npus  indiqi^^erons  en  particulier  la 
nianière,  parfaiten:^ç^nt  nette  dont  est  exposée  la  méthode 
ordinaire  de  Newton  :  on  sait  que  cette  question  est  uni^ 
de  celles  qui  se  présentent  le  plus  souvent  dans  le3.exar 
mens.  Ici  Von  emploie  les  courbçs  comnie  auxiliaires  de 
la  théorie  5  spuvent  aussi  leur  description  grajJbique  sert 
à  la  pratiquç^  d^s  calculs. 

Il  nous  rjejste  à  dire  que  cet  ouvrage  coût» en Lun  nonibre 
considérable  d'exemples  bien  choisis  et  de  toute  espèc|e, 
pour  les  calculs  algébriques  et  numériques,  les  uns  dévfs- 
Ipppés,  les  autres  comme  exercices  :  nous, signalerons  sur^ 
' — ■ — ^ '  ■ 'j 

'    ■       •        ^ 

(i)  Cette  série  appartient  à  Stiriiug. 
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tout  plusieurs  problèmes  sur  les  maiima  et  miniiua;  ou 
sait,  en  effet,  qu'il  est  dîflScile  de  trouver  des  questions 
de  ce  genre  dont  la  solution  ne  soit  pas  évidente  à  priori, 
et  les  élèves  n'aiment  pas  faire  de  longs  calculs  pour  par- 
venir à  un  résultat  trop  facilement  prévu. 

En  résumé,  nous  croyons  que  ce  Traité  peut  être  aussi 
utile  qu'aucun  autre  aux  candidats  pour  le  succès  de 
leurs  examens  et  en  même  temps  pour  leur  instruction 
sérieuse. 

Ch.  Housel, 

Professeur. 


SUR  LE  RAPPORT  D'ADRIEN  METIUS^ 

Par  m.  PROUHET, 


Dans  V Histoire  des  recherches  sur  la  quadrature  du 

cercle,  par  Montucla,  p.  58  de  l'édition  de  Lacroix,  on  lit 

355 
le  passage  suivant  siir  l'inventeur  du  rapport  — x  ;  «  Ce 

Metius  n'est  ^^s  Adrianus  Metius^  mathématicien  connu 
au  commencement  du  xvii*  siècle  et  frère  de  Jacques  Me- 
tius, réputé  l'inventeur  du  télescope^  c'est  Pierre  Metius^ 
le  père  de  l'un  et  de  l'autre,  mathématicien  des  Etats  do 
Hollande  et  qui  vivait  à  la  fin  du  xvi®  siècle.  Je  ne  fais 
cette  observation  que  parce  que  j'ai  remarqué  qu'on  se 
trompait  généralement  en  attribuant  au  fils  cette  inven- 
tion que  lui-même  revendique  pour  son  père  dans  ses 
ouvrages.  » 

On  peut  dire  que  Montucla  a  eu  la  main  malheureuse 
dans  cette  prétendue  rectification,  car,  en  croyant  relever 
une  erreur,  il  a  combattu  une  dénomination  exacte  et 
accrédité  une  erreur  que  les  auteurs  des  Traités  élémen- 
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taiics,  auxquels  on  ne  peut  pas  reprocher  d'abuser  de 
noms  propres,  se  sont  empressés  de  propager.  Comme  on 
Ta  vu  par  la  savante  Notice  insérée  dans  ce  Bulletin 
(t.  VU,  p.  5i  ),  le  père  d'Adrien  Metius  s'appelait  Adrien 
et  non  Pierre.  Suivant  Lalande  [Bibliographie  astrono^ 
miqucy  p.  201),  l'erreur  de  Montucla  vient  de  ce  qu'il  a 
cru  que  l'abréviation  P.  M. ,  employée  par  le  fils,  signifiait 
Petrus  Metius,  tandis  qu'elle  veut  dire  Piœ  Memoriœ, 
Montucla  renouvelait  ainsi  la  méprise  de  cet  antiquaire 
qui  traduisait  par  Publias  jiulus  Gellius  l'inscription 
moderne  P,  A.  G,  signifiant  en  bon  français  :  Prenez  à 

gauche, 

355 
Le  rapport  — r  a  été  donné  pour  la  première  fois  par 

Metius  le  père  dans  un  petit  livre  [libellum)  consacré  à  la 
réfutation  d'une  prétendue  Quadrature  du  Cercle  de  Si- 
mon Ducbène.  Cet  ouvrage  semble  perdu,  et  nous  ne  le 
connaissons  que  par  quelques  citations  du  fils.  Le  profes- 
seur de  Franequère  nous  apprend  que  son  père,  geometra 
fnsignisj  a  suivi  la  méthode  d'Archimède  (*),  et  qu'il  a 

trouvé  que  le  rapport  véritable  était  compris  entre  -^-^l 

333  355 

et  — rr  dont  la  moyenne  est  — r«  On  voit  que  la  moyenne 

a  été  obtenue  en  ajoutant  les  deux  premières  fractions 

terme  à  terme.   Les  deux  limites  --^  et — 7:  ont  pu  être 

1 20       1 00         *• 

trouvées  en  calculant  deux  polygones  de  plus  qu'Archi- 

355 
mède,  tandis  que  le  rapport  — 5  exigerait  le  calcul  d'un 

polygone  de  10240  côtés  au  moins. 

Je  n'ai  pas  rencontré  dans  la  Pratique  d* arithmétique 


{*)  Archimedeift  demonstrationibiis  inTenit.  Arithmetictts  et  geometrieg 
practica.  FranequertBfiSii  ;  in-4  ■ 
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etde  Géométrie  rabrévîafliort'P.  M.  citée  pâii-  Lalande  :  elle 
s€  tronve  sans  doute  dans  utie  édition  postérieure,  d'où 
il  faudrait  côtiùlure  (jjfién  i6i  i  Metins  le  ^ére  vivait  en- 
core. 


siexALEnriENT  nwm  et  noril  de  liiBinz. 


On  lit  ce  signalement,  donné  par  Leibniz  lùême,  dans 
Fouvrage  suivant  : 

Leibnizens  geschichtliche  aufsatze  nnd  gedichte  ans 
den  handschriften  der  Koniglichen  Bibliolhek  zu  Hari- 
nouer.  Herausgegeben  von  Georg,  Heinricli  Perlz, 

«  Dissertations  historiques  et  poésies  de  Leibniz,  édi- 
tées d'après  lès  manuscrits  de  la  bibliothèque  royale  de 
Hanovre,  pat^ George  Henri  Pertz.  Hatiovre,  184^7;  ^^"^ 
de  386  pages.  » 

Leibniz  a  commencé  Un  journal  autobiographique  le 
3  août  1696. 

Voici  son  signalement  tracé  par  lui-même  : 

Taille  moyenne.  Figuré  pâle.  Mains  froides.  Pieds  et 
doigts  longs»  Cheveux  d^un  brun  foncé,  droits  et  non 
frisés.  Vue  basse  dès  l'enfance.  Corps  maigre.  Voix 
nlincé,  mais  claire,  haute  plutôt  que  forte.  Difficulté  de 
pi*ononcer  les  gutturales  et  le  k. 

Aimant  les  odeurs  fortes,  les  spiritueux;  les  choses 
sucrées  et  le  sucre.  Ayant  Phabitùde  de  mettre  du  sucre 
dans  son  vin. 

N'est  jamais  ni  trop  gaî,  ni  trop  li*iste. 

Se  passionne  promptement  en  pensées  et  en  paroles  et 
peut  à  peine  se  modérer,  mais  devient  bientôt  calme  cl 
doux. 
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Goût  médiocre  pour  la  conversation  ;  mais  la  préférant 
aux  jeux  de  cartes  et  aux  exercices  qui  exigent  du  mou- 
vement. 

Menant  et  aimant  de  préférence  une  vie  sédentaire. 

Souriant  plus  souvent  que  riant. 

Colère  prompte  et  courte. 

Commençant  une  entreprise  avec  hésitation  et  la  con- 
tinuant ferme,  avec  persévérance. 

Mémoire  médiocre  (*). 

Plus  affecté  d^un  petit  mal  présent  que  d*un  grand  mal 
passé. 

Le  journal,  écrit  en  latin,  langue  universelle,  est  moin^ 
intéressant  qu'on  n'avait  droit  de  l'espérer.  Ce  qu'il  dit  dé 
sa  mémoire  ne  s'accorde  pas  avec  ce  qu'on  raconte  de  sa 
manière  de  travailler.  En  lisant  un  ouvrage,  il  prenait 
des  notes,  les  écrivait  sur  de  petits  carrés  de  papier  qu'il 
jettait  au  fur  et  à  mesure  dans  un  grand  panier  placé  à 
côté  de  lui;  et  cela  suffisait  pour  fixer  le  fait  dans  sa  mé^ 
moire;  jamais  il  ne  consultait  le  contenu  du  panier  (*^). 

A  la  page  i65,  on  lit  : 

Leibnizîorum  siue  Lubemcziorum  nonien  slavonicum^ 
familia  in  Polonia* 

Je  crois  avoir  lu  quelque  part  qu'il  avait  une  loupe  sur 
la  têlei 

Né  en  1646,  il  est  mort  le  i4  novembre  1716,  âgé  die 
soixante-dix  ans,  ayant  pei^u  la  faveur  de  son  souverain, 
l'électeur  de  Hanovre,  devenu  roi  d'Angleterre.  Sonicon*^ 
voi  eut  lieu  la  nuit  à  minuit  et  était  composé  d'un  seul 
individu,  d'un  pauvre  juif,  nommé  Raphaël  Lévj,  son 
disciple  (voir  Nouvelles  Annales^  t.  XII,  p.  4i8).  . 

(*)  Cest  Topinion  personnelle  de  Leibniz,  à  laquelle  on  soascrira  difiiT? 
cileroent. 
(**)  Mémoire  prodigieuse.  :       .  « 
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SUR  LES  DÉNOMINATIONS  DE  GÉOMÉTRIE  ET  D  ALGÈBRE 

SUPÉRIEURES. 


Pour  étudier  la  géométrie  dite  supérieure,  il  suffit  de 
connaître  les  quatre  premiers  livres  de  Legendre  ;  pour 
étudier  Talgèbre  dite  supérieure,  il  suffit  de  connaître  la 
résolution  des  équations  du  premier  degré.  Ces  faibles 
connaissances,  qui  font  parvenir  à  de  si  beaux  et  si  utiles 
résultats,  constituent  même  le  mérite  de  ces  sciences. 
Mais  pourquoi  leur  donner  des  noms,  des  épithètes  qui 
peuvent  suggérer  Tidée  que  pour  acquérir  ces  sciences  il 
faut  posséder  le  calcul  des  variations  ou  les  ardues  théo- 
ries arithmologiques.  Il  ne  faut  pas  croire  que  les  déno- 
minations sont  indifférentes.  Consultons  Pascal .  n  Une 
)>  des  raisons  principales  qui  éloignent  ceux  qui  entrent 
»  dans  les  connaissances,  du  véritable  chemin  quMIs  doi- 
)>  veut  suivre,  est  l'imagination  qu'on  prend  d'abord, 
»  que  les  bonnes  choses  sont  inaccessibles,  en  leur  don- 
»  nant  le  nom  de  grandes,  hautes,  élevées,  sublimes. 
»  Cela  perd  tout.  Je  les  voudrais  nommer  basses,  corn- 
»  munes,  familières.  »  { Pensées,) 

Ne  nous  arrêtons  pas  sur  ces  noms  qui  décèlent  Tesprit 
d'exagération  que  Tillustre  penseur  portait  sur  toutes 
choses,  même  sur  l'amour  et  la  crainte  de  Dieu  (*). 


{*)  Euler  est  mort  à  soixante-seize  ans,  fumant  sa  pipe  et  jouant  STee 
un  de  ses  nombreux  petits-enfants  qu'il  tenait  sur  ses  genoux  ;  Pascal  est 
mort  à  trente-neuf  ans,  célibataire  et  en  désespéré.  C*esi  que  le  géomètre 
suisse  avait  de  Dieu  une  idée  très-juste,  mais  le  géomètre  français,  avec 
tout  le  parti  janséniste,  une  idée  complètement  fausse.  Leur  dieu  est  un 
tyran  et  non  un  père  miséricordieux  indulgent  pçur  les  faiblesses  humaines. 


Il  me  semble  que  chaque  scleoce  devrait  être  désignée 
par  son  procédé  principal,  le  plus  habituel.  Or  la  géo- 
métrie supérieure  emploie  habituellement  des  propriétés 
de  segments,  car  les  théorèmes  fasciculaires  scmt  encore 
de  telles  propriétés  sous  un  autre  aspect.  Le  nom  conve- 
nable parait  donc  être  géométrie  segmentaire.'De  même 
Talgèbre  supérieure  fait  habituellement  emploi  des  pro^ 
priétés  des  équations  algébriques;  le  nom  convenable 
parait  donc  être  algèbre  éguationnelle.  Si  Ton  ne  veut 
pas  de  cet  atljectif  non  usité,  on  pourrait  l'appeler  très- 
convenablement  théorie  générale  des  équations  etfonc^ 
lions  algébriques. 

Quelqu'un  parla  à  Bernoulli  (Jean)  de  fonctions  hyper^ 
transcendantes.  Pourquoi  hyper  plutôt  que  hypo?  lui 
demanda  malicieusement  Tillustre  promoteur  du  calcul 
intégral. 

L'épi ihète  supérieure ^  si  Ton  veut  s'en  servir,  ne  de- 
vrait s'appliquer  qu'aux  sciences  qui  invoquent  le  se-^ 
cours  du  calcul  infinitésimal,  des  propriétés  fonction- 
nelles, des  propriétés  arithmologiques. 

Cette  même  épithète  s'applique  d'ailleurs  parfaitement 
au  génie  géométrique  de  M.  Chasles ,  à  l'esprit  analy- 
tique de  M.  Serret,  de  l'Institut. 
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Cours  de  Mécanique  de  Stursï ,  publié  d'après  le  vœu  de 
l'Auteur  par  M.  Prouhet^  répétiteur  k  l'Ecole  Poly- 
technique. 2  vol.  in-8,  avec  figures  dans  le  texte,  1861 
(chez  Malle t-Bachelier).  —  Prix  :  12  fr. 

*La  Mécanique  rationnelle  est  une  science  toute  mo- 
derne :  ses  principes  essentiels,  la  composition  des  mou- 


vemenls,  la  mesure  des  forces  accélératrices,  sont  dus  à 
Galilée  (^).  Ces  premières  notions  ont  été  agrandies  et  dé- 
veloppées par  Newton  dans  les  deux  premiers  Livres,  des 
Principes*  Les  successeurs  de  ces  grands  hommes,  notam- 
ment Euler  et  d'Alembert,  ont  fait  rentrer  la  mécanique 
dans  le  domaine  de  Tanalyse  et  généralisé,  eu  les  com- 
mentant^ les  méthodes  employées  avant  eux.  Enfin  La- 
grange,  en  :  introduisant  dans  la  formule  qui  est  l'expres- 
sion du  principe  des  vitesses  virtuelles,  les  équations  de 
condition,  par  Temploi  des  multiplicateurs  indéterminés, 
a  résumé  tous  les  principes  en  un  seul.  Il  est  vrai  que 
pour  remplir  cet  objet  jl  a  àtk  faire  usage  de  la  méthode 
des  variations,  pour  le  cas  ou  les  équations  de  condition 
sont  relatives  à  tousUes  éléments  d^une  courbe,  d'une 
surface  ou  d'une  masse. 

Les  travaux  de  cette  glorieuse  succession  de  géomètres 
ont  fourni  depuis  le  commencement  de  ce  siècle  la  sub- 
.stance  de  renseignement  de  la  mécanique  rationnelle 
dans,  les  Facultés  et  à  TËcole  Polytechnique.  Exposée  par 
d'habiles  professeurs,  cette  science  a  pris  dans  leurs 
leçons  des  formes  plus  simples  et  mieux  arrêtées,  et 
M.  PoinsQt  surtout  Ta  perfectionnée,  en  faisant  connaître 
la  mesure  et  la  composi  tion  d'uqe  force  négligée  (  **)  avant 
lui.  Aussi  les  textes  élémentaires  qui  se  recommandent  à 
plus  d'un  titre  sont  nombreux,  et  le  Cours  de  Sturm, 
que  M.  Prouhet  vient  d'éditer,  prend  sa  place  à  côté 
d'ouvrages  justement  estimés.  Mais  sans  établir  de 
comparaison  entre  des  œuvres  d'un  caractère  et  d'un  ca- 
chet  tout  à  fait  différents,  nous  croyons  pouvoir  affirmer 


C*)  M.  Barthélémy  Saint-Hilaire,  dans  son  truTail  sur  la  Physique  dU- 
ristote,  explique  avec  clarté  les  opinions  de  ce  philosophe  sur  le  mou- 
vement; il  y  distin(;iie  la  quantité  et  la  qualité,  distinction  que  Galilée  a 
l'ait  disparaître  dans  ses  célèbres  Dialogues.     Tm. 

(*'*)  Cette  force  a  toujours  été  employée  sous  le  nom  de  moment.  Avoir 
converti  le  moment  en  force  est  un  trait.de  génie  de  Poinsot.     Tm. 


(  »3  ) 
que  le  nouveau  Traité  ne  sera  eflacé  par  aucun  livre 
connu.  Sturm  a  enseigné  longtemps  la  Mécanique  à  la 
Sorbonne  et  à  l'Ecole  Polytechnique  5  ses  Leçons,  perfec- 
tionnées chaque  année,  présentent  un  corps  de  doctnne, 
dans  lequel  se  retrouvent  à  un  degré  supérieur  les  qua- 
lités qui  distinguent  sou  Cours  éC Analyse, 

La  Mécanique  rationnelle  est  la  branche  la  plus  difficile 
des  Mathématiques  appliquées)  ses  principes  ne  peuvent 
être  saisis  sans  une  application  soutenue,  et  ils  ont  sou- 
vent donné  lieu  à  des  équivoques  ou  à  de  fausses  inler^ 
prétations.  Sturm  avait  médité  avec  profondeur  la  partie 
philosophique  de  la  science,  et  il  avait  puisé  avec  sagacité 
dans  les  sources  originales,  dans  Euler  par  exemple, 
qu'il  aimait  à  citer  pour  la  clarté  qu*il  a  répandue  sur 
les  notions  fondamentales  dans  son  Traité  de  Mécanique. 

En  lisant  le  nouveau  Traité,  on  pourra  souvent  remai> 
quer  dans  les  énoncés,  dans  les  définitions,  une  phrase 
incidente,  un  mot,  qui  ne  se  trouvent  pas  ailleurs,  et  qui 
donnent  au  sens  des  propositions  une  précision  inatten- 
due. Nous  ne  citerpns  pas  une  foule  de  calculs  élégants 
que  Sturm  a  répandus  dans  son  livre,  dont  la  rédaction 
est  si  simple  et  si  logique,  que  sa  lecture  toujours  instruc- 
tive ne  fatigue  jamais  Tesprit.  Dans  le  premier  volume 
nous  signalerons  les  chapitres  relatifs  à  Fatlraction  et  au 
système  du  monde,  qui  sont  rédigés  avec  beaucoup  de 
soin  et  très-convenablement  développés.  Dans  le  second 
volume,  la  théorie  des  couples,  qui  est  une  partie  im- 
portante de  la  Mécanique  et  non  la  Mécanique  tout  en- 
tière, est  présentée  avec  des  détails  suffisants  pour  mettre 
le  lecteur  au  courant  des  travaux  que  Poinsot  a  publiés 
dans  les  dernières  années  de  sa  vie.  Mais  l'exposition  des 
principes  généraux  et  de  la  théorie  de  la  rotation,  dont 
les  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  (t.  X,  p.  4^9)  i85i) 
ont  pu  lire  un  fragment  dans  ce  recueil,  constituent  les 
parties  essentielles  et  originales  de  ce  second  volume. 
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Nous  meution lierons  d'une  manière  spéciale  les  chapitres 
relatifs  aux  forces  vives,  qui  nous  paraissent  plus  com- 
plets et  plus  lumineux  que  tout  ce  qui  a  été  publié 
jusqu'à  ce  jour  sur  cet  important  sujet. 

On  sait  que  lorsqu'une  force  d'impulsion  communique 
à  une  masse  m  une  vitesse  v^  cette  force  a  pour  mesure 
le  produit  nii^.  Or  dans  la  Mécanique  appliquée  on  em- 
ploie les  forces  dont  on  peut  disposer  pour  donner  cer^ 
taines  vitesses  à  des  masses  inertes,  telles  que  des  volants, 
des  roues,  des  pistons,  etc.  Les  quantités  de  mouvement 
acquises  par  ces  masses  sont  en  général  consommées  par 
des  résistances  continues  qui  peuvent  être  considérées 
comme  équivalentes  à  la  résistance  produite  par  un  poids. 
Lorsqu'on  Félève  verticalement  à  une  certaine  hauteur, 
le  produit  abstrait  d'un  poids  par  la  hauteur  à  laquelle 
en  l'élève  est  la  mesure  du  travail,  et  il  est  important  de 
savoir  ce  que  la  consommation  de  la  quantité  de  mouve- 
ment par  la  gravité  représente  de  travail.  Or  si  la  masse 
m  a  une  vitesse  f^  ascendante  et  verticale,  elle  s'élèvera 


en  vertu  de  cette  vitesse  à  une  hauteur  —  :  mais,  en  s  é- 

levant  librement,  cette  masse  sollicitée  par  l'action  de  la 
pesanteur  devient  un  poids  mg^  et  le  travail  fourni,  pour 
que  la  quantité  de  mouvement  nii^  soit  détruite,  est  visi- 


t>2  fj^çi 


blement  niffX —  ou  — •  Une  masse  mk.  animée  d'une 
vitesse  -^  bien  que  possédant  une  quantité  de  mouvement 

n 

//ï»^,  ne  fournirait  que  le  travail  —7-  (*)  ^  il  est  donc  bien 

évident  que  des  quantités  de  mouvement  égales  ne  produi- 
sent pas,  lorsqu'elles  sont  détruites  par  l'action  continue 
de  la  gravité,  un  travail  identique.  D'où  résulte  l'impor- 
tance de  combiner  dans  les  machines  en  mouvement  les 


(*)  La  force  vive  est  ce  qui  se  paye,  a  dit  Mongolfier,  C'est  l'idée  la  plus 
claire  qu*on  ait  donnée  de  cette  expression.    Tu. 
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masses  el  les  vitesses  de  manière  à  obtenir  le  plus  grand 
travail  possible. 

Les  premiers  géomètres  qui  ont  eu  quelques  nolions 
exactes  sur  le  choc  des  corps  dépourvus  d^élaslicité,  ont 
remarqué  que  si  deux  masses  animées  de  vitesses  de 
même  sens  et  de  même  direction  se  choquent,  les  quanti- 
tés de  mouvement  totales  restent  les  mêmes  avant  et  après 
la  collision,  mais  que  les  forces  vives  diminuent.  Comme 
d'ailleurs  ils  n'avaient  pas  de  règles  précises  pour  estimer 
dans  tous  les  cas  celte  perle  de  force  vive,  leurs  ouvrages 
les  plus  estimés  [\  Hydrodynamique  de  Daniel  Bernoulll* 
par  exemple)  contiennent  sur  ce  sujet  des  erreui^s  trèfrr 
graves.  Carnot  (*),  en  donnant  le  premier  une  forme 
simple  à  l'expression  de  la  force  vive  perdue  par  suite  du 
choc,  a  porté  la  lumière  sur  une  question  difficile  et  a  rendu 
un  service  réel  à  la  Mécanique  appliquée.  On  doit  ce- 
pendant convenir  que  les  nolions  que  nous  possédons 
sur  le  phénomène  du  choc  ont  quelque  chose  de  vague  et 
d'obscur  qui  rejaillit  sur  le  théorème  énoncé  par  Carnot. 
Sturm  évite  ces  difficultés,  et  il  généralise  la  conception 
de  ce  savant  en  la  faisant  rentrer  dans  le  domaine  de  la 
Mécanique  analytique.  Au  lieu  de  considérer  à  un  instant 
donné  du  mouvement  un  choc  entre  deux  ou  plusieurs 
masses  du  système^  il  suppose  que  des  liaisons  nouvelles, 
analytiquement  exprimables,  existent  entre  tous  ou  quel- 
ques-uns de  ses  points,  et  il  démontre  que  dans  cette  hy- 
pothèse les  vitesses  des  diverses  masses  éprouvent  des 
changements  brusques,  et  que  de  ces  changements  ré- 
sulte une  perte  de  force  vive  qu'on  peut  estimer  par  un 
procédé  semblable  à  celui  de  Carnot;  des  liaisons  nou- 
velles entre  les  corps  du  système  peuvent  d'ailleurs  être 
introduites  à  diverses  époques  du  mouvement  et  produire 


(*)  Carnot  (Lazare- Nicolas-Marguerite),  né  à  Nolay   (Côte-d'Or)  \e. 
i3  mai  lySS,  mort  en  exil  à  Magdebourg  le  2  août  iSaS.     Tm. 
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Une  successitm  de  perles  de  forces  vives  aisëméiii  calcu- 
lables. Les  théorèmes  de  Coriolis  sur  le  principe  des 
forces  vives  dans  les  mouvements  relatifs,  le  théorème 
de  M.  Delaunay  sur  la  force  vive  maximum  autour  de 
Ya\e  instantané,  dans  le  cas  de  la  rotation  d'un  solide 
autour  d^un  point  fixe,  se  présentent  naturellement 
comme  des  corollaires  du  théorème  général  de  Sturm,  que 
la  postérité  placera  à  côté  des  titres  immortels  de  sa 
gloire.  Ce  fragment,  placé  à  la  fin  du  second  volume,  est 
écrit  avec  Une  grande  clarté^  le  savant  éditeur,  qui  l'a 
conservé  sous  une  forme  complète^  a  consulté,  pour  le  ré- 
diger, les  papiers  et  les  notes  marginales  qui  sont  restés 
de  rillustre  géomètre  si  prématurément  etilevé  aux  scien- 
ces. Le  volume  est  terminé  par  une  leçon  sur  la  théorie 
du  pendule  simple^  en  ayant  égard  au  mouvement  de  la 
terre,  professée  par  Sturm  à  la  Sorbonne  et  rédigée  par 
M.  Puiseux. 

Pour  remplir  les  lacunes  que  laissait  le  texte  de  Tau- 
teur  et  compléter  des  indications  ou  des  notes  inachevées, 
sans  changer  le  style  et  la  manière  du  maître,  il  a  fallu 
non-seulement  de  l'application  et  du  dévouement,  mais 
aussi  de  la  sagacité.  Ces  conditions  se  sont  trouvées  réu- 
nies dans  le  savant  éditeur  du  nouveau  Traité,  qui,  en 
restant  fidèle  au  vœu  exprimé  par  un  ami,  a  conservé  à 
l'enseignement  ces  excellents  livres  d'Analyse  et  de  Mé- 
canique ott  Ton  reconnaît  le  cachet  du  génie  simple  et 
original  qui  les  a  créés. 

M.  Prouhet  a  eu  l'heureuse  idée  de  résumer  d*une  ma- 
nière succincte,  à  la  fin  de  chaque  volume,  les  Leçons  dé- 
veloppées dans  le  Traité.  Ce  résumé  substantiel  peut  être 
utile  à  l'élève  qui,  en  vue  d'un  examen,  désire  parcourir 
en  quelques  jours  l'ensemble  de  la  science,  ou  au  géo- 
mètre qui  veut  retrouver  en  peu  de  temps  un  théorème 
ou  une  notion  effacée  de  sa  mémoire.     E.  Brassinne. 
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NOTIZIE  DEGLI  ScRITTORt  BOLOGNOSI  RACCOLTE  DA  GlOVANNI 

Fantuzzi  In  Boiogna  MDCCLXXXI-MDCCXC.  Nella 
stamperia  di  San  Thommaso  d*Âqumo.  Gou  licenza  de^ 
Superîori.  (Huit  tomes  in-4î  ^-  ^5  P?  3^4.) 

DAL  FËRRO  SaPIONE. 

Scipione  di  Flôriano  dal  Ferro  o  Ferreo  cominciô  a 
leggere  Aritmetica  e  Geometria  nel  nostro  studio  l'anno 
1496  (*)  e  prosegui  fino  all'anno  iSaS  e  forse  mori  in 
questo  tempo  non  vedendosi  più  descritto  ne'  Rotoli. 

Quantunque  questi  nuUa  abbia  lascîato  di  scritto,  nulla- 
dimeno  è  illustre  e  degno  di  ricordanza  per  essere  stato 
l'inventore,  al  dire  del  Gardano  (**),  di  un  caso  partico- 
lare  délie  equazioni  cubiche  che  gli  Âlgebristi  spiegano 


(*)  Die  23  decemhris  \!\^. 

Item  per  omnesjabas  albas  constitueront  Scipioni  Floriani  a  Ferro  Rotu- 
lato  ad  Arithmeticam  et  Geometriam  libras  vigintiquinque  hon.pro  e  jus  sala  ' 
rio  quolibet  anno  intégras  jet  prittilegiatas,  etc.  Ex  Lib.  Act.  Archiv.  Secret. 
Senatus. 

E  ne'  Rotoli  deUo  studio  deiranno  1607  si  vede  essere  ingiunto  a  Lettori 
délia  classe  di  Aritmetica  e  Geometria  :  Cum  hoc  quod  quilibet  gratis  do» 
ceat  quatuor  pauperes  ex  verecundis.  Prout  ab  eorum  procuratoribus  com» 
missum  guérit.  Di  présente  il  maestro  pubblico  di  Aritmetica  è  descritto 
ne'  pubblici  Rotoli  fra  stipendiât!  dello  studio  cou  Tobbligo  d'insegnare 
r Aritmetica  gratis  a  tre  scQlari. 

Il  salario  ai  Scipione  dèlPanno  i5io  era  cresciuto  nnô  i^le  lire  cento, 
nel  quai'  anno  gli  fu  aumentato  di  lire  25. 

Die  27  martii  i5io. 

Item  per  vigenti  Jabas  albas  et  septem  nigras  Scipioni  de  Ferro  conduclo 
ad  Arithmeticam  et  Geometriam  cum  salario  librarwn  centum  bonon.  quoli- 
bet anne  decreverunt,  ut  de  cetero  in  qualibet  distributione  facienda  poni 
debeat  pro  quantitate  librarum  vigenti quinque  adeo  quod  quolibet  anno  per- 
cipiat  iibras  centum  intègre  incipiendo  in  hac  prima  distribuiione  prœsentis 
anni,  in  qua  poni  debeat,  et  describi  per  libras  25  ^uasi  sit  de  pli  percepiurits, 
éic.  Ex  Lib.  di.  Arcb.  Secreti  Senatus.  ^ 

(**)  Dearte  Magna. 
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x^  -+-  px  =  q  e  allora  fù  delto  Capiiolo  di  cosa  e  cubo,  la 
quale  scoperla  il  Ferro  confidô  a  Maria  Antonio  dal 
Fîore  o  Florîco  suo  scolaro,  che  invanito  di  questo  se- 
crelo  ebbe  poi  tante  contese  con  Niccolô  Tartaglia,  corne 
puô  vedersi  nel  Montucla  (*),  Tiraboschi  (**)  ed  al- 
tri  (***). 

Di  questo  Arilmetico  disse  rAchillini  (****)  lodando 
gli  Architetti,  i  Geometri,  gli  Aritmetici,  e  gli  Astrologî 
del  suo  tempo  : 

Archltettor  fra  gli  altri,  e  Geometri 
Gian  Bervaldo,  et  facil  Malchiavello 
Pono  nn  altro  excellente  in  questi  metri 
Dino  ArofeoG,  e  quel  di  cul  favello 
Non  voglio  le  Aritmetico  se  aretri 
GLIÊ  SGIPIO,  et  è  Prospetto  il  suo  fratello. 
Astrologo,  e  il  Benazzo,  il  mio  Vitale 
Il  Castagnolo  in  Gosmographia  vale,  ec. 

(  ComiUNIQUÉ  PAR  M.   LE  PRINCE  BôNCOMPAGNI.) 


FONCTIONS  HOMOGÈNES  ENTIÈRES. 


I.  M.OttoHesse  (*****),  le  célèbre  professeur  de  TUni- 
versîtédeHeidelberg  vient  de  publier  à  Leipzig,  chez  Fin- 

(*)  Histoire  des  Mathématiques,  t.  I®',  p.  379. 

(**)  Tiraboschi,  Isioria  délia  Leit.  ItaL,  t.  VII,  p.  4i5. 

(***)  Ne  parla  TAlidosi  a  Dottori  Artisti;  Leandro  Alberti,  Desciiz.  d'I' 
talia;  Bumaldi,  Bihliot.;  Orlandi  ed  altri. 

(****)  Nel  suo  Viridario. 

(*****)  Ludwig-Otto  Hesse,  né  à  Konigsberg  (Prusse)  le  12  avril  181 1, 
disciple  de  Jacobi,  professeur  ordinaire  à  TUniversité  de  Heidelberg  de- 
puis 1857. 


(  '9) 
tellîgent  et  libéral  Teubnerun  ouvrage  allemand  :  voici  la 
traduction  du  titre  :  Leçons  sur  la  Géométrie  Analytique 
de  r espace  et  particulièrement  sur  les  surfaces  du  second 
degré.  i86if  In-8^  de  368  pages;  i4  pages  de  table  des 
matières  :  en  tout  29  leçons  élémentaires  et  quelquefois 
trop  élémentaires;  production  digne  de  l'auteur.  Quel- 
ques leçons  atteignent  une  certaine  hauteur. 

Nousdonnons  comme  spécimen  la  huitième  leçon,  dont 
le  contenu  ne  saurait  être  trop  propagé,  à  cause  de  la 
fécondité  de  ses  applications  géométriques.  Aussi  nous 
n'épargnons  pas  les  explications,  dût-on  les  trouver  mi-, 
nutieuses. 

Notation  et  théorème  d^ homogénéité, 
IL  Soit 

(ij  y  (  jtq,  j:,,  j?j, .  .  . ,  j;„) 

une  fonction  homogène  entière  de  tï  -+- 1  variables  et  de 
degré  p-,  remplaçant  a?^  par  tx^,  t  étant  une  constante 
quelconque,  la  fonction  (i)  devient 

et  réciproquement  lorsque  la  fonction  (i)  satisfait  à 
l'équation  (2),  elle  est  homogène  entière  et  de  degré /y. 
Prenons  la  différentielle  de  l'équation  (2)  par  rapport  kt 
et  faisant  dans  le  résultat  £  =  i ,  on  obtient 


(*)  x^  se  présente  aussi  p  fois  dans  le  membre  à  droite.  Exemple,  p=2 

ou 

•^0  (  2  ^0 -+- ^1 -+■  *>  )  +  ^1  (  ^0 -♦- 2  J?| -f- X,  ) -f- T,  (  jr„  +  X,  4- 2  0-,  ) 

=  2  (  xj -h  ;r„  Tj  H- r„  X,  H- X» -t- a:^  a-, -h  r  ;  )  j 
de  même  pour  un  degré  quelconque. 
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une  seconde  difTércnliation,   avec  la  même  condilion, 
donne 

Nous  ne  pousserons  pas  ces  différentiations  plus  loin, 
n'en  ayant  pas  besoin. 

M.  Serret  donne,  dans  son  jilgèbre  supérieure^  celle 
ingénieuse  démonstration  :  Multiplions  chaque  variable 
par  I  -h  0),  on  aura  Tidentité 

==/[(' "H" **)'=^o»  (i-+-w)x,,.  .  .,(i-4-«)  J^J; 

développant  le  membre  à  droite  par  le  théorème  de  Tay- 
lor,  on  obtient  successivement  les  équations  (3),  (4)?  ^^^* 

Système  de  fonctions  homogènes  de  dii^ers  degrés. 
III.  Soient 


rt*,  a\  «%...,  û", 


«  -h  I     fonctions    homogènes    de  h-i-i    variables  .r^,,, 
oTi, . . . ,  x„  et  respectivement  de  degré  po  Pi^  Ptj  •  •  •  j  ^i.« 

Symbole. 
IV.  On  déduit  de  l'équation  (3) 


\ 


^0  a"  =  «J  ^0  -f-  «î  ^i  -H  •  •  -H-  «î  ^n» 

p^  a'  j=a\xo-^  aîa:, -h.  .  --^a'^x^^ 

(5) 

l)„  rt"  =  «; jT,  +  rt^'a;,  4- .  .  .  +  n^  a:«. 


(ai   ) 


Déterminant, 


V. 


(6) 


A  = 


a 
a 


a 


a'n 


a 


< 


a\ 


a 


n 

n 


VI.  Résolvant  les  équations  (5)  comme  un  système 
d'équations  linéaires  Xo,  Xi, . . . ,  x„,  alors  la  valeur  d'une 
quelconque  x^  de  ces  variables  sera 


(7) 


Ax*  =  A*  /3o  o*  -f-  a'  ;?i  a'  -H .  . .  -h  A  p„a^ 


ou  symboliquement 


ax 

X 


Cette  équation  (7)  est  le  pivot  de  tout  ce  Mémoire, 

VII.  Différent] a tion  de  Téquation  (7)  par  rapport  à  x^ 
et  ensuite  par  rapport  k  xl  : 

/0\  A        .      ^A  .^  .0  •        ,        A*  ».  .        a"  " 

(8)      A  H x'^zz:  A  Dofl   -t-APifl   +...-*-A/7,«  » 

^    '  ^^x  x'x  x'x  x*x 


ûTA 


^  =  A  /^oû    -hA  o,û.-^.A  Pia 

X  x'        X  x'         /  x'         A 


(9) 


^A* 


dA' 


dk 


H :  -4-/?o«*  — r/?,fl»4-.  .  .-4-  —TîPn^" 


dx' 


dx 


La  théorie  des  déterminants  donne 


(10) 


0      0 


I       I 


o  =:  A  a ,  -h  A  « .  4- 

X      /  X      / 


.       a"     " 


(  ") 

multipliant  cette  équation  par  p^  et  retranchant  le  résul- 
tat de  (8),  il  vient 

A(i-— /?o)  4-  :t— •^^  =  A*  (/^»— /^o)«'  -*-..• 

X 

X  ^^x  ^^x 

retranchant  l'équation  (9)  multipliée  par  po  de   (9),  il 
vient 


dA  ^^      n 

—  x-  =  k\a^  (p,  -p.)  +...+  — '  a^(p,-p.) 

(«o; 

dA'  dk'  dk" 

^d^P''''-^dr/^'''^--^-dr^''' 


H 


Théorème  I.  —  &  un  certain  système  de  valeurs  de 
/i  -H  I  variables  fait  disparaître  les  n-\-i  fonctions 
a^,à^,...y  a",  ce  même  système  fait  disparaître  le  déter^ 
minant  A  de  ces  fonctions,  conséquence  de  (7). 

Mêmes  conditions  qu'au  théorème  précédent. 
On  a  les  équations  non  identiques 

3-  -^X  =  K^\  (/'n  —  a)  +-  .  .  .  4-  ^1\{P^  —  a)  > 

X 

Si  ;>^j  =  />!  =  ;t?2  = . . .  =  pn,  on  a  ce  théorème  : 

Théorème  U.  —  &*w  -4-i  fonctions  homogènes  en- 
tières  de  même  degré  disparaissent  par  un  certain  sys- 
tème des  n  -\-i  variables,  les  déterminants  de  ces  fonc- 


(a3) 

lions  disparaissent  également  et  aussi  les  premiers  quo- 
tients différentiels  partiels , 

Si  ^0  =  Pi  .=  P«  =  •  •  •  =  Pn^\  ?  ^e  sorte  qu'un  seul 
degré,  savoir  ;;„,  n'est  pas  égal  aux  autres,  on  a 

— —  =.  a  X    î 

— —  =  rt   A     • 

Ces  équations  démontrent  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  &*  (w  -H  i)  Jonctions  homogènes  en- 
tières d^ autant  de  variables  de  n  fonctions  de  même 
degré  et  [n-\-i)  de  ces  fonctions  disparaissent  par  un 
système  de  valeurs  des  variables,  alors  pour  ce  même  syS' 
tème  des  variables  les  quotients  différentiels  partiels  du 
déterminant  de  ces  n  -h  i  fonctions  sont  proportionnels 
aux  quotients  différentiels  partiels  correspondants  de  la 
fonction  inégale. 

On  déduit  aussi  facilement  des  équations  (la)  : 

Théorème  IV.  —  Si  pour  n  +  i  fonctions  homogènes 
entières  a^,  a*, . . .,  a",  d*autant  de  variables,  les  fonctions 
a^,  a%...,  a""*  de  même  degré  disparaissent  simultané- 
ment  par  un  système  de  valeurs  des  variables,  on  a  pour 
le  même  système  les  équations 

dk  da"*  da'^-^^  da^ 

oX\  aj:;i  aoTj^  a-Tj^ 

dans  lesquelles  les  expressions  /,„,  /,„+!,    .•,/«)  sont  in- 
dépendantes des  valeurs  particulières  de  'k, 

VIII.  —  M.  O.  Hesse  fait  observer  que  ces  quatre  théo- 
rèmes ramènent  Télimination  entre  deux  équations  de 
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degré  supérieur  à  l'élimination  des  inconnues  entre  des 
équations  linéaires  ,  tout  comme  les  procédés  de  Bezout  (*) 
et  de  M.  Sylvester. 

IX.  Une  application  de  ces  quatre  théorèmes  :  Quelles 
sont  les  conditions  pour  que  les  coordonnées  homogènes 

de  quatre  points  (xojo  ^0^0)5(^1  fi  ^i  Pi  ) »  {x%  r«  /«  T*)^ 
(x^j^  ^8  Ps),  soient  dans  un  même  plan  donné  par  Féqua- 

tîon 

ux  -i-  vz  ■+-  tvz-\-  rp  ^  o. 

Ces  conditions  sont 


MX,  -h  vfo  -h 

«'«o  -+-  rpo 

0, 

uxi  -4-  vXi  -i- 

WZx  -t-  ^/>^ 

= 

0, 

UX2  -+-  •'/î  -1-  «^  -h  7?a 

= 

0, 

ux^  -h  KTa  -h 

wz^  H-  r/»3 

0. 

On  a  quatre  fonctions  linéaires  homogènes  des  variables 
M,  p»,  w,  r  qui  disparaissent  pour  un  même  système  de 
ces  valeurs.  Donc  le  théorème  (8)  donne 


^« 

Xo 

2o 

Po 

Xx 

jr. 

p^ 

Xi 

Jt 

3a 

P2 

^'3 

^3 

«3 

P3 

=  o. 


Pour  des  cooixlonnées  rectangulaires,  il  suflSl  de  faire 


Xq 

Xo 

«0 

I 

Xi 

7. 

z. 

I 

Xi 

72 

z. 

I 

Xz 

7*3 

2^3 

1 

O 


(*)  La  méthode  de  Bezout  est  générale  et  s'applique  à  un  nombre  quel- 
conque d'équations  de  degrés  quelconques;  mais  il  a  malheureusement 
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déleriuinant  auquel  ou  peut  donner  la  forme 


I       JTs      J^j       Zi 


ei  par  une  propriété  connue  des  déterminants,  cette  ex- 
pression prend  la  forme 


I 

^0                jr. 

^ 

o 

^1—^0  ri— r» 

«I  —  «9 

o 

^2  —  oTo   r»  — r« 

«2—  «• 

o 

-»?»— ^«     Xi — Jo 

«j  — «• 

et  encore 

4?i  —  Xo      JTt  —  J'"»       Z|  —  Zq 
^2  —  ^0       rt  ^X9        «2  —  »• 

Consultez  Bàltzer,  ouvrage  récemment  et  très-bien  tra- 
duit par  M.  Hoûel,  le  plus  élémentaire  et  le  plus  rigou- 
reux qu'on  ait  publié  sur  les  déterminants  et  qui  contient 
r historique  complet  de  cette  théorie,  indiquant  les  sour- 
ces, au  cachet  germanique  :  auteur,  tome,  page,  année. 
Baltzer  s'élève  avec  raison  contre  Textravagante  profu- 
sion de  nouvelles  dénominations  introduites  par  MM.  Gay- 
ley,  Schlafly,  Sylvester^  et  qui  donnent  au  langage  ma- 
thématique l'air  de  la  philosophie  barbare  du  moyen  âge. 
Leibniz  a  créé  le  monde  infinitésimal  avec  ces  deux  mots, 
différentiel^  intégral.  Toutefois  cette  dernière  dénomi- 
nation est  de  son  illustre  disciple  Jean  BernouUi.  Leibniz 
se  servait  du  mot  somme. 


«ipliqué  so nf procède  av«c  si  peu  d'élégance^  si  peu  d'ordre,  que  le  pro- 
cédé est  resté  inconnu. 


BulUlin  malhématitfuc,  t.  VIII.  (Avril  1862.) 


Puisse  cette  traduction  obtenir  de  la  vogue.  La  librai- 
rie a  besoin  d'acheteurs,  et  malheureusement  le  nombre 
est  bien  petit  en  France.  Dès  que  nous  avons  le  droit 
d'enseigner,  nous  n'étudions  que  les  livres  officiels,  cofi' 
formes. 
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Sur  les  Astéroïdes,  d'après  M.  Lespiault^  professeur  à 
la  Faculté  de  Bordeaux. 

Nous  croyons  devoir  dire  quelques  mots  de  l'écrit  in- 
téressant et  instructif  concernant  les  Astéroïdes,  que 
vient  de  faire  apparaître  M.  Lespiault.  Le  mérite  particu- 
lier de  cet  opuscule  n'est  pas  seulement  un  complet  déve- 
loppement historique  de  toutes  les  opinions  et  questions 
scientifiques  qui  ont  occupé  les  astronomes  depuis  la 
première  croyance  à  la  possibilité  d'un  astre  intermé- 
diaire entrfe  Mars  et  Jupiter,  mais  aussi  l'esprit  clair  et 
philosophique  qui  le  distingue.  L'auteur  commence  par 
indiquer  l'argument  scientifique  qui  engagea  Kepler  à 
faire  cette  suppoâîtion.  Nous  voyons  également  ici  que 
tous  les  grands  événements  dans  le  domaine  des  décou- 
vertes physiques  ou  înléllectùelles  se  préparent  petit  à 
petit  et  naissent  plutôt  par  un  besoin  depuis  longtemps 
senti,  dû  à  l'esprit  du  temps,  que  par  le  hasard  ou  par  la 
réflexion  d'un  penseur  qui  devance  son  siècle.  Nous  pou- 
vons même  regarder  des  hommes  tels  que  Kepler  et 
Newton  comme  ayant  heureusement  réalisé  les  idées  qui 
ont  agité  leur  siècle,  en  leur  imprimant  par  leur  profond 
génie  une  marque  immortelle.  A  l'histoire  de  la  décou- 
verte et  de  ses  phases  les  plus  essentielles,  M*  Lespiault 


(  27  )      _ 
railache  des  conjectures  sur  rorîglne  possible  de  ces  as- 
tres et  sur  la  recherche  sur  la  situation  des  points  remar- 
quables de  leurs  orbites.  L'auteur  trouve  à  Taide  de  ses 
calculs  que  le  petit  nombre  des  propriétés  communes 
ne  suffit  pas  pour  donner  une  indication  sur  leur  mode 
de  formation.    L'exposé  simple   et   impartial,   écartant 
des    hypothèses    séduisantes,    est   digne  d'éloges.    Une 
bonne  esquisse  des  méthodes  qui  ont  été  appliquées  à 
la  solution  des  différents  problèmes  physiques  et  la  sta- 
tistique du  groupe  des  Astéroïdes  terminent  cet  opus- 
cule.  Nous  nous  permettrons  d'indiquer  ici  une  légère 
rectification.  Le   savant   directeur  de  l'observatoire  de 
Vienne  s'occupait  non-seulement  de  rechercher  la  dis- 
tance minimum  des  orbites  planétaires,  mais  encore  et 
principalement  de  leur  lieu  absolu  dans  l'espace  ;  et  il 
arrivait  à  ce  but  non  pas  en  faisant  la  projection  d'une 
orbite  sur  l'autre,  ce  qui  aurait  augmenté  considérable- 
ment le  travail,  mais  en  les  projetant  toutes  sur  les  plans 
de  Técliptique  et  du  colure  des  équinoxes.  En  terminant 
ces  lignes,  nous  ne  pouvons  nous  empêcher  de  formuler 
le  désir  que  de  tels  travaux  se  multiplieut,  car  eux  seuls 
popularisent  la  science  et  relèvent  et  forment  l'esprit  du 
temps,  en  mettant  à  la  portée  de  tout  le  monde,  sous  une 
forme  à  la  fois  plastique  et  méthodique,  le  progrès  du 
dogme  abstrait.  Maurice  Loewy  (*), 

Astronome  attaché  à  l'Observatoire 
impérial  de  Paris. 


(*)  Né  à  Vienne  le  i5  avril  i833.  Pourquoi  ne  pas  traduire  en  fran- 
çais le  délicieux  journal  de  Péters  intitulé  Astronomie  populaire  ?  Ce  se- 
rait plus  religieux  que  d^entreteuir  le  peuple  mensuellement  de  men- 
songes sous  le  titre  fallacieux  de  légendes,  ou,  ce  qui  est  encore  pis,  de 
descriptions  passionnées  adressées  à  la  jeunesse.  Je  n'ai  pas  pu  trouver 
d'éditeurs  pour  cette  entreprise,  qui  est  hors  de  la  sphère  conforme.  Tu. 
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NiGOLAI    FatII    DuiLLERII  ,    R.    s.    s.,     LiNEiE    BRBVISSIMI 
DESCËNSUS    IN-VESTIGAriO    GEOMETRIGA    DUPLEX,    CUÎ    ad~ 

dita  est  investigatio  geometrîca  solidi  rolundo  in  quo 
miniraa  fiât  resistentia.  Londini»  typis  R.  Eyeringham. 
Prostant  apud  Johannem  Taylor,  ad  insignem  Navis, 
in  cœnieterii  Divi  Pauli.  Ia-4  de  24  pages  et  i  planche 
de  6  figures.  MDCXCIX. 

Ouvrage  excessivement  rare^  qui  fait  honneur  au  génie 
géométrique  éminentde  Fauteur  et  contient  malheureu- 
sement le  germe  de  sa  dispute  avec  Leibniz  et  le  com- 
mencement de  cette  fatale  polémique  entre  les  Anglais 
et  les  Allemands  au  sujet  de  Tinvention  des  nouveaux 
calculs,  polémique  si  funeste  aux  Anglais. 

Jean-Christian  Fatio,  frère  de  Nicolas,  était  aussi 
membre  de  la  Société  Royale  de  Londres  (R,  S.  S.)  et  le 
premier  qui  ait  mesuré  la  hauteur  du  mont  Blanc.  On 
possède  une  lettre  de  Nicolas  à  son  frère. 

Nicolas  est  né  en  1664?  au  château  de  Duillier,  situé 
près  de  Nyon  (Vaud)^  on  ignore  la  date  précise  de  sa 
mort.  On  a  de  lui  des  dissertations  astronomiques  insé- 
rées au  Gentlemen  s  Magazine. 

Esprit  insinuant,  persuasif,  il  sut  faire  apprécier  son 
mérite  à  des  hommes  tels  que  Newton,  Huyghens,  ac-, 
quérir  leur  intimité,  devenir  leur  correspondant.  Son 
séjour  habituel  était  Londres,  et  il  faisait  de  fréquentes 
excursions  en  Allemagne.  Venu  à  Paris,  il  y  a  été  apprécié 
et  bien  accueilli.  C'est  en  1687  ^^^^  s'introduisit  auprès 
de  Huyghens  et  lui  montra,  par  la  solution  de  questions 
difficiles,  que  lui  Fatio  était  très-versé  dans  les  nouveaux 
calculs  fiuxionnels,  auxquels  d'ailleurs  Huyghens  était 
complètement  étranger.  La  modestie  n'était  pas  la  qua- 
lité brillante  de  notre  Suisse.  En  1691,  il  écrit  à  Huy- 
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gliens  qu'il  était  inutile  de  demander  à  Newton  une  nou- 
velle édition  de  ses  Prlncipiay  qu'il  s'en  chargerait  peut- 
être   lui-même ,    et   Huyghens    met  sur    celte    lettre  : 
Heureux  Newton,  Dans  la  correspondance  de  Huyghens 
et  de  Leibniz,  tous  deux  disent  souvent  :  a  telle  est  l'opi- 
nion de  Newton  et  de  Fatio,  »  les  mettant  sur  la  même 
ligne.  On  voit  par  là  que  Leibniz  fait  aussi  grand  cas  du 
génie  de  Fatio.   La  brouille  commence  en  1691.  Fatio 
communiqua  à  Huyghens  des  observations  sur  l'intégra- 
tion de  certaines  équations  difTérentielles,  mais  qui  n'ont 
lieu  que  dans   certains  cas  particuliers.   Huyghens  en 
donna  la  nouvelle  à  Leibniz,  qui  témoigna  le  désir  de 
connaître  ces  observations,  et,  selon  l'usage  du  temps,  il 
offrit  en  échange  une  de  ses  méthodes  d'intégration.  Dès 
que  le  marché  fut  conclu,  Leibniz  envoya  son  procédé 
pour  ramener  les  différentielles  à  des  quadratures,  et  une 
quadrature  à  une  autre  quadrature,  méthode  encore  usi- 
tée aujourd'hui.  Huyghens,  qui  ne  voyait  pas  là  une  mé- 
thode directe  d'évaluer  ces  quadratures  dans  tous  les  cas 
(ce  qui  est  d'ailleurs  impossible),  s'écria  que  l'échange 
n'était  pas  suffisant,  et  qu'il  craignait  que  Fatio  ne  l'ac- 
cusât d'avoir  accepté  de  Leibniz  du  cuivre  en  échange 
de  l'or  de  Fatio  :  -^pvdio.  yoLkv.ts^,  Leibniz,  inventeur  du 
calcul  infinitésimal,  blessé  de  cette  comparaison,  répon- 
dit avec  hauteur  qu'il  ne  se  souciait  nullement  de  con- 
naître le  travail  de  Fatio,  et  qu'il  présumait  que  ce  tra- 
vail n'avait  trait  qu'à  certains  cas  particuliers,  et  pria 
Huyghens  de  ne  pas  communiquer  sa  méthode  à  Fatio  et 
de  garder  le  silence  sur*  toute  cette  affaire.  C'est  ce  que 
Fatio  n'a  jamais  pardonné  à  Leibniz,  car  il  nourrissait 
l'espoir  flatteur  d'entrer  en  relation  avec  un  géant  tel  que 
Leibniz.  Depuis  ce  moment^  il  ne  cesse  dans  ses  lettres  à 
Huyghens  de  présenter  Leibniz  comme  un  plagiaire  de 
Newton  et  ayant  déguisé  son  larcin  en  adoptant  une 


(  3o  ) 

aulrc  iiolatîon  ,  il  rappelle  sans  cesse  le  fameux  et 
malheureux  scolie  des  Principes  et  ajoute  que  si  l'on 
publiait  certaines  lettres,  il  en  résulterait  des  choses  fort 
désagréables  pour  Leibniz.  M.  Lefort,  dans  son  édition 
du  Commerciu m  epistolicu ni  {voir  Bulletin,  t.  U,  p.  ii3, 
i856),  a  anéanti  toutes  ces  calomnies,  et  le  procès  est 
jugé  en  dernier  ressort,  sans  appel  possible  pour  des  es- 
prits sans  prévention .  Il  me  semble  d'ailleurs  que  Newton  a 
généralisé  le  procédé  cinématique  de  Neper  pour  le  calcul 
des  logarithmes;  fluxions,  fluents  sont  des  expressions 
cinématiques  ;  quant  à  la  notation  newtonienne,  elle  a 
retardé  en  Angleterre  de  plus  d'un  siècle  les  progrès  du 
calcul  infinitésimal.  Newton  était  homme  de  génie  phy- 
sicien, Leibniz  homme  de  génie  métaphysicien  :  de  là 
l'immense  supériorité  du  premier. 

Bernoulli  (Jean)  avait  proposé  à  Leibniz  le  problème 
de  la  plus  vite  descente,  disant  que  la  courbe  était  très- 
connue  des  géomètres,  mais  sans  la  nommer  [Opéra  om- 
nia^  1. 1",  p.  i6i,  i65,  167,  262,  3i5.  année  16965  dans 
le  t.  m,  p.  4849  Bernoulli  donne  la  solution  complète  du 
problème).  Leibniz  répond  qu'il  n'avait  pas  le  loisir  de 
s'occuper  de  ce  problème,  mais  qu'il  ne  doutait  pas  que 
son  frère  Jacques,  le  marquis  de  l'Hôpital  et  tous  ceux 
qui  possédaient  les  nouveaux  calculs  ne  parvinssent  bien- 
tôt à  trouver  la  solution.  Dès  lors  Fatio  s^indigna  de  ce 
que  Leibniz    n'avait   nommé  aucun  Anglais,   tels   que 
Newton,  de  Moivre,  etc.  Toutefois  Leibniz,  ne  parlant 
que  du  calcul  infinitésimal,  ne  pouvait  pas  nommer  les 
Anglais.  C'est  ce  qui  engagea  Fatio  à  paraître  au  grand 
jour  et  de  publier  en    1699  l'ouvrage  Lineœ  brcuissi- 
mi^  etc.,  et  d'où  date  la  publicité  du  procès.  Fatio  résout 
le  problème  uniquement  par  la  géométrie  où  il  se  montre 
éminent  géomètre,  et  sans  employer  les  considérations  de 
Leibniz.  .C'était  un  triomphe  5  et  p.  18  il  déclare  ne  rieu 
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devoir  à  Leibniz,  qui  serait  bien  fâché  si  l'on  publiait 
certaines  lettres,  et  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus. 

Ce  Suisse  était  de  ces  savants  biceps^  bonne  tête  pour 
la  science,  mauvaise  tête  pour  la  conduite.  S'étant  asso- 
cié à  des  camisards  (*)  réfugiés  en  Angleterre,  il  fut 
condamné  avec  eux  en  1707  à  l'exposition  du  pilori,  ini- 
quité judiciaire  à  ajouter  à  tant  d^autres  qu'on  peut  re- 
procher aux  protestants,  prétendus  partisans  du  libre 
examen. 


NOTE  HISTORIQUE  DES  LATITUDES  CROISSANTES; 

Par  m.  V.  CAILLET, 

Examinateur  de  la  Marine. 


On  sait  que  Ton  attribue  au  prince  Henri ,  fils  de 
JeanP"^,  roi  de  Portugal,  l'invention  faite  vers  Tannée  i4oo 
des  caries  plates,  dans  lesquelles  les  méridiens  et  les  pa- 
rallèles sont  représentés  par  des  lignes  droites  rectangu- 
laires et  équidis tantes.  On  admettait  que  sous  de  pa- 
reilles projections  les  loxodromies  devenaient  des  lignes 
droites,  et  cette  erreur  se  perpétua  jusqu'au  milieu  du 
siècle  suivant.  Je  trouve,  par  exemple,  une  carte  plate 
avec  tous  ses  défauts  dans  un  ouvrage  espagnol  assez  cé- 
lèbre, VArt(^  de  Nai^egaz^  publié  en  i545  par  Pierre 
Médina,  et  dont  je  possède  la  traduction  italienne  faite 
en  id55  à  Venise. 


(*)  Courageux  protestants  des  Cévennes,  qui  prirent  résolument  lés 
armes  après  l'horrible  révocation  de  l'édit  de  Nantes  (i685)  qui  fit  soKir 
de  France  3ooooo  hommes  de  conviction.  C'est  la  page  la  plus  sanglante 
vdc  notre  histoire. 
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C'est  seulement  en  i556  que  Mercator  publia  à  Fles- 
singue  une  première  carte  dans  laquelle,  tout  en  con- 
servant aux  méridiens  leur  équidislauce,  on  avait  eu  soin 
d'écarter  de  plus  en  plus  les  parallèles  vers  les  pôles. 
D'après  quelle  loi  cet  écartement  progressif  était -il  fait? 
C'est  ce  que  personne  ne  fait  connaître.  Peut-être  était- 
ce  une  simple  perspective  dans  le  genre  de  celle  que  Ton 
attribue  à  Wright  et  qui  n'est  exacte  que  pour  les  méri- 
diens. De  là  viendrait  alors  le  nom  de  projection  cylin- 
drique donné  souvent  aux  cartes  marines. 

En  iSpo,  assure-t-on,  Judocus  Hondius  publia  l'Atlas 
de  Mercator  d'après  les  véritables  principes,  qui  consis- 
tent à  maintenir,  par  toutes  les  latitudes,  entre  l'arc  du 
parallèle  et  l'arc  semblable  du  méridien,  le  même  rapport 
que  celui  qui  existe  sur  le  globe. 

Edouard  Wright  réclama  l'invention  et  publia  en  iSpg 
son  ouvrage  dont  le  litre  est  :  Certain  errors  in  naviga-- 
tion  detected  and  corrected.  Il  renferme  plusieurs  cartes 
réduites  et  fut  réimprimé  en  1610  et  en  1657  a  Londres. 
J'ai  eu  entre  les  mains  cette  dernière  édition,  qui  existe  à 
la  bibliothèque  du  port  de  Brest.  Il  parait  qu'avant  1610 
Wrigth  employait  une  construction  graphique  dont  on 
retrouve  Tidée  assez  ingénieuse  dans  V Hydrographie 
du  père  Fournier,  p.  5i5  de  la  deuxième  édition.  Quand 
j'aurai  un  peu  de  temps  à  moi,  je  ferai  des  recherches  à 
ce  sujet  au  Dépôt  de  la  Marine,  où  je  trouverai  probable* 
ment  les  documents  précis  qui  me  manquent.  En  1610, 
Wright  donna  la  première  Table  de  latitudes  croissantes 
calculée  d'arc  en  arc,  en  faisant  la  somme  du  produit  de 
chaque  arc  par  la  sécante  de  sa  latitude  (ce  sont  les  par- 
ties méridionales).  Je  n'ai  pu  découvrir  à  qui  est  due  la 
première  expression  différentielle  de  ces  quantités,  dont 
l'intégrale  donne  immédiatement  la  valeur  rigoureuse 
pour  chaque  latitude. 
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En  1624,  WîUebrod  SnelUus,  dans  un  ouvrage  inti- 
tulé :  Tiphjs  batavus  sive .  de  navium  ciirsibus  et  de  re 
na\falii  traite  des  latitudes  croissantes  sans  soupçonner 
leur  application  aux  cartes  marines  -,  il  ignorait,  dit-on  (*), 
les  travaux  de  Wri^bit,  et  le  même  reproche  9'adresse  à 
Tauteur  Kollandais,  Metius  Adrianus,  qui  écrivait  en 
i63i.  Ce  fut  cependant  vers  ce  temps,  assure  le  Père 
Fournier,  que  les  premières  cartes  réduites  furent  pu- 
bliées en  France,  au  port  de  Dieppe.  Les  traités  de  Snel- 
lius  et  de  Metius  existent  à  la  bibliothèque  de  Brest,  et  jo 
m^apereois  que  je  n'ai  pas  le  titre  de  ce  dernier,  mais  il 
serait  facile  de  le  retrouver  dans  les  catalogues  (**). 

Pendant  longtemps  an  ne  tint  aucun  compte  de  l^apla- 
tissement  de  la  terre,  qui  d'ailleurs  était  mis  en  doute 
parmi  les  savants.  Quand  Pillustre  Piéride  Bouguer  partit 
en  1735  pour  son  voyage  au  Pérou,  il  ne  maoqua  pas  de 
soupçonnew  les  corrections  que  devaient  subir  les  lati- 
tudes croissantes  en  raison  de  la  forme  de  la  terre,  et  il  a 
calculé  une  Table  de  ces  corrections  dans  son  livre  sur 
la  figure  de  la  terre.  Maupertuis,  qui  a  souvent  exploité 
le  savant  modeste,  a  aussi  considéré  les  loxodromies  sur 
le  sphéroïde  aplati  dans  son  Discours  sur  la  parallaxe^ 
ia  lune^  publié  en  ly^i.  U  a  eu  le  talent  de  faire  beau- 
coup de  bruit  de  son  vivant,*  sans  avoir  dépassé  un  ni- 
veau scientifique  ordinaire. 

Il  parait  que  Maclaurin  s'est  occupé  de  ce  problème, 
mais  je  n'ai  pu  vérifier  le  fait '(***).  Il  en  est  de  même  de 
don  Jorge  Juan,  le  célèbre  auteur  de  Y  Examen  maritime  ^ 


C*)  A  la  fin  de  son  Avis  au  Lecteur,  Snellius  cite  avec  éloge  Edouard 

Wright.  Les  Tables  de  Wright  devaient  être  bien  connues  en  Hollande, 

car  elles  ont  été  reproduites  par  Simon  Stévin  dans  son   Hypomnemaia 

maihemaiica,  dont  la  première  édition  est  de  1G08.  (Prouhet.) 

(**)  Primum  mobile*  Amstelod.,  4  ^ol.  in-4.  (P.) 

(***)  Transactions  philosophiques,  17/iJ. —  Traité  des /luxions,  174>-  (P*) 

Bulletin  mathématique,  t.  VUI.  (Mai  1S62.  )  5 
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traduit  par  Levêque,  qui,  au  dire  deMendoza,  aurait  donné 
dans  les  observations  de  son  voyage  (lequel?)  une  Table 

de  latitudes  croissantes  pour  raplatissemént  —^' 

En  1 79 1  (  dans  la  Connaissance  des  Temps  pour  Tan- 
née 1793)  Mendoza  a  pubb'é  la  première  Table  vraiment 
complète,  tant  sur  la  sphère  que  sur  le  sphéroïde  aplati 

de  zz —  Elle  était  calculée  de  10'  en  10',  et  dans  son  vo- 

321 

lume  jà  complète  collection  of  Tables  for  navigation 
and  naiitical  astronomy,  publié  en  i8o5',  il  Ta  repro- 
duite avec  une  disposition  difïerente,  mais  étendue  à 
chaque  minute  de  la  latitude.  Il  n^a  pas  fait  connaître  les 
formules  dont  il  s^est  servi,  ce  qui  conduisit  Dubourget  à 
présenter  un  Mémoire  approfondi  sur  cette  matière  au 
Bureau  des  Longitudes  en  1802;  ce  Mémoire  est  inséré 
dans  les  Noies  de  son  Traité  de  Navigation^  et  c'est  là 
que  j^ai  vu  un  indice  concernant  Maclaurin.  Enfin,  De- 
lambre  a  donné  en  i8o3  (Connaissance  des  Temps  pour 
1804- i8o5  ou  pour  Tan  XIII)  des  formules  très-simples 
reproduites  dans  le  IIP  volume  de  son  Astronomie,  Ce 
sont  les  formules  que  j'avais  adoptées  dans  un  Cours  li- 
thographie à  l'Ecole  Navale,  du  moins  pour  la  latitude 
géographique,  et  de  là  on  passait  facilement  aux  latitudes 
géocen  triques,  que  les  cartes,  du  reste,  n'emploient  jamais. 
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ARITHMÉTKHiS  KT  AIGÉBRB  DES  CHINOIS; 

Pae  m.  K.-L.  BIERNATZKIy  Docteur  jl  Berlin. 


Crells,  tome  LU,  page  69,  i856  (*). 


Les  missionnaires  arrivèrent  en  Chine  au  commence-» 
ment  du  xvii^  siècle^  Ricci  (Matthieu),  mort  en  lôi^h 
Pékin,  vint  le  premier,  et  ensuite  le  missionnaire  Shaal 
sous  le  premier  empereur  mandchous  Taï-tsing  (i644)* 

Ferdinand  Yerbiest  vint  sous  Kang-hi  vers  i66a  {  )• 
Kang*hi,  savant  lui-même,  faisait  venir  aussi  des  hommes 
distingués  indigènes,  entre  autres  Mei-wuh-gan,deHway'r 
tschan,  qui  rassem})la  des  citations  d'anciens  auteurs 
chinois  pour  prouver  que  les  connaissances  apportées  par 
les  jésuites  sont  d'origine  chinoise.  Il  composa  avec  Fem-r 
pereur  Kang-hi  un  livre  mathématique  nommé  Leuh^lei* 
yuen^juen. 

Dans  l'Introduction  de  cet  ouvrage,  après  avoir  re- 
connu le  mérite  de  Ricci,  Shaal,  Yerbiest,  on  demande 
d'où  ces  étrangers  ont  tiré  leurs  connaissances^  et  on  ré- 
pond qu'elles  ont  pris  naissance  dans  \ Empire  du  Milieu 
et  se  sont  ensuite  répandues  au  delà  de  ses  frontières.  Les 
phénomènes  célestes  étaient  connus,  quoique  imparfaite-* 
ment,  dès  les  premiers  empereurs,  et  si  peu  de  choses  de 
ces  connaissances  sont  parvenues  à  la  postérité,  il  faut 
en  chercher  la  cause  dans  Tincendie  de  la  plupart  de  ces 
livres,  ordonné  et  exécuté  (deux  siècles  avant  Tère  vul- 


(*)  Extrait  du  Shangœ  Almanacfor  1 853  and  Miscellaj\jr  pi  inted  Schangm, 
{**)  Verbiest,  né  à  Bruges  en  i63o,  mort  en  Chine  en  1688»  Président  du 
Tribunal  de  Mathématiques,  astronome,  rectifie  le  calendrier  chinois. 
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gaire)  par  le  second  empereur  de  la  djuastié  des  Tsin^ 
nommé  Tsin-^chi-hoangti. 

Cette  catastrophe  eut  lieu  en  --trai3,  parce  que  les 
lettrés  faisaient  de  Topposition.  C'est  le  premier  empe- 
reur qui  prit  le  nom  de  ffoung-ti,  qui  signifie  seigneur 
souverain,  titre  que  prennent,  depuis,  tous  les  empereurs. 
Auparavant  ils  prenaient  le  titre  de  heou,  prince,  wang, 
roi,  ou  ti^  empereur.  Hoang-ti  était  contemporain  d'An- 
nibal }  mais  heureosèmen]^  la  culture  chinoiae  avait  déjà 
d^ercé  une  heureuse  influence  sur  toute  la  terre  habitéf^ 
de  sorte  que  là  plupart  dés  écrits  des  ftavanis  chinois  fu- 
rent traduitis  dans  d'autres  langues  avant  Pincendie.. C'est 
de  là  que  ces  étriangera  paraissent  seuls  avoir  la  posses- 
sion de  sciences  qui,  dans  Torigine,  éitaient  la  pr<^riété 
des  Chinois» 

Quelque  riaibles  que  soient  ces  prétentions  de  la  vanité 
nationale,  il  faut  pourtant  convenir  que  les  connaissances 
mathématiques  remontent  assez  haut.  La  première  men- 
tion d'un  ouvrage  sur  les  nombres  se  trouve  dans  Fou- 
yrage  Tung-kin-kang-mah,  c'est-à-*dire  Histoire  générale 
de  la  Chine.  On  y  lit  que  l'empereur  Hwang-ti  ( — 2637) 
ordonna  à  son  ministre  Lischan  de  composer  le  kiu" 
tsohang^  les  neu(  sections  de  TArithmétique.  Quoique 
la  date  assignée  à  cet  ouvrage  ne  soit  pas  bien  constatée, 
•néanmoins  il  doit  être  très-ancien,  car  il  est  toujours 
cité  comme  le  premier  en  ce  genre,  comme  la  base  de  la 
Bciençe  des  calculs. 

Le  célèbre  régent  sous  la  minorité  de  Tsching-wang 
(vers  — 1160)  est  auteur  d'un  écrit  sur  les  principales 
mérités  mathématiques.  C'est  un  dialogue  entre  lui  et 
un  personnage  considérable  nommé  Schang-kaou.  Le 
titre  est  Tschan-pi,  la  cuisse  de  Tschan.  La  raison  de 
cette  dénomination  est  qu'il  est  souvent  question  de  la 
hauteur  et  de  la  base  d'un  triangle,  que  les  Chinois 
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désignent  par  les  mots  jambe  et  cuisse.  Les  Gnec$  ont 
aussi  les  axeXdc,  jambes.^  L'écrit  est  divisé  en  plusieurs 
sections.  La  première  est  un  extrait  et  présente  le  résumé 
de  tout  l'ouvrage. 

Voici  çetle  première  section  : 

1.  Tschan-king  dit  un  jour  à  Sehang-kapu  :  J'ai  appris, 
seigneur,  que  tu  es  très-versé  dans  les  nombres;  je  vou- 
drais te  demander  comment  le  vieux  Fohi  a-t-il  établi  dés 
degrés  dans  la  sphère  céleste;  il  n'y  a  pourtant  pas  de 
gradins  pour  monter  au  ciel,  et  on  ne  peut  appliquer  sur 
le  ciel  les  niveaux  et  les  mesures  usitées  sur  la  terre. 
C'est  pour  cela  que  je  désirerais  savoir  comment  il  est 
parvenu  à  établir  ce^  nombres. 

2.  Scbang-kaou  répondit  :  L'art  de  compter  peut  se 
ramener  au  cercle  et  au  carré. 

3.  Le  cercle  doit  être  déduit  du  carré  [^voir  n°  19]. 

.  4.  Le  carré  se  déduit  de  l'angle  droit  [c'est-à-dire  du 
triangle  rectangle,  Aeu-Aiij. 

5.  L'angle  droit  repose  sur  neuf  unités  [probablement 
relatif  au  triangle  rectangle  3,  4>  S>  où  Ton  a  4  -H  5  =;=9], 

;  6.  Si  l'on  décompose  un  angle  droit  [triapgle  rec- 
tangle] dans  ses  parties,  la  droite  qui  unit  l'extrémité  des 
cuisses,  jambe  4 9  cuisse  3,  est  égale  à  5. 

7.  Si  l'on  fait  un  rectangle  avec  les  côtés  extérieurs, 
la  moitié  du  rectangle  est  égale  à  l'aire  du  triangle, 

8.  Si  l'on  ajouté  les  trois  côtés,  on  a  pour  résultat  la 
somme  de  3,  4  ^^  ^• 

9«  Le  carré  de  l'hypoténuse  2Î>  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  des  petits  côtés. 
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10.  Yu  ( — 22o5)  a  rétabli  Tordre  dans  l'Empire  en 
réalisant  les  pensées  fondamentales  de  ces  nombres • 

!!•  Tschan-king  s'écria  :  Comme  ce  système  numé- 
rique est  magnifique!  Je  voudrais  maintenant  l'înterro- 
ger  sur  les  principes  nécessaires  pour  l'emploi  de  Fangle 
droit. 

12.  Sçhang-kaou  répondit  :  L'angle  droit  est  formé  par 
trois  lignes  droites  non  courbées. 

13.  Elevé,  on  se  sert  de  l'angle  droit  pour  mesurer 
des  hauteurs. 

14.  A  l'inverse  aussi  pour  mesurer  des  profondeurs. 

15.  Au  moyen  de  l'angle  droit  posé  horizontalement^ 
on  mesure  des  distances. 

16  Par  la  rotation  de  Tangle  droit,  on  forme  la  cir- 
conférence. 

17.  Le  carré  provient  de  la  liaison  d'angles  droits. 

18.  Le  carré  appartient  à  la  terre,  le  cercle  au  ciel  ; 
car  le  ciel  est  rond  et  la  terre  est  carrée. 

19.  Les  rapports  des  carrés  sont  des  mesures  fonda- 
mentales ]  les  dimensions  du  cercle  se  déduisent  du  carré. 

20.  Le  plan  circulaire  représente  le  ciel;  les  couleurs 
célestes  sont  bleues  et  noires  et  les  couleurs  terrestres 
jaunes  et  rouges.  Le  plan  circulaire  est  constant  d'après 
les  rapports  numériques  célestes;  il  est  à  l'extérieur  bleu 
et  noir,  à  l'intérieur  rouge  et  jaune  pour  représenter  les 
stations  célestes  et  terrestres  [se  rapporte  probablement 
à  la  description  d'un  instrument  ou  d*un  appareil  cos- 
mographique]. 

21.  Celui  qui  connaît  la  terre  est  un  savant,  celui  qui 
connaît  le  ciel  est  un  sage.  Cette  connaissance  commence 
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avec  la  ligne  droite.  La  ligne  droite  est  une  partie:dè 
Fangle  droit,  et  les  rapports  numériques  de  l'angle  droit 
sont  applicables  à  la  forme  de  tous  les  objets. 

22.  Tschan-king  s'écria  :  En  vérité,  cela  est  excel- 
lent. 

Après  Tincendie  des  livres  ( — 2i3),  l'Arithmétique 
prit  un  nouvel  essor,  et  le  nombre  des  ouvrages  qui  en 
traitent  est  si  considérable,  que  Ténoncé  des  titres  pren- 
drait trop  de  place.  L'auteur  désigne  ici  les  traités 
principaux  :  un  en  —  loo,  deux  en  -h-  3oo,  un  en  +  45o 
et  un  en  +700. 

C'est  vers  la  fin  du  viii®  siècle,  sous  la  dynastie  des 
Tang,  que  les  études  mathématiques  indiennes  pénétrè- 
rent probablement  en  Chine  et  furent  apportées  par  un 
prêtre  bouddhiste,  Yihhing.  Sous  la  dynastie  des  Sung 
(+95o  à  1280)  parurent  plusieurs  savants,  entre  autres 
ïsin-kiu-lschaou,  qui  rédigea  vers  1240  le  Su-schou-kiu- 
tschang  ou  Neuf  sections  de  l'art  numérique.  Pendant  la 
dynastie  des  Yuen,  vers  i3oo,  Ko-schan-king  améliora 
les  méthodes  de  calcul,  et  on  lui  attribue  l'introduction 
de  la  trigonométrie  sphérique.  Les  Chinois  ayant  eu  à 
cette  époque  beaucoup  de  relations  avec  les  Arabes,  il 
est  possible  qu'ils  en  aient  emprunté  quelques  connais- 
sances mathématiques.  Sous  la  dynastie  des  Ming  (-|- 1368 
à  1573),  l'Arithmétique  fit  peu  de  progrès,  et  lors  de  l'en- 
trée des  jésuites  en  Chine,  il  durent  concevoir  une  idée 
médiocre  des  connaissances  des  Chinois  en  Arithmétique, 
et  les  savants  chinois  accueillirent  leurs  enseignements 
avec  admiration^  par  ce  motif,  ces  missionnaires  eurent 
accès  auprès  de  l'empereur  Kang-hi. 

M.  Biernatzki  fait  observer  que  les  Chinois  ont  le 
mérite  d'avoir  été  eux-mêmes  les  inventeurs  de  leur  sys- 
tème de  numération.  Leur  Swan-^pariy  planche  h  calcu- 
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1er,  est  d'itivendon  relativement  récente  *,  anciennement 
ils.  se  servaient  d'entailles  faites  dans  des  bambous.  Leurs 
neuf  chiffres  figurent  évidemment  ces  entailles  : 

I  II  iii  iiii  mil  1  ir  HT  liir 

ia34         5678         9 

On  peut  aussi  renverser  ces  signes  :  écrire  y  pour  6,  S 
pour  2,  etc. 

Les  autres  nombres  sont  représentés  par  des  valeurs  de 
position  données  aux  chiffres  écrits  à  côté-  les  uns  des 
autres^  d'après  le  système  décimal,  comme  nous.  Cela 
s*est  fait  plusieurs  siècles  avant  que  Ton  eût  en  Europe 
soupçon  d'une  telle  théorie  et  avant  que  le  système  chif- 
fré des  Arabes  fût  imaginé.  L'exemple  suivant  de  sous- 
traction est  emprunté  à  Touvrage  de  Tsin-ki.u-tscbaou, 
mentionné  ci-dessus  : 

I  SjT  0     0      0   0=  1470000 

""  T  X  lin  1  X  =^     64464 


I  S  ^  S  '""  -  T  =  '^^^^^ 

Dans  les  traités  les  plus  anciens,  on  ne  trouve  ni  Y  ad- 
dition, ni  la  soustraction.  On  suppose  cette  connaissance 
chez  le  lecteur^  il  en  est  de  même  chez  les  Arabes.  La 
multiplication  porte  le  nom  de  Kea^fa;  cela  veut  dire 
réunion  de  plusieurs  nombres  égaux,  et  la  division  porte 
le  nom  de  Kihn-fa^  qui  veut  dire  soustraction  siicoessive 
dn  même  nombre.  Us  commencent  la  multiplication 
par  la  gauche  et  opèrent  la  division  par  des  soustractions 
successives. 

Passons  maintenant  à  l'analyse  de  l'ouvrage  fondamen- 
ul  Kin-tsckang,  Neuf  sections  de  ^Arithméliql1€^«   Il 
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contient  en  tout  246  questions  distribuées  en  neuf  sec- 
tions, dont  chacune  forme  une  partie  de  l' Arithmé- 
tique. 

La  première  section  porte  pour  titre  champs  carrés^  la 
seconde  riz  et  argent ^  la  troisième,  p^r/ag'es  dwèrs^  etc. 
Nous  ne  donnons  pas  la  traduction  littérale,  mais  d'a- 
près la  terminologie  usitée  chez  nous. 

i"  Section,  —  Fang'tlen^  mesure  des  surfaces. 

Commence  par  l'explication  de  la  multiplication  et  de 
la  division  5  viennent  ensuite  des  questions  avec  les  indi- 
cations nécessaires  pour  Tévaluation  des  aires  de  diverses 
figures.  Pour  le  triangle,  on  donne  la  règle  de  multiplier 
la  base  par  la  moitié  de  la  hauteur.  L'auteur  donne  ces 
six  méthodes  pour  l'aire  du  cercle  selon  le  degré  d'exac- 
titude qu'exige  la  question  : 

1°  r% 


2*»  TT'wV^: 


I 

3 


3^  —  .iîr''**; 

12 

5"  -j  •  2r.27rr; 

4 

L'auteur  prend  tt  =  3. 

Les  commentateurs  du  Kiu-tschang  disent  que  Fau- 
teur connaissait  le  rapport  plus  exact  *,  mais  la  question 
n'exigeait  pas  une  plus  grande  précision.  En  effet,  dans 
un  ouvrage  qui  date  de  la  fin  du  vi®  siècle,  on  trouve  le 
rapport  7  *  2a,  et  chez  Liu-Hway^  auteur  plus  ancien,  le 
rapport  5o  :  i57  qui  revient  à  7C  =  3,i4-  Pour  Taire  du 
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segment,  on  donne 

s\na(i  —  cosfl)-|-(i  —  cos^?]' 

, 

2 

nous  supposons  r  =  i . 

//'  Section.  —  Schuh'pu  ou  proportion.  Règles  pour 
trouver  la  valeur  du  riz  selon  l'espèce  et  la  qualité.  Le 
Hwang-tsung^  instrument  musical  à  vent,  ayant  la  forme 
d'un  tube,  sert  de  base  pour  indiquer  les  poids  et  les  me- 
sures. L'instrument  est  divisé  en  90  parties  égales  dont 
chacune  est  i  Fun  (ligne)  ^  loFuntonl  i  Tsun  (pouce), 
10  Tsun  font  I  Schih  (pied)  ;  le  tube  peut  contenir  1200 
grains  de  riz.  10  tubes  rempli  s  font  un  Ho^ioHoxxnSching^ 
notre  pinte  à  peu  près.  Ainsi  pour  les  mesures  de  lon- 
gueurs, on  a  la  division  décimale,  mais  pour  les  poids 
on  a  la  division  duodécimale.  Ainsi  les  1200  grains  de 
riz  pèsent  12  Tschu^  24  Tschu  un  Leang,  notre  once,*  et 
16  Leang  un  Kin^  notre  livre. 

///'  Section.  —  Schwal-Jun,  règle  de  société.  Par- 
tage de  biens  entre  plusieurs  personnes  ayant  des  parts 
différentes. 

IF*  Section.  —  Schaou-kwang,  évolutions.  Extrac- 
tion des  racines  carrées  et  cubiques  5  mêmes  règles  que 
chez  nous.  Applications  aux  parallélogrammes  et  aux 
parallélipipèdes*,  point  de  puissances  supérieures  à  la 
troisième.  Les  nombres  portent  les  noms  des  figures, 
comme  chez  les  Grecs. 

F'  Section. —  Schang-hung,  mesure  des  solides.  Cal- 
culs qui  se  présentent  dans  la  construction  des  édifices; 
problèmes  de  stéréotomie,  concernant  murs,  tours,  rem- 
parts, fossés,  grottes  5  indications  pour  évaluer  les  pyra- 
mides, prismes,  cônes,  etc.;  problèmes  pour  mesurer  la 
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vitesse  de  divers  modes  de  voyager,  à  pied,  à  cheval,  en 
bateau,  etc. 

VI"  Section,  —  Keun^schuh,  règle  d^alliage.  Méthode 
pour  la  répartition  de  l'impôt  selon  que  l'on  prend  pour 
base  le  sol  ou  la  population  ^  valeur  de  marchandises  de 
prix  divers  et  autres  questions  du  même  genre. 

Exemple  :  Une  cage  contient  des  lapins  et  des  faisans, 
en  tout  35  têtes  et  94  pieds  ^  combien  des  uns  et  des 
autres?  Réponse  :  23  faisans  et  12  lapins. 

VIP  Section,  —  Tin-nuh,  excès  et  défaut. 

Exemple  :  Un  certain  nombre  de  commerçants  achè- 
tent un  certain  nombre  de  marchandises  -,  si  chaque  com- 
merçant donnait  i  Kasch^  il  y  aurait  3  Kasch  de  trop, 
et  si  chacun  donnait  7  Kasch^  il  y  en  aurait  4  de  moins  ^ 
combien  y  avait-il  de  commerçants  et  de  marchandises? 
Réponse  :  7  commerçants  et  53  marchandises. 

Vlll'  Section,  —  Fang-tsching^  équations.  Une  ex- 
plication sur  l'emploi  du  plus  (  Tsching)  et  du  moins 
(Fu)^  et  dans  une  série  de  dix-huit  questions,  on  montre 
comment  à  Taide  d'équations  on  peut  par  des  quantités 
connues  trouver  les  inconnues. 

Exemple  :  5  bœufs  et  2  moutons  coûtent  10  Taëls  en 
or ,   a  bœufs  et  8  moutons  coûtent  8  Taëls  ;  combiefn 

chaque  bœuf  et  chaque  mouton  ?  Réponse  :  un  bœuf  1  — 

20 
Taël  et  chaque  mouton  —  de  Taël, 

IX'  Section, — Keu-ku^  trigonométrie.  Contient  vingt- 
quatre  questions  sur  le  triangle  rectangle  et  solutions  au 
moyen  du  triangle  rectangle. 

/T  Exemple  :  Un  roseau  croit  au  milieu  d'un  étang 
carré  de  10  pieds  de  côté  et  dépasse  l'eau  de  i  pied;  en 
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pliant  le  roseau,  son  extrémité  atteint  juste  le  bord; 
quelle  est  la  profondeur  de  Teau?  Réponse  ;  la  pieds. 

Le  problème  consiste  à  trouver  l'hypoténuse  d'un 
triangle  rectangle,  connaissant  un  côté  (5)  et  la  diffé- 
rence (t)  des  deu)t  autres  côtés. 

//•  Exemple,  Un  bambou  haut  de  lo  pieds  est  planté 
sur  un  sol  ;  on  casse  Textrémité,  on  amène  le  bout  cassé 
jusqu'au  sol  et  alors  les  deux  extrémités  sont  éloignées  de 
3  pieds  ;  quelle  est  la  longueur  de  la  partie  enlevée?  /fé- 

ponse  ;  4  — • 

Ici,  dans  un  triangle  rectangle,  on  connaît  la  base  (3) 
et  la  somme  de  deux  autres  côtés  (3). 

{La  suite  prochainement,) 


ib: 
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Baccalauréat  es  Sciences,  à  TEcole  spéciale  Militaire 
de  Saint-Cyr,  à  l'Ecole  Forestière  et  à  l'Ecole  Navale-, 
par  M.  J,-ji.  Serret.  3®  édition,  revue  et  augmentée 
de  la  Table  des  Logarithmes  des  nombres  de  i  à  loooo, 
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Le  Traité  complet  d'Arithmétique  que  M.  Serret  a  pu*- 
blié  il  y  a  déjà  un  certain  nombre  d'années  avait  paru, 
à  cause  de  son  étendue  et  de  la  profondeur  de  certaines 
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théories,  diâScile  à  étudier,  même  pour  les  candidats  aux 
écoles  supérieures.  L'ouvrage  dont  nous  allons  parler, 
déjà  parvenu  à  sa  troisième  édition  et  autorisé  depuis 
longtemps,  est  beaucoup  plus  élémentaire,  comme  l'in- 
dique son  titre;  mais  il  peut  suffire  même  pour  des  études 
plus  spéciales  que  celles  auxquelles  il  semble  destiné. 

Les  changements  introduits  dans  cette  nouvelle  édition 
ne  portent  que  sur  des. détails  d'une  importance  secon- 
daire i  mais  ce  qu'il  faut  louer  sans  réserve  dans  celle-ci 
comme  dans  les  précédentes,  c'est  le  style,  qualité  la  plus 
importante  peut-être  quand  il  s'agit  d'exposer  une  science 
dont  les  matières  et  même  les  méthodes  ne  peuvent  guère 
varier  :  aussi  nous  pouvons  assurer  qu'en  parlant  de  la 
clarté  du  style,  nous  n'employons  pas  une  formule  ba- 
nale, comme  cela  se  fait  quelquefois.  Cette  clarté 
n'exclut  pas  une  concision  qu'on  aurait  tort  dç  recher- 
cher dans  une  leçon  orale. 

Le  point  de  vue  sous  lequel  l'auteur  présente  la  divi- 
sion revient  en  réalité  et  avec  raison,  à  celui  qui  est  in- 
diqué en  peu  de  mots  dans  l'extrait  du  plan  d'études  re-> 
latif  à  l'arithmétique,  morceau  très-remarquable,  que  l'on 
aime  à  trouver  en  tête  de  cette  troisième  édition. 

L'auteur  explique  les  fractions  décimales  périodiques 
par  une  méthode  généralement  employée  aujourd'hui, 
c'est-à-dire  en  considérant  une  fraction  négligeable  : 
mais  ce  raisonnement  étant  admis  pour  les  périodes  sim- 
ples, il  n'aurait  pas  été  nécessaire  de  le  renouveler  pour 
les  périodes  mixtes,  qui  dérivent  des  précédentes  :  peut- 
être  même  serait-il  plus  simple  de  réduire  directement 

en  périodes  les  fractions  -»  — »  etc.,  comme  le  faisait 
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M.  Vernier;  mais  du  moins  M.  Serret  traite  complète- 
ment la  question,  ce  qui  ne  se  fait  pas  dans  toutes  les 
Arithmétiques  modernes. 
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Quanl  aux  approximalions,  Fauteur  s'éloigne,  autant 
que  le  permettent  les  Programmes  et  surtout  les  exigences 
des  examens,  des  subtilités  inutiles  que  le  plan  d'études 
signale  dans  beaucoup  d'ouvrages  :  en  réalité,  il  suffirait, 
à  propos  des  erreurs  relatives,  de  montrer  comment  on 
peut  les  conclure  des  erreurs  absolues,  et  réciproque- 
ment. Nous  croyons  aussi  que  la  seule  explication  claire 
et  naturelle  de  la  division  abrégée  consisterait  à  la  pré- 
senter comme  l'inverse  de  la  multiplication  abr^ée. 

Sans  pousser  plus  loin  ces  observations  de  détail,  nous 
terminerons  en  observant  que  cette  nouvelle  édition  est 
augmentée  de  la  Table  des  Logarithmes  à  5  décimales, 
de  I  à  loooo,  et  surtout  eo  signalant,  à  la  fin  de  chaque 
chapitre  et  sous  le  titre  de  questions  propos ées,  une  sé- 
rie très  «remarquable  d'exercices  aussi  intéressants  que 
variés,  quoiqu'ils  ne  roulent  que  sur  la  pure  arithmé- 
tique. Ch.  Housel. 


Cours  de  Mathématiques  ,  à  Tusage  des  candidats  à  TE- 
cole  Centrale  des  Arts  et  Manufactures  et  de  tous  les 
élèves  qui  se  destinent  aux  écoles  du  Gouvernement; 
par  M.  Charles  de  Comberousse,  3  vol.  in-6  avec  figures 
dans  le  texte.  Chez  Mallet-Bachelier,  libraire. 

Tome  P'  :  Arithmétique ,  Algèbre  élémentaire,     7  fr.  5o  c. 

Tome  n  :  Géométrie  plancy  Géométrie  dans  Vespace,  Com- 
plément de  Géométrie,  Trigonométrie,  Complément  d'Air 
gèbre  (avec  figures  dans  le  texte) 10  fr. 

(  Chaque  volume  se  vend  séparément,  )  —  Le  tome  III  est 
sous  presse, 

La  préface  de  cet  ouvrage  nous  a  tout  d'abord  favora- 
blement disposé.  L'auteur  y  montre  peu  de  goût  pour  les 
Programmées,  et  désapprouve  l'idée,  assez  admise  pour- 
tant, de  mutiler  la  science  pour  l'enfermer  dans  un  cadre 


le- 
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officiel.  Il  pense  aussi  que  Futilité  industrielle  des  mathé- 
matiques n'est  pas  la  seule,  ni  la  plus  haute,  et  préfère 
celle  qui  regarde  le  perfectionnement  de  l'intelligence. 
Ces  opinions-là  pourront  paraître  excentriques  ou  suran- 
nées à  certains  esprits  ;  nous  n'en  pensons  pas  moins  leur 
devoir  tout  notre  assentiment. 

En  parcourant  ce  nouveau  Cours  de  Mathématiques^ 
on  aperçoit  facilement  la  pensée  dominante  qui  en  a  di- 
rigé la  composition.  Avant  tout,  M.  de  Comberousse  s'est 
efforcé  d'être  clair  et  complet.  Nous  devons  reconnaître 
que  presque  toujours  il  y  a  réussi.  Ce  succès  tient  surtout 
à  deux  causes.  La  première  est  une  mise  en  œuvre  habile 
des  matériaux  épars  çà  et  là  dans  la  foule  des  publica- 
tions  provoquées  par  les  concours  aux  Ecoles,  Un  com- 
merce assidu  de  l'auteur  avec  les  meilleurs  travaux  de  ses 
devanciers  semble  avoir  mis  dans  ses  mains  toutes  leurs 
améliorations  de  détail,  dont  son  ouvrage   devient  en 
quelque  sorte  le  répertoire.  En  second  lieu,  ces  éléments 
d'un  bon  livre  ont  subi,  avant  d'être  employés,  le  con- 
trôle de  l'expérience  personnelle  et  d'une  pratique  réflé- 
chie   de  l'enseignement  dont  l'influence   est   visible  à 
chaque  page.  De  là  ce  soin  constant,  presque  minutieux, 
dans  la  recherche  des  transitions  qui  font  passer  l'élève 
d'une  vérité  à  l'autre  par  des  nuances  presque  insensibles. 
Adversaire  de  l'imprévu  dans  les  raisonnements  comme 
dans  les  énoncés,  l'auteur  s'efforce  toujours  d'y  substi- 
tuer la  génération  logique  et  l'enchaînement  naturel  des 
idées.  C'est  là  un  des  traits  les  plus  saillants  du  livre.  Si 
le  perpétuel  souci  des  liaisons  semble  fastidieux  aux  in- 
telligences d'élite,  qu'une  espèce  d'intuition  porte  rapi- 
dement d'un  principe  à  ses  conséquences  même  éloignées, 
les  esprits  ordinaires,  et  c'est  là  ce  qui  importe,  auront 
tout  lieu  de  s'en  applaudir. 

Il  ne  suffît  pas  à  l'auteur  d'avoir  satisfait  à  ces  deux 
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conditions  essentielles  d'un  bon  travail  didactique,  la 
clarté  et  la  simplicité.  Comme  il  n'a  pas  moins  de  répu- 
gnance pour  rincomplet  que  pour  l'imprévu,  il  a  soin  de 
donner  à  chaque  théorie  l'étendue  et  les  justes  développe- 
ments qu'elle  comporte.  Il  sait  qu'autant  les  idées  géné- 
rales et  les  vues  d'ensemble  ont  d'attrait  pour  l'esprit, 
autant  les  notions  tronquées  et  sans  lien  le  rebutent,  et 
que  le  meilleur  moyen  pour  répondre  aux  questions  d'un 
programme,  c'est  d'en  avoir  franchi  les  limites.  Aussi  les 
remarques  et  même  les  théories  complémentaires  appa- 
raissent-elles en  foule  dans  ce  Cours.  Sans  entrer,  à  cet 
^ard,  dans  une  énumération  ou  trop  longue  où  trop  in- 
complète, nous  nous  bornerons  à  dire  que  ces  additions, 
réunies  en  groupes  distinctsou  disséminées  dans  l'ouvrage, 
lui  donnent  un  caractère  d'utilité  très-générale.  Dans  les 
deux  volumes  parus,  nous  trouvons  des  Traités  complets 
d'Arithmétique,  de  Géométrie,  de  Trigonométrie  et  d'Al- 
gèbre, remplissant  et  dépassant  même  les  conditions  du 
Programme  pour  V admission  à  V École  Polytechnique, 
Chacun  d'eux  constitue  une  œuvre  fort  estimable  par  le 
fonds  même  et  le  développement  des  idées. 

La  rédaction,  nous  devons  le  reconnaître,  est  moins 
irréprochable.  Le  plus  ordinairement  naturelle  et  sim- 
ple, il  arrive  parfois  qu'elle  pèche  par  l'impropriété  des 
termes,  et  compromet  ainsi  cette  clarté  si  précieuse  et 
d'ailleurs  si  habituelle  à  l'auteur*  Nous  ne  saurions  ap- 
prouver, par  exemple,  la  plupart  des  préliminaires  degéo- 
métrie^  la  définition  de  cette  science  et  ce  qui  regarde  les 
dimensions.  Nous  voyons  bien,  pour  cette  dernière  no- 
tion, que  l'auteur  demeure  fidèle  a  ses  bonnes  habitodei, 
en  cherchant  à  la  rattacher  à  des  idées  connues  et  fami- 
lières, mais  nous  ne  croyons  pas  qu'il  soit  possible  d'al- 
lier la  clarté  avec  la  rigueur,  en  plaçant  de  pareilles  coti- 
sidérations  au  début  de  la  géométrie. 
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La  justesse  dé  la  pensée  soufire  quelquefois  des  négli- 
gences de  langage.  Par  exemple,  on  lit  à  la  page  4^8  du 
second  volume  :  <(  L'emploi  d'une  série  divergente  ne 
))  présente,  eu  général,  aucune  utilité.  »  C'est  aucune 
sûreté,  aucune  légitimité  qu'il  fallait  dire.  Tout  le  monde 
professe  aujourd'hui  sur  ce  point  l'opinion  que  l'illustre 
Abel  formulait  ainsi  :  «  Avec  une  série  divergente,  on 
))  prouve  tout  ce  qu'on  veut,  l'impossible  aussi  bien  que 
»  le  possible.  » 

Malgré  des  imperfections  qui  s'arrêtent  presque  tou- 
jours à  la  forme,  l'ouvrage  de  M.  de  Comberousse  n'en  offre 
pas  moins  aux  élèves  de  précieuses  ressources.  La  plus 
avantageuse  peut-être,  dont  nous  n'avons  encore  rien  dit, 
consiste  en  un  grand  nombre  de  questions  heureusement 
choisies,  nettement  développées  ou  données  comme  exer- 
cices au  lecteur.  Elles  contiennent  une  foule  d'indications 
pratiques  et  de  renseignements  bons  à  connaître.  Comme 
elles  ont  fréquemment  pour  objet  des  problèmes  qui  se 
rattachent  aux  travaux  publics  et  à  l'industrie,  elles  justi- 
fient pleinement  la  destination  particulière  de  ce  Cours, 
tout  en  offrant  un  véritable  intérêt  à  tous  ceux  qui  veu- 
lent étudier  sérieusement  les  mathématiques.  Nous  ne 
devons  pas  oublier,  à  propos  de  problèmes,  de  mention- 
ner un  excellent  chapitre  destiné  à  guider  l'élève  dans  la 
solution  des  questions  de  géométrie.  Emprunté  principa- 
lement à  l'intéressant  travail  de  M.  Paul  Serret  sur  les 
méthodes^  il  fournit  une  énumération,  incomplète  sans 
doute,  mais  suffisante  et  bien  présentée  des  procédés  que 
le  géomètre  met  en  usage,  et  les  exéhiples  qui  en  mon- 
trent l'application  sont  choisis  et  exposés  avec  un  grand 
soin.  C'est  là,  croyons-nous,  une  innovation  dans  les  élé- 
ments de  la  géométrie,  et  nous  pensons  qu'elle  ajoute  un 
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prix  réel  à  louvrage  recommandable  de  M.  de  Com- 
berottsse.  F«  F&knet, 

Professeur  à  la  Faculté  de  Lyon. 

Tables  de  Logarithmes  a  cinq  décimales  pour  les  nom- 
bres ET  LES  LIGNES  TRiGONOMÉTRiQUEs,  suîvîes  des  Loga- 
rithmes d'addition  et  de  soustraction  ou  Logaritlimes 
de  Gauss  et  de  diverses  Tables  usuelles^  par  M.  J. 
Hoûet,  ancien  élève  de  TEcole  Normale.  In-8;  i858. 
[V introduction  de  cet  ombrage  dans  les  Ecoles  publi- 
itpies  est  autorisée  par  décision  du  Ministre  tie  T  In- 
struction publique  et  des  Cultes  en  date  rf«/  22  août 
18 59.)  Chet  Mallet- Bachelier.  —  Prix  :  afr. 

Nous  regrettons  que  ces  Tables  de  Logarithmes  à  cinq 
décitnales,  publiées  en  i858,  ne  nous  aient  pas  été  con- 
nues plus  tôt;  mais  leur  mérite  nous  fait  un  devoir  d'en 
donner  une  analyse  détaillée.  On  sait  que  ks  logarithmes 
à  cinq  décimales  sont  suffisants  dans  un  grand  nombre  de 
cas,  pour  lesquels  des  Tables  avec  plus  de  décimales  se- 
raient beaucoup  moins  tx>mmodes.  Mais  il  faut  alx>rs  que 
les  petites  Tables  soient  disposées  tîe  telle  sorte  qu'elles 
puissent  fournir  tout  le  degré  d'exactitude  qae<?omporte 
leur  étendue.  Nous  croyons,  sans  exagération,  que  les 
Tables  que  nous  annonçons,  et  qui  se  distinguent,  par  des 
dispositions  toutes  particulières,  des  antres  Tables  à  cinq 
décimales,  offrent,  sous  le  rapport  de  l'exactitude  tp^elles 
permettent  d'atteindre,  le  nec  plus  ultra  dans  l'état  actuel 
des  choses.  Dans  l'Avertissement,  l'auteur  lui-même  an- 
nonce, avec  beaucoup  de  modestie,  ses  Tables  comme  ét*nt 
principaiefnent  une  reproduction  des  Tables  de  Lalander; 
mais  il  indique  ensuite  sept  points  par  lesquels  les  detnt 
Tables  dififèrent.  Nous  ne  reproduirons  pas  ces  inditziations 
de  l'auteur,  mais  nous  allons  résumer,  autant  que  nous 
le  permet  l'étendue  de  notre  feilletin,  les  principaux  points 
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qui  >  aeloa  nous^  recommandent  ces  Tables  à  Fatteation  da 
public. 

La  Table  des  Logarithmes  des  nombres  est,  comme 
celle  de  Lalande,  à  simple  entrée,  et  Ton  y  a  supprimé  les 
caractéristiques,  qui  sont  tout  à  fait  inutiles.  Cette  dispo-r 
sition  iK>us  semble  bien  préférable  à  celle  des  autres 
Tables  à  ciuq  décimales  (telles  que  celles  d'August)>  qui 
sont  à  double  entrée.  La  disposition  à  simple  entrée  fa-* 
cilite  l'usage  desTables,  surtout  lorsqu'il  s'agit  de  revenir 
du  logarithme  au  nombre.  * 

Dans  les  Tables  trîgonométriques,  on  trouve  des  Tables 
des  parties  proportionnelles  des  différences,  qui  par  leur 
étendue,  leur  commodité  et  leur  exaclitudcj  offreut  au 
calculateur  des  facilités  que  Ton  ne  rencontre  dans  aucune 
autre  Table  de  ce  genre. 

Le  format  de  ces  belles  Tables  est,  il  est  vrai,  un  peu   ^ 
grand,  mais  nullement  incommode,  des  Tables  du  genre 
de  celles-ci  étant  destinées  à  prendre  place  sur  un  bureau 
et  non  dans  la  poche.  L'impression  en  est  distincte  et 
claire,  et  le  papier  très-convenable. 

-  Nous  résumerons  notre  jugement  en  disant  que  ces 
Tables  méritent  le  premier  rang  parmi  toutes  les  Tables 
&  cinq  décimales  que  nous  connaissions  jusqu'ici  ;  qu'elles 
offrent  un  grand  nombre  de  dispositions  propres  à  l'au- 
teur, et  utiles  sous  beaucoup  de  rapports  à  l'exactitude 
des  calculs;  qu'elles  renferment  tout  ce  que,  dans  l'état 
actuel  de  la  science,  on  peut  demander  pour  faciliter  et 
abréger  autant  que  possible  les  calculs  numériques,  en  se 
tenant  dans  l'étendue  des  Tables  à  cinq  décimales  ;  et  que 
rintroduction  contient  beaucoup  de  pages  instructives, 
que  l'on  ne  trouve  pas  dans  d'autres  Tables,  et  qui  sont 
propres  à  l'auteur. 

Nous  recommanderons  donc  expressément  ces  Tables  à 
nos  écoles  d'Allemagne,  et  nous  désirerior^s  vivement  que 
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M.  Mallet-Bachelier  se  décidât  à  en  publier  une  édition 
avec  introduction  en  allemand,  comme  il  peut  seul  le  faire 
au  point  de  vue  commercial.  Que  l'auteur  reçoive  de  nou- 
veau nos.  sincères  remerciments  pour  cet  excellent  opus- 
cule, qui,  depuis  qu'il  nous  est  connu,  ne  nous  quitte  plu3 
dans  nos  travaux  personnels,  et  a  pris  place  auprès  des 
Tables  à  six  décimales  de  Bremiker  et  des  Tables  à  sept 
décimales  de  Schrôn.  Grunbrt, 


Théorie  et  application  des  Déterminants,  avec  l'indi- 
cation DES  sources  originales,  par  le  docteur  Richard 
Baltzer,  professeur  au  Gymnase  de  Dresde.  Traduit  de 
l'allemand  par  M.  Hoûel^  docteur  es  sciences.  In-8, 
1861,  de  xii-236  pages.  Paris,  Mallet-Bachelier,  im- 
primeur-libraire. —  Prix  :  5  fr. 

Le  Traité  de  M.  Baltzer  se  distingue  des  ouvrages  écrits 
sur  le  même  sujet  par  un  plan  sagement  conçu  et  habile- 
inent  exécuté.  L'auteur  a  séparé,  avec  raison,  les  prin- 
cipes généraux  et  leurs  applications.  Une  première  section 
est  consacrée  à  Pexposition,  suivant  la  méthode  synthé- 
tique, telle  qu'on  la  rencontre  chez  les  anciens,  des  pro- 
priétés fondamentales  des  déterminants  et  des  algorithmes 
auxquels  elles  servent  de  base.  Une  seconde  section  com- 
prend les  applications  à  l'algèbre,  à  l'analyse  et  à  la  géo- 
métrie. Par  cette  division  judicieuse,  M.  Baltzer  a  rendu 
plus  visible  l'enchaînement  des  principes,  en  même  temps 
qu'il  donnait  à  chaque  sujet  d'application  un  plus  complet 
développement. 

On  sait  que  la  théorie  des  déterminants  a  donné  lieu  à 
la  création  d'une  foule  de  dénominations  nouvelles,  dont 
quelques-unes  paraissent  indispensables,  mais  dont  la 
plus  grande  partie  s'applique  à  des  objets  dont  l'impor- 
tance n'exigeait  pas  une  désignation  spéciale.  Sur  ce  point^ 
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et  nous  ne  pouvons  que  l'approuver,  M.  Baltzer  fait  une 
profession  de  foi  très-explicite  :  «  Dans  le  choix  des  no- 
tations et  des  dénominations  relatives  k  cette  théorie,  j'ai 
cru  devoir  user  de  la  circonspection  la  plus  minutieuse, 
parce  que,  sans  cela,  les  nouvelles  mathématiques  mena- 
cent de  devenir  inintelligibles  à  cause  de  l'extravagante 
profusion  de  termes  nouveaux  qui  fait  invasion  dans  leur 
vocabulaire.  )> 

Comme  l'ouvrage  de  M.  Baltzer  aura  plusieurs  éditions, 
nous  croyons  qu'il  ferait  bien  de  donner  les  énoncés  de 
plusieurs  des  propositions  sur  les  déterminants  qui  n'ont 
pas  pu  trouver  place  dans  son  travail,  soit  à  cause  de  leur 
peu  d'importance  théorique,  soit  parce  qu'elles  se  ratta- 
chent à  des  théories  à  peine  ébauchées.  Nul  mieux  que 
M. Baltzer  ne  peut  faire,  dans  les  recueils  scientifiques,  un 
choix  d'excellents  exercices  propres  à  fournir  au  lecteur 
l'occasion  de  se  fortifier  dans  la  théorie  et  même  d'y  faire 
quelques  nouveaux  progrès. 

M.  Hoûel  a  traduit  la  Théorie  des  Déterminants  avec 
le  talent  et  la  conscience  qui  distinguent  tous  ses  travaux. 
Inutile  d'ajouter  que  la  partie  typographique  ne  laisse 
rien  à  désirer  (*).  Prouhet. 

Traité  élémeivtaire  de  Calcul  différentiel  et  de 
Calcul  ip^tégral^  par  S.^F,  Lacroix»  6®  édition, 
revue  et  augmentée  de  Notes  par  MM.  Hermite  et 
J.-A,  Serret^  membres  de  l'Institut.  2  vol.  in-8  avec 
planches.  1861-1862.  Paris,  Mallet-Bachelier,  impri- 
meur-libraire. —  Prix  :  i5  fr. 

Cette  nouvelle  édition  d'un  ouvrage  estimé  tire  son 

{*)  L'imprimerie  Mallet-Bachelier,  dirigée  par  M.  Bailleul,  depuis  1889, 
vient  d'obtenir  une  médaille  {price  medal)  ù  l'Exposition  universelle  de 
Londres. 
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prix  des  Notes  dont  MM.  Hermite  et  Serret  Font  enrî-^ 
chie,  et  qui  mettent  le  Traité  de  Lacroix  au  niveau  des 
progrès  de  la  science.  Un  ouvrage  de  ce  genre  se  prètanl 
difficilement  à  Fanalvse*  nous  nous  contenterons  de  don- 
ner  un  extrait  de  la  table  des  matières,  extrait  suffisant 
pour  faire  comprendre  le  service  rendu  k  renseignement 
par  MM.  Hermite  et  Serret. 

Note  de  M,  Hermite,  —  Sur  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  Propriétés  communes  aux  fonctions  circulaires 
et  elliptiques.  —  De  la  périodicité  dans  les  fonctions  cir- 
culaires et  elliptiques.  —  Définition  des  fonctions 
0x,  H  (x)  :  leur  expression  en  produits  et  en  séries.  — 
De  deux  formes  principales  que  peuvent  prendre,  parmi 
une  infinité  d'autres,  les  fonctions  ©,  H,  etc.  —  Proprié- 
tés des  fonctions  0  et  H;  définition  de  sin  amx,  cos  amx, 
Aamor.  —  Addition  des  arguments.  Théorème  d'Abel. — 
Sur  les  fonctions  de  seconde  et  de  troisième  espèce.  —  Des 
fonctions  de  M.  Weierstrass.  —  Développement  des  fonc- 
tions elliptiques  en  séries  simples  de  sinus  et  de  cosinus. 

Notes  de  M.  Serret,  —  I.  Sur  quelques  points  du  cal- 
cul différentiel  et  du  calcul  intégral  (Formules  de  Mac- 
laurin,  Taylor,  Lagrange,  passage  des  différences  finies 
aux  différentielles). —  II.  Sur  l'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  —  HI-  Sur 
quelques  formules  nouvelles  et  leur  application  à  la  théo- 
rie des  lignes  et  des  surfaces  courbes.  —  IV.  Sur  les  inté- 
grales eulériennes. — Sur  l'évaluation  approchée  du  pro- 
duit 1 . 2 . 3 ...  or,  lorsque  x  est  un  très-grand  nombre,  sur 
la  formule  de  Stirling  et  sur  les  nombres  de  Bernoulli. 

Prouhet. 
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CALCUL    DES    TARIlTIOîSS. 

EuLER.  Meihodus  îni^eniendi  lineas  cwvas  maxinii 
rmmmive  proprietate  gaudentes.  Lausanne,  1744* 

Lagrange.  Théorie  des  Jonctions  analytiques,  i'*  édi- 
tion, în-45  Paris,  1797.  2*  édition;  Paris,  i8i3.  3*  édi- 
tion par  J.-A.  Serret;  Paris,  i847« 

Lagrange.  Essai  sur  le  calcul  des  fonctions.  Paris, 
1808. 

PoissoK,  Mémoires  de  V Institut  de  France,  t.  XII. 
Paris,  i833. 

JaooÎi.  Journal  fur  Mntheniatik^  C relie,  t.  XVII. 
Berlin,  1837. 

OsTKOGKADSKY.  Mémoires  de  V Académie  de  Saint- 
Pétersbourg ,  1. 1**"  et  III.  Saint-Pétersbourg,  i838. 

Delaunay.  Journal  de  V  École  royale  Polytechnique, 
XXIX*  cahier.  Paris,  i843. 

Sarrus.  Mémoires  présentés  par  divers  sax^anls  n 
r jicadémie  des  Sciences^  t.  X.  Paris,  1848. 

Delaunay.  Journal  de  Mathématiques  de  LiouwUè, 
t.  VI.  Paris,  184 1. 

StrAucd.  Théorie  und  amvendang  der  variations 
calcul.  Zurich,  1849- 

Jelett.  Calculus  of  variations .  I>ablîn,  i85o. 

ScHOLLBAGH.  Problème  der  variations  Rechnung^ 
Crelle,  t.  XLI,  p.  293-,  i85i. 

(Extrait  dm  Treatise  on  infinitésimal  calculas.,.,  by 
Bartholomew  Price.  Oxford,  1854,  t.  li,  p.  254^ 
ji*  édition.  Ouvrage  clair,  complet,  rigoureux,  sans  ces- 
ser d'être  élémentaire.  ) 

Il  faut  ajouter  à  cette  liste  : 

MoiGNO  (l'abbé).  Leçons  de  calcul  différentiel  et  de 
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calcul  intégral;  t.  IV,  Calcul  des  variations^  in-8,  1861. 
Le  savant  disciple  de  Cauchy  a  rendu  plus  expressive 
la  notation  de  Sarrus.  On  en  rendra  compte.         Tm. 


ARITHMÉTIQUE  POLITIQIIB; 

Par  m.  OETINGER, 

Professeur  à  Tuniversité  de  Fribourg  (Brisgau). 


Dans  le  t.  XXXVI  (p.  189-264  etp.  267-322)  au.  Jour- 
nal de  Grunertj  ce  professeur  complète  sa  notice  his- 
torique [y o\v  Nouvelles  Annales^  t.  XX,  p.  44*5  1861), 
et  tout  le  reste  est  consacré  à  faire  voir  que  l'équité  exige 
qu'on  calcule  par  intérêt  composé  lorsqu'il  s^agit  d'an- 
nuité, et  que  le  créancier  est  lésé  lorsqu'on  calcule  par 
intérêt  simple  ^  démontré  analytiquement  et  aussi  par  de 
nombreuses  applications  numériques ,  qui  ôtent  toute  es- 
pèce de  doute.  Il  est  vrai  que  le  droit  romain  défend  de 
prendre  l'intérêt  des  intérêts:  objection  de  nulle  impor- 
tance*, on  n'est  pas  tenu  d'obéir  servilement  à  ce  droit; 
d'ailleurs  on  peut  regarder  l'intérêt  comme  faisant  désor- 
mais partie  du  capital,  et  il  n'y  a  pas  lieu  kVanatocismus 
(interusuram)  *,  l'ouvrage  de  Mangold  est  toujours  omis. 

Le  t.  XXXYII  (p.  125  à  204)  traite  dans  toute  son 
étendue  et  sous  toutes  les  formes  que  présentent  les  em- 
prunts contractés  par  les  gouvernements  et  mérite  une 
traduction. 

La  question  traitée  p.  1 28  du  t.  XXX VII  présente  pour 
la  France  un  intérêt  actuel  :  il  s'agit  de  convertir  un  ca- 
pital à  p  pour  100  en  un  autre  capital  de  q  pour  100;  la 
théorie  des  obligations  irentenaires  est  encore  à  faire. 

Tm, 
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DOCUMENTS 


RELATIFS 


A  LA  VIE  ET  AUX  TRAVAUX 

SCIENTIFIQUES  OU  LITTÉRAIRES 

OE 

Jean-Baptiste  BIOL 


Né  à  Paris  le  3i  avril  1774;  canonnier  volontaire  au  9®  bataillon  de  la 
Seine-Inférieure  (18  septembre  1793  )  ;  rentré  dans  ses  foyers  après  la  ba- 
taille de  Houdschoote  (9  septembre  i7()3  );  élève  des  Ponts  et  Chaussées 
(8  janvier  1794);  élève  de  FEcoIe  Polytechnique  et  chef  de  brigade  (5  no- 
vembre 1794;;  rentré  à  FEcoIe  des  Ponts  et  Chaussées  (aa  octobre  1705)  j 
professeur  de  mathématiques  à  PEcole  Centrale  du  département  de  POiso 
(iSmars  1797)  ;  examinateur  d^admission  k  PEcole  Polytechnique  (39  sep- 
tembre 1799)»  a  continué  celte  fonction  jusqu^en  1806;  professeur  de  phy- 
sique mathématique  au  Collège  de  France  (25  novembre  1800);  astro- 
nome adjoint  du  Bureau  des  Longitudes  (18  septembre  1806);  professeur 
à  PAthénée  (i8o3  à  1806);  chargé  par  le  Bureau  des  Longitudes,  conjoin- 
tement avec  Arago,  de  continuer  la  mesure  du  méridien  en  France  et  en 
Espagne. (août  looG);  chargé  par  le  Bureau  des  Longitudes,  conjointement 
avec  M.  Mathieu,  de  déterminer  la  longueur  du  pendule  à  Bordeaux  (août 
1808);  p^fesscur  d^astronomie  à  la  Faculté  des  iSeiences  de  Paris  (18  avril 
1809);  docteur  es  sciences  (5  août  1809);  chevalier  de  la  Légion  d^hon- 
neur  (ordonnance  royale  du  3o  août  1814};  chevalier  de  la  Légion 
d^honneur  (décret  impérial  du  8  avril  i8i5);  chargé,  à  la  Faculté  des 
Sciences,  de  Penseignement  de  la  partie  de  la  physique  relative  à  Pacous- 
tique,  au  magnétisme  et  à  Poptique  (de  1816  à  1826);  réd<icteur  du 
Journal  des  Savants  (6  mai  1816)  ;  membre  du  conseil  de  perfectionnement 
de  PEcole  Polytechnique  ('i3  septembre  1816),  de  1817  à  i8ai;  chargé  par 
le  Bureau  des  Longitudes  d^aller  mesurer  le  pendule  en  Ecosse  et  aux 
tles  Shettland  (1817);  envoyé  à  Ounkerque,  conjointement  avec  Arago, 
pour  déterminer  la  latitude  concurremment  avec  une  Commission  anglaise 
(1818);  inspecteur  des  études  des  Ecoles  royales  militaires  de  Saint<Cyr 
et  de  la  Flèche,  de  1821  à  i83o;  chevalier  de  Pordre  de  Saint-Michel 
(31  juillet  jSai);  membre  du  jury  central  de  Pexposition  des  produits  de 
Pindustrie  (i8i3)  >  officier  de  la  Légion  d'honneur  (1 1  août  iSiS)  ;  envoyé 
par  le  Bureau  dos  Longitudes  en  iTlyrie  et  aux  tles  Baléares  pour  déter- 
miner la  longueur  du  pendule  à  secondes  sur  divers  points  du  parallèle 
moyen,  et  mesurer  à  nouveau  le  pendule  et  la  latitude  à  Pextrémité 
australe  de  Parc  d'Espagne  (1814-1825  )  ;  astronome  titulaire  du  Bureau 
des  Longitudes  (i8i5);  membre  du  jury  pour  Padmission  des  élèves  aux 
Ecoles  Polytechnique  et  de  Saint-Cyr  (i8i5);  rappelé  aux  fonctions  de 
professeur  d^astronomie  à  la  Faculté  des  Sciences  (18  mars  ib76);  doyen 
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de  la  Faculté  deg  Sciences  (33  mai  1840);  membre  du  Conseil  académique 
(19  juin  1B40);  mis  à  la  retraite  comme  professeur  à  la  Faculté  des 
Sciences^  et  nommé  professeur  honoraire  (2  mars  1849);  commandeur 
delà  Légion  d^honneur  f3  mai  1849);  chevalier  de  Tordre  (de  Prusse) 
pour  le  mérite  dans  les  sciences  et  les  arts  (16  août  iS5o). 

Membre  correspondant  de  la  Société  Philomathique  de  Paris  (3  avril 
1797);  associé  de  la  Section  de  Gcométrie  de  Plnstitut  de  France 
(  35  novembre  1800);  membre  de  la  Société  Philomathique  de  Paris  (3  fé- 
vrier 1801);  membre  de  Plnstitut  de  France,  Section  de  Gréométrie 
(11  avril  ioo3);  membre  correspondant  de  PAcadémie  des  Sciences,  Let- 
très  et  Arts  de  Turin  (4  mars  180));  membre  non  résident  de  la  Société 
des  Sciences,  Lettres  et  Arts  de  Nancy  (8  mars  1806);  membre  corres- 
pondant de  TAcadémiedes  Sciences  de  Lucques  (a<)  juillet  1806);  mem- 
bre correspondant  de  PAcadémie  royale  des  Sciences  de  Munich  (6  avril 
1808);  membre  honoraire  de  la  Société  des  Antiquaires  d'Ecosse  (9  dé- 
cembre i8i4);  membre  de  la  Société  royale  de  Londres  (16  a^rii  i8i5); 
membre  de  PAcadémie  royale  des  Sciences  de  Stockholm  (19  )uiQ  1816); 
citoyen  libre  du  bourg  d^Abnrdeen  (9  juillet  1817)  ;  membre  honoraire  de 
la  Société  pour  Pavancement  des  Sciences  naturelles  de  Marbourg  (i3  sep- 
tembre 1817)  ;  membre  honoraire  de  la  Société  Médico-Chirurgicale 
d^Aberdeen  (20  novembre  1817);  docteur  en  droit  civil  et  en  droit  canon 
de  PUniversité  d^Aberdeen  (la  décembre  1817);  membre  honoraire  de 
PAcadémie  impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg  (5  mai  1818); 
membre  correspondant  de  PAcadémie  des  Sciences  de  Naples  (10  avril 
1818);  membre  correspondant  de  PAcadémie  royale  de  Lucques  (q5  août 
1818);  membre  honoraire  de  PAcadémie  de  Wilna  (18  janvier  1819); 
membre  de  la  Société  Philosophique  de  Cambridge  (ji^  avril  1830); 
membre  de  PAcadémie  royale  de  Berlin  (3  juillet  1820);  membre  de  la 
Société  Helvétique  des  Sciences  naturelles  (  38  juillet  1830)  ;  membre  ho- 
noraire de  la  Société  royale  pour  Pencouragement  des  Sciences,  des 
Lettres  et  des  Arts  d^Arras  (18  janvier  1832);  membre  de  PAcadémie 
Américaine  des  Arts  et  Sciences  de  Boston  (31  août  1832);  membre 
étranger  de  la  Société  Italienne  des  Sciences  résidant  à  Modène  (19  no- 
vembre 1833);  membre  honoraire  de  la  Société  Météorologique  de  Lon- 
dres (3o  juillet  182^);  membre  honoraire  de  PAcadémie  des  Sciences  na- 
turelles de  Catane  ^25  juin  1836);  membre  non  résidant  de  PAcadémie 
des  Sciences  et  Bell  es- Lettres  de  Palerme  (i^i^  octobre  1837);  membre 
étranger  de  PAcadémie  de  Palerme  (3  février  1838);  membre  honoraire 
de  rAcadéroie  royale  de  Messine  (3  janvier  1829):  membre  de  la  Société 
pour  Pavancement  des  Sciences  naturelles  de  Halle  (3  juillet  1829); 
membre  de  la  Société  royale  Astronomique  de  Londres  (i3  avril  i833); 
membre  de  la  Société  royale  des  Sciences  d'^Upsal  (18  octobre  i836); 
membre  honoraire  de  la  Société  littéraire  et  philosophique  de  Saint- 
Andrcws^  Ecosse  (36  mai  i838);  membre  correspondant  de  la  Société 
littéraire  et  historique  de  Québec  (30  juillet  iSSg);  honoré  delà  médaille 
de  G.  Copley  (18^0);  membre  libre  de  PAcadémie  des  Inscriptions  et 
Belles-Lettres  de  France  (1841);  membre  honoraire  de  la  Société  litté- 
raire et  philosophique  de  Manchester  (18  avril  i8^3);  membre  corres- 
pondant de  PAcadémie  royale  de  Milan  (8  août  1844);  membre  de  la 
Société  Académique  de  POise  (i845);  membre  correspondant  de  PAcadé- 
mie pontificale  des  Lincei,  de  Bome  (20  novembre  i85o);  membre  corres- 
pondant de  PAcadémie  des  Sciences  de  Bologne  (4  juin  i85f);  membre 
de  PAcadémie  Françiiise  (i856);  membre  correspondant  de  PAcadémie 
des  Sciences,  Lettres  et  Arts  de  Venise  (31  rlécembre  1857);  membre 
correspondant  de  PAcadémie  royale  des  Sciences,  Lettres  et  Arts  de  Mo- 
dène (30  décembre  i858);  académicien  étranger  pour  la  classe  physico- 
mathématique de  PAcadémie  royale  des  Sciences  de  Turin  (8.  janvier 
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i86o);  membre  étranger  de  rÂ.cadémie  impériale  des  Sciences  de  V  ionne 
(a6  mai  1860);  membre  correspondant  de  fAcadémie  des  Sciences  natu- 
relles de  Cherbourg  (i5  janvier  1861). 

Mort  à  Paris  le  3  février  1862. 


CATALOGUE 

DES  MÉMOIRES  ET  ARTICLES  INSÉRÉS  DANS  DIVERS  RECUEILS 

OU  PUBUCATIONS  PÉRIODIQUES. 


10  BULLETIN  DE  LA  SOCIETE  PHILOMATHIQVE  {\re  SÉRIE). 

1.  Considérations  sur  les  équations  aux  différences  mêlées;  décembre 

1799»  t-  II- 

2.  Mémoire  sur  Tintégration  des  équations  difFérentielles  et  sur  les 
surfaces  vibrantes;  octobre  1800. 

5.  Sur  la  théorie  du  comte  Rumford  relative  à  la  propagation  de  la 
chaleur  dans  les  fluides;  août  1801,  t.  XLl. 

4.  Sur  quelques  propriétés  de  Tapparcil  galvanique  (en  commun 
avec  Fr.  Cuvier);  août  1801. 

5.  Sur  le  mouvement  du  fluide  galvanique;  septembre  i8o{. 

6.  Sur  les  mouvements  des  substances  odorantes  placées  sur  Peau  ; 
septembre  1801. 

7.  Sur  la  propagation  du  son;  juin  1802. 

8.  Sur  Jes  courbes  tautochrones  ;  avril  i8o3. 

9.  Quelle  est  Tinfluence  de  Toxydation  sur  la  colonne  élecirique  de 
Volta;  juillet  i8o3. 

10    Sur  les  pierres  météoriques;  août  i8o3. 

il.  Sur  la  loi  mathématique  de  la  propagation  de  la  chaleur;  juillet  i8o4- 

12.  Sur  les  variaiions  du  magnétisme  terrestre  à  différentes  latitudes' 
(en  commun  avec  Humboldt);  octobre  1804. 

13.  Sur  la  formation  de  Teau  par  la  compression,  et  sur  la  nature  de 
rétincelle électrique;  décembre  1804. 

2«  SERIE  OU  NOUVEAU  BULLETIN. 

14.  Sur  rinfluence  de  Phumidité  et  de  la  chaleur  dans  lés  réfractions  ; 
août  1807, 1. 1«'. 

15.  Sur  Panalyse  comparée  de  Parragonite  et  du  carbonate  de  chaux 
rhomboîdal  (en  commun  avec  Thenard);  14  septembre  1807. 

16.  Sur  la  production  du  son  dans  les  vapeurs;  novembre  1807. 

17.  Expériences  sur  la  mesure  du  pendule  à  secondes,  sur  différents 
points  de  Parc  du  méridien  compris  entre  Dunkerque  et  Pile  de  Fermen- 
tera; août  1808. 

18.  Sur  les  réfractions  extraordinaires  qui  s^observent  très-près  de  llio- 
rizon;  8  août  1808. 

19.  Sur  la  propagation  du  son  à  travers  les  corps  solides,  et  à  travers 
Pair  dans  des  tuyaux  cylindriques  très-ulloogés;  7  novembre  1808. 

20. 'Sur  Pattraction  des  sphéroïdes;  mars  i8ia>  t.  lil. 
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21.  Sur  de  nouveaux  rapports  entre  la  réflexion  et  la  polarisation  de 
la  lumière;  i^'  juin  i8ia. 

22.  Suite  du  précédent  Mémoire;  i5  juin  1813. 

23.  Sur  un  nouveau  genre  de  besicles  inventé  par  Wollaston;  sep- 
tembre 181 3.^ 

24.  Nouvelle  application  de  la  théorie  des  oscillations  de  la  lomiére; 

27  décembre  181 3,  t.  IV. 

2âl.  Sur  les  propriétés  physiques  que  les  molécules  lumineuses  acquiè- 
rent en  traversant  les  cribtaux  doués  de  la  double  réfraction  ;  2a  mai  i8i4* 

26.  Découverte  d^une  différence  physique  dans  la  natnre  des  forées  po- 
larisantes de  certains  cristaux;  25  avril  i8i4- 

27.  Sur  un  mode  particulier  de  polarisation  qui  s^observe  dans  la  tour- 
maline; janvier  i8i5. 

28.  Sur  la  nature  des  forces  qui  produisent  la  double  réfraction  ;  jan- 
vier i8i5. 

29.  Lettre  de  M.  Brevrsler  à  M.  Biot,  et  Note  de  M.  fiiot  ;  janvier  i8i5* 

30.  Expériences  de  MM.  Brewster  et  Biot  sur  les  larmes  bataviques; 
avril  i8i5. 

3i.  Sur  une  loi  remarquable  qui  s^observe  dans  les  oscillations  des 
particules  lumineuses,  lorsqu'elles  traversent  obliauement  des  lames 
minces  de  chaux  sulfatée  ou  de  cristal  de  roche  taillées  parallèlement  à 
Taxe  de  cristallisation;  28  juin  i8i5. 

32.  Sur  une  manière  d^imiter  artiOciellement  les  phénomènes  des  cou- 
leurs produites  par  Paction  des  lames  minces  de  mica  sur  des  rayons  po- 
larisés; 29  mai  181 5. 

33.  Phénomènes  de  polarisation  successive,  observés  dans  des  fluides 
homogènes;  25  octobre  181 5. 

54.  Rapport  sur  un  Mémoire  de  MM.  Dulonget  Petit,  relatif  aux  lois 
de  la  dilatation  des  solides^  des  liquides  et  des  fluides  élastiques,  à  toutes 
les  températures  ;  juin  i8i5. 

35.  Sur  la  loi  de  Newton  relative 'à  la  communication  de  la  chaleur; 

28  décembre  i8i5,  t.  V. 

36.  Sur  le  développement  des  forces  polarisantes  par  la  pression  ;  jan- 
vier 1816. 

37.  Recherches  sur  la  diffraction  de  la  lumière  (en  commun  avec 
M.  Pouillet)  ;  mars  1816. 

38.  Nouvelles  épreuves  sur  la  vitesse  inégale  avec  laquelle  Pélectricité 
circule  dans  divers  appareils  électromoteurs;  mai  1816. 

39.  Sur  le  jeu  des  anches  ;  juin  1816. 

40.  Comparaison  du  sucre  et  de  la  g^omme  arabique  dan»  leur  actioa 
sur  la  lumière  polarisée;  juillet  1816. 

4i.  Construction  d*un  colorigrade;  2  septembre  1816. 

42.  Observations  qui  prouvent  Pindépendanee  absolue  des  forées  pola- 
risantes qui  font  osciller  la  lumière,  et  de  celles  qui  la  font  tourner; 
septembre  1816. 

43.  Remarques  sur  les  sons  que  rend  un  tuyau  d'*orguc  rempli  aacces* 
sivement  de  diftereuts  gaz;  novembre  1816. 

44.  Nouvelles  expériences  sur  le  développement  des  forces  polarisaniti 
par  la  compression,  dans  tous  les  sens  des  cristaux:  janvier  1S17. 

45.  Sur  la  cristallisation  du  mica;  janvier  1818,  t.  VI. 

46.  Sur  la  cristallisation  du  sucre  de  canne  ;  février  1818. 
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47.  Sur  un  perfectionnement  du  colorigrade ;  i5  juin  1818. 

48.  Sur  Tutilité  des  lois  de  la  polarisation  de  la  lumière  pour  mani- 
fester Pexistence  et  la  nature  des  systèmes  cristallins;  33  juin  1818. 

49.  Nouveaux  faits  sur  là  polarisation  de  la  lumière;  août  1818. 

60.  Sur  quelques  résultats  scientifiques  des  observations  faites  dans 
Pexpédition  anglaise  au  Pôle  Nord;  novembre  1818. 

31.  Sur  la  longueur  du  pendule  à  secondes,  observée  à  Unst,  la  plus 
boréale  des  lies  Shettland;  1819. 

62.  De  Pinfluence  que  la  réfraction  ordinaire  et  la  réfraction  extraor- 
dinaire exercent  sur  Tabsorption  des  rayons  lumineux,  dans  leur  passage 
à  travers  certains  corps  cristallisés  ;  juin  181g. 

55.  Sur  la  divcfsité  des  couleurs  qu^offrent  certains  minéraux,  lorsque 
les  rayons  lumineux  les  traversent  en  différents  sens  ;  septembre  iSig. 

64.  Sur  une  nouvelle  propriété  qu^acquièrent  les  lames  de  verre,  quand 
elles  exécutent  des  vibrations  longitudinales  ;  17  janvier  1820. 

66.  Sur  les  lois  de  la  donble  réfraction  et  de  la  polarisation  dans  les 
corps  régulièrement  cristallisés  ;  ag  mai  1819,  t.  VII. 

66.  Sur  la  double  réfraction  de  Penclase  et  de  la  topaze  jaune  du  Brésil  ; 
1820. 

67.  Examen  optique  de  la  structure  cristalline  du  kannelstein  (Ëssonite 
de  Haûy);  i8ao. 

68.  Sur  la  structure  de  la  substance  verte  qui  se  trouve  dans  les  cavités 
de  la  masse  de  fer  natif  découverte  en  Sibérie  par  Pallas;  1820. 

69.  Sur  Papophyllite  ;  i8ao. 

60.  Sur  la  longueur  absoFuedu  pendule  à  secondes,  mesurée  en  Angle- 
terre et  en  Ecosse  par  le  procédé  de  Borda,  etc.  ;  juillet  1820. 

20  COMPTES  RENDUS  HEBDOMADAIRES  DES  SÉANCES 
DE  L'ACADÉMIE  DES  SCIENCES. 

Tome  1",  1835. 

61.  Moyen  de  déterminer,  à  Taide  des  méthodes  optiques,  les  mélanges 
on  les  combinaisons  chimiques  ;  p.  66. 

69.  Sur  une  relation  très-simple  qui  existe  dans  les  solutions  diacide 
tartrique  entre  leurs  proportions  constituantes  et  leur  densité;  p.  34o. 

65.  Sur  les  propriétés  moléculaires  de  Tacide  tartrique;  p.  457. 

64.  Composition  de  Pair  dissous  dans  Peau  puisée  à  diverses  profon- 
deurs. —  Instrument  destiné  à  puiser  de  Peau  à  de  grandes  profondeurs; 
|).  410,  416. 

ToHB  XI,  1836. 

66.  Méthodes  mathématiques  et  expérimentales  pour  discerner  les 
mélanges  et  les  combinaisons,  etc.;  p.  53. 

66.  Sur  la  polarisation  des  rayons  calorifiques  (en  commun  avec  MeU 
loni);p.  194. 

67.  Sur  un  Mémoire  de  Puissant  relatif  à  uno  nouvelle  détermination 
de  la  longueur  de  Parc  compris  entre  les  parallèles  de  Montjouy  et  de 
Formeniera  (en  commun  avec  Arago);  p.  45o. 

68.  Examen  comparatif  du  sucre  de  maïs  et  du  sucre  de  betterave; 
p.  464* 

G&.  Sur  une  nouvelle  relation  physique  entre  les  éléments  des  corps 
naturels  et  les  affections  propres  des  divers  rayons  simples  ;  p.  540. 


(62) 

70.  Sur  an  Mémoire  de  Fresnel  ;  p.  546,  565. 

71.  Sur  les  acides  tartrovinique  et  tartrométhyliqoe;  p.  6io. 

Tome  III,  1836. 

72.  Sur  les  réfractions  astronomiques;  p.  337,  5o4* 

75.  Sur  la  constitution  de  Patmospbère  terrestre;  p.  597. 

74.  Sur  le  métcore  périodique  du  i3  novembre;  p.  663. 

ToMR  IV,  1837. 

75.  Sur  des  fleurs  de  jacinthe  blanc  injectées  en  rouge  par  le  suc  de 
phytolaca;  p.  12. 

76.  Sur  des  matières  pierreuses  qui  ont  été  employées  en  Chine  comme 
substances  alimentaires;  p.  3oi . 
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qui  ne  les  décomposent  pas  chimiquement ,  conlracicnt  avec  eux  une 
combinaison  passagère,  sans  proportions  fixes,  etc.  ;  p.  257. 

219.  Sur  l'application  de  la  théorie  de  l'achromatisme  à  la  Cduipensa- 
tion  des  mouvements  angulaires  que  le  pouvoir  rotatoire  imprime  aux 
plansdo  polarisation  des  rayons  lumineux  d'inégale  rcfrangibit i té;  p.  4o5. 

Tome  LIX,    1860. 

220.  Introduction  aux  recherches  de  mécanique  chimique,  dans  les- 
quelles la  lumière  polarisée  est  employée  auxiliaircmenl  comme  réactif; 
p.  206. 
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221.  Appendice  sur  un  point  de  riiistoire  de  Poptique  relatif  aux  phé- 
nomènes de  la  polarisation  de  la  lumière;  p.  326. 

6»  MÉMOIRES  DE  L'WSTITIJT  (CLASSE  DES  SCIENCES  PHYSICO-MATHÉMATIQUES). 

Tome  IV,   1803. 

222.  Recherches  sur  Pintégration   des  équations  différentielles   par- 
tielles et  sur  les  vibrations  des  surfaces;  p.  31. 

Tome  V,  1804. 

223.  Rapport  sur  les  expériences  de  Volta;  p.  igS. 

Tome  VI,  1805. 

224.  Recherches  sur  le  calcul    aux  diflTérences  partielles  et    sur  les 
attractions  des  sphéroïdes;  p.  201. 

Tome  VU,  1806. 

22^.  Sur  les  affinités  des  corps  pour  la  lumière  et  paiticulièrement  sur 
les  l'orces  réfringentes  des  différents  gaz  (en  commun  avec  Arago);  p.  3oi. 

Tome  X,  1809. 

226.  Recherches  sur  les  réfractions  extraordinaires   qui  s'observent 
très-près  de  Thorizon;  p.  i. 

Tome  XII,  1811. 

227.  Mémoire  sur  de  nouveaux  rapports  qui  existent  entre  la  réflexion 
et  la  polarisation  de  la  lumière  par  les  corps  cristallisés;  p.  i35. 

Tome  XIII,  1812. 

22B.  Mémoire  sur  un  nouveau  genre  d'oscillation  que  les  molécules 
de  la  lumière  éprouvent  en  traversant  les  corps  cristallisés;  p.   i. 

229.  Sur  une  nouvelle  application  de  la  théorie  des  oscillations  de  la 
lumière;  p.  1,  u^  partie. 

250.  Discours  prononcé  aux  funérailles  de  Malus;  supplément  à  la 
2«  partie,  p.  1. 

Tome  XIV,  1813. 

251.  Observations  sur  la  nature  des  forces  qui  partagent  les  rayons 
lumineux  dans  les  corps  doués  de  la  double  réfraction  ;  p.  221. 
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252.  Mémoire  sur  les  rotations  que  certaines  substances  impriment 
aux  axes  de  polarisation  des  rayons  lumineux;   1817,  t.  Il,  p.  ^i. 

255.  Sur  les  lois  générales  de  la  double  réfraction  et  de  la  polarisation 
dans  les  corps  régulièrement  cristallisés;  1818,  t.  ill,  p.  177. 

254.  Notice  sur  les  voyages  entrepris  pour  mesurer  la  courbure  de  la 
terre  et  la  variation  de  la  pesanteur  terrestre  sur  Parc  du  méridien  com- 
pris entre  les  fies  Pythiuses  et  les  lies  Shetlland;  1818,  t.  lil^  p.  lxxiii. 

255.  Mémoire  sur  la  figure  de  la  terre;  1827,  t.  VIII,  p.  i. 

256.  Sur  la  polarisation  circulaire  et  sur  ses  applications  à  la  chimie 
organique;  i83:ï,  l.  XIII,  p.  39, 
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237.  Sur  les  modifications  que  la  fécule  et  la  gomme  subissent  sous 
Pinfluence  des  acides  (en  commun  avec  M.  Persoz);  i832,  t.  XIII,  p.  4^7* 

258.  Recherches  sur  Tannée  vague  des  Egyptiens  ;  i832,  t.  XIII,  p.  547* 

259.  Rapport  sur  les  expériences  de  Melloni,  relatives  à  la  chaleur 
rayonnante;  t.  XIV,  p.  4^3. 

240.  Méthodes  mathématiques  et  expérimentales  pour  discerner  les 
mélanges  et  les  combinaisons  chimiques  déHnies  ou  non  définies,  etc.; 
i836,  t.  XV,  p.  93. 

241.  Sur  plusieurs  points  fondamentaux  de  mécanique  chimique  ; 
1837,  t.  XVI,  p.  229. 

242.  Sur  Texistence  d^une  condition  physique  qui  assigne  à  Tatmos- 
phère  terrestre  une  limite  supérieure  d^élcvation,  etc.;  itSSg,  t.  XVII, 
p.  769. 

245.  Sur  la  polarisation  lamellaire;  1841,  t.  XVIil,  p.  539. 

244.  Sur  les  lunettes  achromatiques  à  oculaires  multiples;  1841» 
t.  XIX,  p.  3. 

24^.  Sur  la  latitude  de  Textrémité  australe  de  Tare  méridien  de  France 
etd^Espagne;  i843;  t.  XIX,  p.  SSg. 

246.  Sur  divers  points  d^astronomie  ancienne  et  en  particulier  sur  la 
période  sothiaque;  i845,  t.  XX,  p.  i. 

247.  Sur  les  phénomènes  rotatoires  opérés  dans  le  cristal  de  roche; 
1845,  t.  XX,  p.  22 T. 

248.  Résumé  de  chronologie  astronomique;  i849i  t.  XXII,  p.  209. 

249.  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Pasteur  touchant  les  relations 
qui  peuvent  exister  entre  la  forme  cristalline,  la  composition  chimique  et 
le  pouvoir  rotatoire  moléculaire;   i853,  t.  XXIU,  p.  67. 

280.  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Pasteur  relatif  aux  acides  aspar- 
tique  et  malique;  i853,  t.  XXllI,  p.  389. 

251.  Recherches  de  quelques  dates  absolues  qui  peuvent  se  conclure 
de  dates  vagues  inscrites  sur  des  monuments  égyptiens;  i853,  t.  XXIV, 
p.  265. 

252.  Sur  un  calendrier  astronomique  et  astrologique  trouvé  à  Thèbes 
en   Egypte  dans  les  tombeaux  de  Ramsès    VI  et  de   Ramsès  IX;   i853, 

t.  XXIV,  p.  549. 
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2S5.  Mémoire  sur  les  équations  aux  difTérenccs  mêlées;   1799,  t.   l, 

90  JOURNAL  DES  SAVANTS. 

254.  A  practical  treatiso  on  propelling  vesscis  by  steam....  Traité 
pratique  sur  Part  de  faire  marcher  les  bâtiments  à  Paide  de  la  vapeur, 
par  R.  fiuchanan;  septembre  1816,  p.  3. 

255.  Voyage  en  Norwégo  et  en  Laponie  pendant  les  années  1806,  1807 
et  1808,  par  L.  de  Buch;  novembre  1816,  p.  i3i. 

256.  A  practical  treatise  on  gaz-light Traité  pratique  de  Péclairage 

par  le  gaz  inflammable,  par  F.  Accunt  ;  janvier  1817,  p.  12. 

257.  Mémoires  de  la  Classe  des  Sciences  mathématiques  et  physiques 
de  PInstitut,  année  i8i4>  mars  1817,  p.  i43. 

258.  Expérimental  outlines  for  a  new  theory  of  colours. . . .  Esquisse 
expérimentale  d^u no  nouvelle  théorie  des  couleurs,  etc.,  par  J.  Rcade;  avril 
1817,  p.   102. 
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2K9-  Résumé  des  procédés  découverts  par  M.  Dary  pour  prévenir  les 
explosions  dans  les  mines  de  houille,  elc;  mai  1827,  p.  3o4' 

260.  A  voyage  round  Ihe  world\ . . .  Yoyngc  autour  du  monde  de  1806 
à  1813,  par  Archibald  Campbell  ;  juin  1817,  p.  3o4< 

261.  Traité  d'Economie  politique,  etc.,  par  J.-B.  Say;  juillet  1817, 
p.  396. 

262.  Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  i8t8.  — Connaissance 
des  Temps  pour  1820;  mars  1818,  p.  i3i. 

265.  Histoire  de  PAstronoraie,  par  Delambre;  septembre  1818,  p.  55o; 
avril  1819,  p.  229. 

264.  Mission  from  Cape^Coast-Castle  to  Ashantees. . . .  Mission  en- 
voyée du  fort  de  Cape-Coasl,  dans  le  pays  des  Ashantees,  etc.,  par  T.  E. 
Bowdich;  août  1819,  p.  ^Si. 

265.  Considérations  sur  la  nature  et  les  causes  de  Taurore  boréale; 
Juin  1S20,  p.  343  ;  juillet,  p.  387  ;  août,  p.  4^0» 

266.  Sur  Taimantation  imprimée  aux  métaux  par  Pélectricilé  en  mou- 
vement; avril  1821,  p.  221. 

267.  Traité  des  parafoudres  et  des  paragréles  en  cordes  de  paille,  etc., 
par  Lapostolle;  mai  1821,  p.  287. 

26^.  Sur  le  mode  d'*éducation  du  peuple  en  Ecosse,  etc.;  mars  1822, 
p.  137. 

269.  Note  sur  le  tremblement  de  terre  du  19  février  1822  ;  avril  1822, 
p.  241.  ^ 

270.  Extrait  d^un  discours  prononcé  aux  funérailles  de  M.  Delambre; 
septembre  1822,  p.  568. 

271.  An  account  of  expcrimenls.  .  Exposé  d'expériences  pour  déter- 
miner la  figure  de  la  terre,  etc.,  par  Ed.  Sabine;  novembre  i825,  p.  643; 
janvier  1826,  p.  3. 

272.  Extrait  d'un  discours  prononcé  aux  funérailles  de  Laplace;  mars 

1827,  p.   187. 

275.  Histoire  de  TAslronomie  au  xviii®  siècle,  parDelambre;  avril 

1828,  p.  19!). 

274.  An  account  of  expcriments. . . .  Helation  d'expériences  pour  dé- 
terminer la  figure  de  la  terre,  etc.,  par  Ed.  Sabine;  avril  1829,  p.  2o5. 

275.  Reflections  on  the  décline  of  science  in  England Réflexions 

sur  la  décadence  des  sciences  en  Angleterre,  etc.,  par  Ch.  Babbagc;  jan- 
vier i83i,  p.  4»' 

276.  Memoirs  of  the  Astronomical  Society  of  London. .. .  Mémoires 
publics  par  la  SociéU;  astronomique  de  Londres  depuis  i822Jusqu^à  i83o; 
août  i83i,  p.  489;  octobre,  p.  611  ;  novembre,  p.  662  j  février  i832,  p.  65; 
mars,  p.  i38. 

277.  Mécanique  oclestc  par  M™**  Sommerville;  Janvier  i832,  p.  28. 

278.  The  life  cf  sir  Isaac  Newton.,..  Vie  de  sir  Isaac  Newton,  par 
D.  Brewsler;  avril  i83i,  p    193  ;  mai,  p.  263  ;  juin,  p.  32i. 

279.  Cours  de  Botanique,  par  A.  Pyr.  de  CandolJe;  avril  i833,  p.  243. 

280.  Christiani  Hugenii  nliorumque. ..  .  Exercitationes  mathematirae 
et  philosophicae. . . .  Exercices  philosophiques  et  mathématiques  de 
Chr.  Huyghens,  etc.,  par  P.-J.  TJylrnbroek;  mai  i834,  p.  29. 

281.  Memoirs  of  John  Napier  of  Merchislon. . . .  Mémoires  sur  Jean 
Napier  de  Merchiston,  etc.,  par  Mark  Napier;  mars  i835,  p.  iSi  ;  mai, 
p.  257. 
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2U2.  Analyse  et  restitution  de  Touvrage  original  de  Napier  intitulé  : 
Mirifici  logarithmonim  canonis  constructio  ;  juin  iK35,  p.  354. 

285.  An  account  of  ihe  rev.  John  Flamsteed.  . ..  Détails  historiques 
sur  la  Tie  de  John  Flamsteed,  etc.,  par  F.  Baily  ^  mars  i836,  p.  i56;  avril, 
p.  ao5;  novembre,  p.  641. 

284.  Analyse  des  Tables  de  réfraction  construites  ^ar  INevrton,  etc.  ; 
décembre  i836|  p.  735.  * 

285.  Address  delivered  at  the  anniversâry  meeting  of  the  royal  So- 
ciety. . ..  Discours  prononcé  à  la  réunion  anniversaire  do  la  Société  royale 
de  Londres  par  le  duc  de  Susses  ;  février  i837,  P»  74- 

286.  Astoria....  Asioria  ou  récit  d^nne  expédition  au  delà  des  mon- 
tagnes Rocheusos,  par  Wasingthon  Irvingj  mars  1837,  p.  137;  avril, 
p.  228;  février  i838,  p.  99;  mars,  p.  161. 

287.  Traités  chinois  sur  la  culture  des  mûriers,  etc.,  par  St.  Julien; 
août  1837,  p.  4^3. 

288.  Stellarum  duplicium  et  mulliplicium  meiisura)  micromelricœ. . . . 
Mesures  microméiriques  des  étoiles  doubles  et  mnU'iples,  par  W.  Struvc  j 
mai  18  {8,  p.  297. 

289.  Sur  les  eflets  chiniiques  des  radiations  et  sur  Temploi  qu^en  a  fait 
iVI.  Daguerre,  etc.;  mars  iî>39,  p.  173. 

290.  L'Irlande  sociale,  politique  et  religieuse,  par  M.  G.  de  Beau- 
mont;  décembre  1839;  p.  7o5. 

291.  Ueber  die  Zeitrechnung  der  Chinesen....  Sur  la  Chronologie 
des  Chinois,  par  Ludwig  Ideler;  décembre  1839,  P*  *>*'»  janvier  1840, 
p.  27;  février,  p.  73;  mars,  p.  142;  avril,  p.  227;  mai,  p.  264;  juin, 
p.  372. 

292.  China,  its  staie  and  prospects. ...  La  Chine,  son  état  actuel  et 
son  avenir,  elc,  par  W. -H.  Medhurst;  mars  1841,  p.  129. 

295.  Traité  des  instruments  astronomiques  dos  Arabes,  par  Aboul- 
Hassan;  septembre  1841,  p.  5i3;  octobre,  p  602;  novembre,  p.  659. 

294.  Traduction  et  examen  d^ln  ancien  ouvrage  chinois,  intitulé  : 
Tcheou-pei...  ,  par  Ed.  Biot;  août  18^2,  p.  449- 

295.  Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  FAcadémie  des 
Sciences,  etc.;  novembre  1842,  p.  641. 

296.  Tables  pour  le  calcul  des  syzygies  écliptiques  et  non  écliptiques, 
par  M.  Lar^eteau,  etc.  ;  juillet  1843,  p.  4^4  î  août,  p.  481. 

297.Surun  Trailé  arabe  relatif  à  Pastronomie;  septembre  1843,  p.  5i3; 
octobre,  p.  609;  novembre,  p. 694;  décembre,  p.  719. 

298.  Principales  Tables  de  M.  Mendoza,  etc.,  par  M.  Richard;  août 
i844<  P*  47'i  septembre,  p.  524. 

5i99.Thewar  in  China. . . .  Récit  de  Texpédition  anjglaiseen  Chine,  etc., 
par  Duncan  Mac  Pherson;  octobre  i844>  P*  ^77* 

500.  Réclamation  relative  à  fannonce  d%in  Mémoire  de  M.  Scdillot 
sur  les  instruments  astronomiques  des  Arabes;  octobre  i^44»  P-  ^4^* 

501.  Sur  les  Nacshatrasou  mansioas  de  la  Lune  chez  les  Hindous,  elc.  ; 
janvier  i845,  p.  Sg. 

502.  Sur  un  exposé  de  la  Théorie  de  la  Lune,  rédigé  par  un  auteur 
arabe  du  x^  siècle;  mars  1845,  p.  149. 

505.  Introduction  à  Thistoire  du  Buddhisme  indien,  par  E-  Bur- 
nouf,  etc.  ;  avril  i845,  p.  233;  mai,  p.  267;  juin,  p.  337. 

504.  Sur  les  modifications  qui  s^opèrent  dans  le  sens  de  la  polarisation 
Bulletin  mathématique,  t.  VIII.  (Octobre  18G2.)  'O 
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des  rayons  lumineux,  etc.;    1846,  février,  p.  gS;  mars,  p.    145  ;  avrils 
p.  3i4> 

305.  Sur  la  planète  nouvellement  découverte  par  M.  Le  Verrier,  etc.  ; 
1846,  octobre,  p.  677;  novembre,  p.  641  ;  décembre,  p.  760;  i847>  J^"" 
vier,  p.  18;  février,  p.  65;  mars,  p.  180. 

306.  Sur  le  catalogue  d^étoitesde  Ptolémée  ;  juillet  1847;  p.  4^6. 

307.  Description  de  Pobservatoire  astronomique  central  de  Poulkova, 
parF.-G.-W.  Struve,  etc.;  i847>  septembre,  p.  5i3';  octobre,  p.  610. 

308  Cours  élémentaire  de  Chimie,  par  M.  V.RegnauU;  1848,  février, 
p.  65;  mars,  p.  i38;  avril,  p.  209. 

509.  Sur  trois  observations  d^Hipparque;  1848,  août,  p.  449*  '^P' 
tembre,  p  btic), 

310.  Narrative  oflhe  Unit<Hl -States  exploring  expédition.  .  .  Relation 
du  voyage  de  découvertes  exécuté  par  ordre  des  Etats-Unis  d'Amérique 
de  i838  à  i84^>  etc.,  par  C.  VVilkes;  nS/,8,  novembre,  p.  672;  décembre, 
p.  709;  1849,  février,  p.  65;  avril,  p.  a5i. 

311.  Note  relative  aux  instruments  et  aux  procédés  pratiques  des  gro- 
matici  veteres;  i849)  avril,  p.  238;  mai,  p.  3i3. 

312.  Recherches  chimiques  sur  la  respiration  des  animaux  de  diverses 
classes,  par  IViM.  V.  Regnault  et  J.  Reiset;  i849)  août,  p.  490;  septembre, 
p.  5i3;  octobre,  p.  677;  novembre,  p.  691. 

513.  Une  anecdote  relative  à  M.  Laplace;  février  i85o,  p.  65. 

314-  Theonis  Smyrnœi  platonici  liber  de  Astronomia. . . .  Traduit  du 
grec  en  latin,  par  SVl.  Th.  Martin,  etc.;  avril  i85o,  p.  193. 

313.  Notice  sur  des  manuscrits  inédits  du  P.  Gaubil  et  du  P.  Amiot, 
etc.  ;  mai  i85o,  p.  3o2. 

316.  Report  of  the  royal  astronomer. . . .  Rapport  présenté  par  Pastro- 
nome  royal,  etc.  ;  juillet  i85o,  p.  385. 

317.  Recherches  sur  Pagricutture  et  Phorticulture  des  Chinois,  etc., 
par  M.  le  baron  Léon  d'Hervey-Saint-Denys;  novembre  i85o,  p.  64i* 

318.  Notice  sur  Gay-Lussac,  etc.  ;  décembre  i85o,  p.  705. 

519.  Le  Tcheou-li  ou  rites  des  Tcheou,  traduit  pour  la  première  fois 
par  feu  Ed.  Biot,  etc.  ;  i85i,  janvier,  p.  i;  février,  p.  65. 

320.  Considérations  sur  les  bêtes  à  laine  au  xix®  siècle,  etc.;  i85(, 
juillet,  p.  385. 

521.  Etudes  sur  la  condition  de  la  c'ass^;  agricole  en  Normandie,  etc., 
parM.  L.  Delisle;  i85i,  septembre,  p.  536;  octobre,  p.  58i  ;  novembre, 
p.  657. 

522.  Correspondance  of  sir   Isnac  Newton    and  professor  Cotes 

Correspondance  cle  sir  Isaac  Newton  et  du  professeur  Cotes,  etc.,  publiée 
par  J.  Eddieston;  i852,  avril,  p.  217;  mai,  p.  269;  juin,  p.  400;  juillet, 
p.  458;  août,  p.  522;  octobre,  p.  66i. 

523.  Détermination  de  Péquinoxe  vernal  de  i853  en  Egypte,  etc.,  par 
M.  Mariette;  i855,  mai,  p.  269 ^  juin,  p.  347;  juillet,  p.  419. 

524.  Sur  les  restes  de  Pancienne  uranographie  égyptienne  que  Pon 
pourrait  retrouver  aujourd'hui  chez  les  Aiabes,  etc.;  août  i855,  p.  461. 

525.  Memoirs  of  the  iife,  writings. .  . .  Mémoires  sur  la  vie,  les  écrits 
et  les  découvertes  de  sir  Isaac  Newton,  par  sir  D.  Brewster,  etc.  ;  i855, 
octobre,  p.  589;  novembre,  p.  662. 
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476.  Mélanges  scientifiques  et  littéraires.  In-S,  3  vol.  Michel  Lévy 
frères  ;  Paris,  1 858 . 

477.  Etudes  sur  Pastronomie  indienne  et  sur  Pastronomie  chinoise. 
In -8,  1  vol.  Michel  Lévy  frères;  Paris,  1862. 

Ce  relevé,  malgré  tous  les  soins  que  j^ai  mis  à  le  faire,  est  très-certaine- 
menl  incomplet.  Tel  qu^il  est  cependant,  j^espère  qu'il  permettra  d'em- 
brasser dans  sou  ensemble  la  vie  scientifique  do  M.  Biot.  11  facilitera  d'ail- 
leurs les  recherches  aux  personnes  qui  auraient  besoin  de  recourir  à  des 
Mémoires,  à  des  articles  ou  à  des  ouvrages  spéciaux.  Paurai  ainsi  atteint 
le  double  but  que  je  me  suis  proposé. 

F.  LEFORT. 

Paris,  le  27  mat  1862. 


(  8.  ) 


NOTICE  SUR  LA  VIE  ET  LES  TRAYADX  D«LBY  TEBQUEH. 


Terquem  (Olry)  naquît  à  Metz  le  i6  juin  178a.  Sa  fa- 
mille, qui  professait  la  religion  Israélite,  s'était  établie 
depuis  longtemps  dans  cette  ville  et  y  avait  acquis  par  le 
négoce  une  honorable  aisance;  mais  le  père  d'Olry» 
ayant  prêté  à  des  émigrés  des  sommes  qui  ue  punent  lui 
être  remboursées,  vit  sa  fortune  eonsidérablement  ré- 
duite, ce  qui  ne  Fempêcha  pas  de  donner  à  ses  enfants 
une  éducation  convenable. 

Olry  (^),  comme  tous  les  enfants  Israélites  de  Tépoque, 
passa  son  enfance  dans  une  école  où  Ton  enseignait  ex* 
clusivement  la  langue  hébraïque.  Cet  enseignement  con- 
sistait dans  la  lecture  du  Rituel;  pais,  lorsque  l'enfant 
lisait  couramment,  ce  qui  demandait  plusieurs  années 
d'exercice,  on  le  mettait  à  la  traduction  de  la  Bible.  On 
traduisait  mot  à  mot,  ^ans  indication  des  lois  grammati- 
cales, ^ue  d'ailleurs  le  maître  ignorait  lui-même.  La  tra- 
duction se  faisait  en  patois  messin  israélite,  sorte  de 
mélange  d'allemand,  de  polonais,  de  gascon  et  de  mots 
dénaturé»,  jusque-là  que  presque  toutes  les  voyelles  avaient 
été  transposées  à  dessein,  afin  d'avoir  un  langage  incom- 
préhensible aux  autres  peuples  avec  lesquels  les  juifs 
avaient  des  rapports  de  commerce.  Il  n^entraît  jamais 
dans  l'école  ni  papier  ni  encre. 

Cet  enseignement,  si  différent  de  celui  de  nos  collèges. 


{*)  Ces  renaeignemeiits  sur  les  premières  années  de  Terquem  sont  em- 
pruntés presque  textuellement  à  une  note  manuscrite  de  M.  Gerson  Lery, 
de  Metz. 

Bulletin  mathématiiiue,  t.  VIII.  (Novembre  1862.)  '  ^ 
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produisait  cependant  de  bons  résultats.  On  allait  dans 
ces  écoles  pour  apprendre  Thébreu,  et  l'on  y  apprenait 
l'hébreu,  tandis  que  nos  savantes  analyses  grammaticales 
ou  logiques  parviennent  rarement  à  nous  faire  savoir  le 
latin  et  presque  jamais  le  grec.  A  part  le  patois  messin 
qu'il  avait  en  médiocre  estime,  M.  Terquem.  approuvait 
assez  renseignement  des  écoles  rabbiniques.  Il  pensait 
que  les  langues  s'apprennent  en  lisant  beaucoup  et  en 
écrivant  peu^  contrairement  à  ce  qui  se  pratique  dans 
nos  collèges. 

A  l'âge  de  douze  ans,  Olry  fut  confié  à  un  hébraïsant 
versé  dans  les  études  talmudiques,  mais  qui  suivit  les 
mêmes  errements  quant  au  mode  d'enseignement.  Ter- 
quem s'adonna  à  l'interprétation  du  Talmud  avec  une 
opiniâtreté  qui  ne  le  faisait  reculer  devant  aucun  obstacle. 
Il  m'a  avoué  depuis  que  cette  étude  lui  avait  donné  le 
goût  des  choses  difficiles.  C'est  pour  cette  raison  que  les 
parties  des  mathématiques  qui  exigent  la  plus  forte  con- 
tention d'esprit  furent  toujours  celles  qui  eurent  pour  lui 
le  plus  d'attrait. 

Il  arrive  souvent  qu'on  estime  ce  que  l'on  possède 
moins  pour  sa  valeur  intrinsèque  que  par  ce  qu'il  a  coûté 
â  acquérir.  Terquem  avait  aperçu  de  bonne  heure  le  dan- 
ger de  ces  rêveries  dont  le  Talmud  est  rempli  (*)  :  il  l'a- 
vait évité  et  il  le  signala  plus  tard  en  ces  termes  :  a  Ritn 
n'est  contagieux  comme  les  folies  transcendantes  :  la  plus 
forte  intelligence  peut  y  faire  naufrage;  lorsqu'on  a 
longtemps  médité  sur  certaines  aberrations  abstruses  et 
qu'on  n'a  épargné  aucune  peine  pour  les  comprendre, 


(*)  «  Je  ne  connais  pas  M.  M.,  écrWait-il  en  1837,  mais  je  sais  qu'il  a 
passé  ou,  pour  mieux  dire,  qu'il  a  perdu  sa  jeunesse  dans  Tétude  la  plus 
stérile,  la  plus  niaise,  la  plus  solte^  la  plus  inepte^  la  plus  abrutissante,  lors- 
qu'elle est  isolée: dans  Tétude  exclusive  du  Talmud.  »  (9*  lettre  tsarpha- 
tique,  p.  3o  et  3i.) 
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alors  par  Tinstigation  de  Tinévitable  démon  qui  a  nom 
atnourrpropre,  on  finit  par  se  dissimuler  Textravagance 
de  ces  recherches,  par  en  proclamer  même  Timportance 
et  en  soutenir  la  réalité  ontologique  (*).  » 

Vers  1794?  Olry  Terquem  fut  pourvu  d'un  précepteur 
de  langue  allemande;  voici  à  quelle  occasion.  L'aîné  des. 
enfants,  Elie  Terquem,  fut  indûment  porté  sur  la  liste 
des  émigrés.  Pour  éviter  un  emprisonnement  et  une  con- 
damnation qui  en  était  presque  toujours  la  suite^  Elie  se 
réfugia  à  Trêves,  puis  à  Coblentz.  Là,  mis  en  rapport 
avec  1  élite  de  la  population  Israélite,  il  fut  frappé  de  l'é- 
tendue de  son  savoir  et  chercha  à  importer  dans  son  pays 
et  dans  sa  famille  les  mêmes  moyens  d'étude.  Il  chercha 
et  fut  assez  heureux  pour  trouver  un  jeune  homme  in-r 
telligent  qui  voulut  bien  accepter  les  fonctions  de  précep- 
teur. Olry  Terquem  étudia  encore  avec  ce  jeune  homme 
la  langue  hébraïque,  mais  il  entendit  pour  la  première 
fois  un  allemand  pur  et  contracta  le  goût  de  la  haute 
littérature  germanique. 

Dès  la  fondation  de  l'Ecole  Centrale,  Olry  Terquem 
fréquenta  assidûment  cet  établissement  qui  était  ouvert 
aux  enfants  de  tous  les  cultes.  Il  y  fit  de  rapides  progrès 
dans  les  lettres  et  dans  les  sciences  :  mais  il  eut  de  grjandes 
difficultés  à  vaincre.  Pendant  sa  première  enfance,  il  n'a- 
vait parlé  que  le  jargon  messin.  Jamais  dans  la  maison 
paternelle  on  ne  faisait  usage  de  la  langue  française.  De 
là  une  certaine  difficulté  à  s'exprimer  en  français,  qui  le 
rendait  timide  avec  ses  camarades  et  l'empêchait  de  former 
aucune  liaison  avec  eux.  Cet  isolement  tourna  au  profit 
de  ses  études,  mais  lui  fut  préjudiciable  dans  ses  examens. 
Il  échoua  la  preuiière  fois  qu'il  tenta  d'entrer  à  l'Ecole 
Polytechnique. 

O  Journal  de  U.  LiowiUe,  t.  VI,  p.  agS. 
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A  cette  époque  (1800)  un  hasard  heureux  amena  à 
Metz  un  homme  ëminent  par  son  savoir  :  versé  dans 
Tétude  des  langues  sémitiques,  philosophe  de  Fécole  alle- 
mande, profond  géomètre,  Ensheim  devint  non  le  maître, 
mais  Pami  d'Olry  Terquem,  avec  lequel  il  entretint  une 
correspondance  pendant  toute  sa  vie« 

L'année  suivante,  Olry  se  présenta  de  nouveau  à  TEcole 
Polytechnique  et  y  fut  admis  dans  un  bon  rang,  le  9  bru- 
maire an  X  (3i  octobre  1801).  A  la  fin  de  son  cours 
d'études,  il  fut  attaché  à  l'Ecole  en  qualité  de  chef  de 
division  (*),  adjoint  aux  répétiteurs  d'analyse  et  de  méca- 
nique. II  quitta  cet  emploi  le  19  avril  i8o4  pour  aller 
occuper  au  lycée  de  Mayence  la  chaire  de  mathématiques 
transcendantes.  A  cette  placé  il  joignit  en  i8ti  celle  de 
professeur  à  l'école  d'artillerie  de  la  même  ville.  Le  di- 
plôme de  docteur  es  sciences  lui  fut  accordé  d'office  et 
sans  examen  le  5  mars  1812.  v 

En  18149  le*^  revers  de  nos  armes  contraignirent  Ter- 
quem à  quitter  Mayence.  L'Université,  qui  avait  su  ap- 
précier son  mérite,  lui  offrit  la  chaire  de  mathématiques 
spéciales  au  lycée  de  Rheims  :  mais  II  refusa  cette  place 
ainsi  que  celle  de  professeur  à  Técole  d'artillerie  de  Gre- 
noble. Terquem  voulait  rester  à  Paris,  où  son  ardente 
curiosité  pour  tous  les  genres  de  connaissances  devait 
trouver  plus  d'aliments.  C'est  alors  que  l'emploi  de  bi- 
bliothécaire au  Dépôt  d'Artillerie,  avec  le  titre  de  pro- 
fesseur attaché  au  Comité,  lui  fut  proposé. 
-^—1    I    1 1  I  I    ^1^-^—     . »i»^— ^i^.^—  ■  ■— »— »^— ^11 

(*}  «  On  voulut  trouver  un  nouveau  moyen  de  poliee  et  même  d'instruc- 
tion dans  l'établissement  de  'deux  nouveaux  fonctionnaires  choisis  parmi 
les  élèves  qui,  ayant  terminé  leurs  cours  d'études,  n'étaient  pas  encore 
admis,  faute  de  places  vacantes,  dans  les  écoles  des  services  de  learchoii. 
Sous  les  litres  de  chefs  surveillants^  ch^i  de  division^  sous-inspecteurs, 
chacun  d'eux  était  chargé  de  la  police  d'une  division  et  veillait  à  ce  que 
]es  chefs  de  brigade  remplissent  exactement  leurs  fonctions.  »  (FocacY, 
Histoire  de  l'École- Polytechnique,  p.  3/|i.  Paris,  1828.) 
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Cet  emploi  lui  convenait  trop  pour  quHl  ne  Tacceptàt 
pas  avec  empressement.  Il  le  remplit  jusqu'à  sa  mori 
avec  un  zèle  qui  ne  se  démentit  jamais.  Grâce  à  ses  judi- 
cieuses acquisitions,  la  bibliothèque  du  Dépôt,  qui  ne 
comptait  en  181 4  que  3oo  ouvrages,  devient  bientôt  un  des 
établissements  les  plus  complets  en  son  genre.  Les  officiers 
d'artillerie  n'y  trouvaient  pas  seulement  des  livres,  mais 
encore  un  bibliothécaire  dont  l'inépuisable  complaisance 
mettait  à  leur  disposition  tous  les  renseignements  que 
pouvait  fournir  sa  prodigieuse  mémoire.  M.  le  général 
de  Bressoles  (*),  éloquent  interprète  du  corps  de  l'artil- 
lerie, nous  représente  ainsi  Terquem  au  milieu  de  ses 
occupations  de  tous  les  jours  et  dans  ce  cabinet  où  avaient 
passé  deux  ou  trois  générations  dofficiers  :  a  Son  cabi- 
net!... ainsi  s'appelait  cette  simple  salle  d^attente  de  la 
bibliothèque,  ouverte  à  tout  venant,  où,  toujours  debout 
comme  dans  un  autre  Portique,  appuyé  sur  un  carton  dé- 
formé, au-dessus  duquel  se  dessinaient  ses  traits  forte* 
meut  accentués  et  sa  luxuriante  chevelure,  se  tenait 
notre  maitre,  notre  oracle!...  Vous  l'eussiez  pu  deman- 
der à  nos  illustres  devanciers,  aux  Pernetty,  aux  Valée, 
aux  Le  JNourry,  en  qui  Terquem  avait  trouvé  plutôt  des 
amis  que  des  chefs;  demandez-le  aujourd'hui  encore  à 
notre  savant  camarade  le  général  Piobert,  qui  passait 
auprès  de  lui  chaque  jour  ses  meilleures  heures,  tout  ce 
qu'il  y  avait  à  apprendre,  à  retenir  de  ces  intéressantes 
causeries,  où  l'érudition  était  tempérée  par  une  aménité 
parfaite  et  égayée  par  des  saillies  aussi  spirituelles  qu'o- 
riginales. » 

Les  archives  du  Comité  de  l'Artillerie  renferment  de 
nombreux  Rapports  de  Terquem  sur  des  sujets  que  le  Co- 
mité lui  renvoyait  et  des  analyses  d'ouvrages  concernant 

{*)  Discours  prononcé  aux  funérailles  de  Terquem. 
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l'art  militaire,  écrits  en  allemand  ou  dans  les  langues 
d'origine  germanique^    services   importants  qui  furent 
récompenses  en  1828  par  la  croix  de  chevalier  de  la  Lé- 
gion d'honneur  et  en  i852  par  celle  d'officier. 

Travailleur  infatigable,  il  trouvait  encore  le  temps 
d'écrire  des  ouvrages  élémentaires  et  de  composer  des 
articles  pour  des  journaux  scientifiques  ou  religieux. 
Les  Lettres  tsarphatiques  sur  la  réforme  du  culte  ju- 
daïque, publiées  de  1821  à  1837,  excitèrent  une  vive  po- 
lémique dans  les  journaux  israélites.  Comme  tous  ceux 
qui  proposent  des  réformes,  Tèrquem  eut  d'ardents  ad- 
versaires, dont  l'un  même  le  compara  à  un  monstre 
vomi  par  V enfer.  A  ces  maladroites  injures,  Terquem 
opposa  des  raisons  de  bon  aloi,  aiguisées  par  la  plus  fine 
ironie.  En  général,  les  Lettres  tsarphatiques,  écrites  d'un 
bout  à  l'autre  sur  le  ton  de  la  meilleure  plaisanterie, 
sont  d'une  lecture  très-attachante. 

Nous  ne  croyons  pas  que  Terquem  ait  converti  un 
grand  nombre  de  ses  coreligionnaires;  il  ne  l'espérait 
pas  beaucoup  lui-même.  Il  publiait  ce  qu'il  croyait  être 
la  vérité:  c'était  son  devoir;  le  reste  ne  le  regard  ait  pas. 
D'ailleurs,  religieux  sans  fanatisme  et  sans  superstition, 
il  ne  haïssait  que  l'oppression  et  l'injustice  :  il  avait 
coutume  de  dire  que  pour  lui  tous  les  honnêtes  gens  étaient 
orthodoxes  et  tous  les  coquins  hérétiques  (*). 

En  1841,  M.  Gerono,  désirant  fonder  un  journal  des- 
tiné aux  élèves  de  mathématiques  spéciales,  confia  son 
projet  à  Terquem  et  lui  proposa  de  prendre  part  à  la  ré- 
daction des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques.  Le 


(*)  Il  a  répété  cette  profession  de  foi  dans  une  letire  adressée  au  rédac- 
teur de  la  Revue  de  l'Instruction  publique  (n^  du  ii  avril  1863).  11  ajou- 
tait :  (c  Octogénaire,  sur  le  point  dé  partir,  je  fais  celte  profession  sur  le 
bord  de  la  tombe.  » 
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savant  bibliothécaire  s'associa  à  cette  entreprise  avec  une 

ardeur  qui  ne  s'est  jamais  démentie.  Pendant  vingt  an- 
nées, il  ne  cessa  de  prendre  connaissance  de  tout  ce  qui 
paraissait  d'important  sous  le  rapport  scientifique,  en 
France  et  à  l'étranger,  et  de  correspondre  avec  des  sa- 
vants de  tous  les  pays.  Outre  un  grand  nombre  d'articles 
originaux,  les  Annales  contiennent  une  foule  d'extraits 
faits  par  lui  d'ouvrages  parus  à  l'étranger.  Bien  des  mé- 
thodes nouvelles  ont  trouvé  en  Terquem  un  zélé  propa- 
gateur; bien  des  talents  naissants  ont  reçu  de  lui  de  ces 
encouragements  si  décisifs  au  début  d'une  carrière. 

En  i855,  il  joignit  aux  Nouvelles  Annales  un  Bulle^ 
tin  d 'Histoire^  de  Biographie  et  de  Bibliographie  ma-- 
tliématiques,  utile  appendice  destiné  à  répandre  en  France 
le  goût  des  recherches  historiques. 

C'est  ainsi  que  toujours  travaillant,  s'instruisant  et 
instruisant  les  autres,  Terquem  s'avançait  dans  la  vie, 
sans  que  son  ardeur  parut  diminuer  avec  les  années. 
Jouissant  d'une  modeste  aisance,  heureux  par  sa  fa- 
mille ('^),  par  ses  amis,  par  ses  occupations  mêmes  qui 
faisaient  le  charme  de  sa  laborieuse  existence,  il  pouvait 
espérer  donner  un  de  ces  exemples  de  longévité  dont  l'his- 
toire des  sciences  offre  des  exemples.  Mais  sa  santé  reçut 
en  1861  une  première  et  douloureuse  atteinte  qu'il  sup- 
porta avec  une  fermeté  stoïque.  Après  une  courte  inter- 
ruption, Terquem  reprit  ses  travaux,  sans  se  dissimuler 
que  le  terme  de  sa  vie  était  proche,  mais  sans  que  celle 


{^)  Marié  vers  1820,  Terquem  a  laissé  trois  fils  et  deux  filles.  L'alné  des 
trois  fils  est  professeur  d'hydrographie  à  Dunkerque;  les  deux  autres  sont 
officiers  d'artillerie.  Le  premier,  Paul  Terquem,  a  traduit  de  Tanglais 
la  Géographie  physique  de  la  mer  et  de  Tallemaml  la  Trigonométrie  loxodro- 
mique  de  Grunert.  Le  second,  Charles,  est  auteur  de  plusieurs  Mémoires 
estimés  sur  les  canons  rayés.  Le  troisième,  Alfred,  est  sous-lieutenant 
élève  à  rÉcole  de  Metz. 
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perspective,  qui  n'avait  rien  d'effrayant  pour  lui,  ôlât 
quelque  cliose  à  la  sérénité  de  son  esprit,  à  cette  douce 
gai  té  qui  rendait  son  commerce  si  aimable.  Yers  la  fin 
d'avril  1862,  il  fut  pris  de  la  courte  maladie  qtd  devait 
l'enlever.  Il  s'alita  le  a  mai,  le  6  il  n'était  plus. 

Le  8  mai,  un  nombreux  cortège  (^  )  de  parents  et  d'amis 
accompagnait  l'homme  de  bien  k  sa  dernière  demeure,  et 
l'un  de  ses  amis,  le  général  de  Bressoles,  faisait  en  quel- 
ques paroles  émues  l'éloge  de  ses  vertus  et  de  ses  talents  : 
((  Puisse,  dit  le  général  dans  ce  suprême  adieu,  puisse 
la  certitude  de  voir  son  nom  dignement  perpétué  dans 
l'arme  où  ne  cessera  de  le  protéger  une  mémoire  hono- 
rable, contribuer  à  adoucir  la  douleur  de  cette  patriar- 
cale famille,  de  cette  épouse  dévouée,  donnant  à  ses  en- 
fants l'exemple  du  courage  et  de  la  résignation,  ces  en- 
fants auxquels,  à  défaut  de  fortune,  leur  père  aura  laissé 
un  inépuisable  trésor  de  vertus  et  de  savoir  !  » 

Terquem  était  remarquable  par  un  ensemble  de  con- 
naissances qu'on  ne  trouve  presque  jamais  réunies  dans 
le  même  -savant.  Profondément  versé  dans  l'étude  des 
langues  sémitiques,  il  possédait  encore  les  langues  clas- 
siques et  celles  d'origine  germanique.  Il  s'intéressait  k 
tous  les  travaux  de  l'esprit  et  se  tenait  au  courant  de  leurs 
plus  récents  progrès.  En  philosophie,  il  était  disciple  de 
Kant.  Mais  au-dessus  de  Kant  et  de  tous  ceux  qui  ont 
brillé  par  le  génie,  il  plaçait  trois  hommes  :  Aristote, 
Leibniz,  Voltaire. 

Les  derniers  travaux  de  Terquem  ont  été  consacrés  à 
l'étude  de  la  nature,  qu'il  considérait  comme  une  révéla- 
I  II  I I  »  1 1    ■ 1 1 1  ■  ■  ■  ■      I     ■  '  ■  I      ■  '  '    '      ' 

(*)  On  y  remarquait,  dans  l'ordre  miKlaire,  MM.  lés  généraux  Lebœuf, 
de  Bressoles,  Piobert,  Courtois  d'Hurbal,  Mazure,  Rougeoux  ;  les  colonels 
Emy,  de  Villegy,  Lassus,  Brunel,  etc.;  dans  l'ordre  civil,  MM.  Chasles, 
Bienayxné,  Bertrand,  Vincent,  membres  de  Tlnstilnt  ;  MM.  Catalan,  Ge- 
rono,  Le  Besgue,  Serret  ,professeui*8,  etc. 
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tion  permanente  de  celui  que  Platon  appelle  Véiernel 
géomètre.  Le  2i5  avril,  onze  jours  seulement  avant  sa 
mort,  il  écrivait  à  M.  Ghasles,  qui  lui  avait  prêté  le  traité 
de  Borelli,  De  motu  animalium  : 

«  Vous  nx'avez  appris  à  supporter  avec  patience  les 
jours  qu'il  me  reste  encore  à  passer  ici.  L'ouvrage  de 
Borelli  est  un  petit  chef-d'œuvre  qui  me  procure  des 
heures  délicieuses.  On  voit  T avantage  qu'il  y  a  aux  ana- 
tomistes  d'être  géomètres.  Il  est  à  désirer  qu'on  fasse 
sur  le  même  plan  une  nouvelle  édition  de  VAnatomie 
descriptive  àià^icher^xià..  Ce  serait  une  excelle  a  te  acqui- 
sition. Malheureusement  nos  anatomistes  sont  peu  géo- 
mètres et  nos  médecins  sont  de  faibles  chimistes.  Dieu, 
qui  améliore  tout,  amènera  quelque  perfection  dans  ces 
sciences.  Je  crois  que  l'intelligence  humaine  approche 
asymptotiquement  de  l'intelligence  divine.  Espérons!  Je 
rendrai  compte  de  cet  ouvrage  dans  mon  Bulletin...  » 

Les  dernières  pensées  de  Terquem  furent  donc  pour 
Dieu  et  pour  la  science.  On  ne  pouvait  mieux  terminer 
une  vie  consacrée  tout  entière  à  la  recherche  et  à  la  pro- 
pagation de  la  vérité.  E.  Prouhet. 
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Manuel  de  Géométrie.  In-i8;  i""*  édition,  18^9; 
2*^  édition,  i835.  Paris,  Roret. 
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HuTTOW.  —  NouK^Ues  experte fi ces  d'Artillerie  (tra- 
duction ) .  I11-4  ;  1 8  26 . 

Lettres  d'un  Israélite  français  à  ses  coreligionnaires 
ou  Lettres  Tsarphatiques,  9  brochures  in- 8,  publiées  de 
1821  à  1837. 

Ou{^rages  périodiques. 

Terquem  a  écrit  dans  la  Correspondance  de  l'École 
Polytechnique  y  les  Annales  de  Gergonna,  le  Bulletin 
de  FérussaCy  le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liou- 
ville,  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  y  le  Bul- 
letin de  Bibliographie  y  la  liei^ue  de  r Instruction  pu-- 
hlique  et  plusieurs  journaux  Israélites.  La  liste  de  ses 
articles  est  trop  longue  pour   trouver  place  ici. 

Ou{^rages  inédits, 

HoYER.  —  Histoire  de  l'Art  de  la  Guerre.  Traduc- 
tion de  l'ouvrage  intitulé  :  Geschichte  der  Kricgskunst, 
2  volumes',  1797-1800. 

Bibliographie  de  l'Art  militaire  (inachevé). 

Histoire  de  l'Artillerie  (inachevé). 

Commentaires  sur  la  Mécanique  céleste.  Ces  Com- 
mentaires ont  été  offerts  à  l'Académie  des  Sciences  par 
les  jGls  de  l'auteur  [Comptes  rendus,  t.  LV,  p.  6o3). 
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